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概要：本稿では，特異値分解を評価するために，条件数の大きなテスト行列の作成法を提案する．我々が対
象とする条件数は，以下の 2種類の定義によるものである．1つ目は，連立 1次方程式を解く際の困難さの
指標として知られる最大特異値と最小特異値の比による定義である．2つ目は，特異値分解の数値計算の
困難さを表す特異値の近接度による条件数の定義である．1つ目の条件数の大きなテスト行列の作成法で
は，行列のべき乗を利用するもので，密行列を作成することが可能である．一方，2つ目の作成法では，近
接固有値を持つ glued Wilkinson行列の特異値版ともいえるもので，2重対角行列のみが作成可能である．
提案する 2種類の作成法の目的は異なるため，それぞれに意義がある．これらの作成法によって作成され
るテスト行列を用いて，LAPACK 3.4.2に含まれているいくつかの特異値分解アルゴリズムを評価する．
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Abstract: In this paper, we propose new generating algorithms for matrices with large condition number to
evaluate singular value decomposition. We target two types of definitions of condition numbers. The first
is a rario of the maximal and minimal singular values and means the intractableness to solve simultaneous
linear equation. The second definition uses adjacent amount in each singular value and indicates the diffi-
culty of numerical singular value decomposition. The first algorithm, which is calculated to a power, can
generate dense test matrices. On the other hand, the second algorithm can generate only a bidiagonal test
matrix which is a extension of the glued Wilkinson matrix having very closed eigenvalues. Since targets in
the proposed algorithms are different, it is important to generate test matrices in two types of condition
numbers. By using resulting test matrices which are generated by the proposed algorithms, some singular
value decomposition routines in LAPACK version 3.4.2 are evaluated.
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1. はじめに

LAPACK（Linear Algebra PACKage）[17]には，様々な

特異値分解のための数値計算ルーチンが公開されている．

LAPACKのルーチンを利用していることを謳っている汎

用ソフトウェアも多い．特異値分解を必要とする実問題を

数値的に解く前に，これらのルーチンの基本性能や実問題
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で用いられている行列の特徴との適合性を把握しておく必

要がある．また，特異値分解のための新しい数値計算アル

ゴリズムとその実装ルーチン [16], [21]を開発した際にも，

まずは，LAPACKのルーチンとの性能比較をすべきであ

る．そこで，まず，LAPACKのルーチンの正確な性能を

知る必要がある．

数値計算ルーチンを評価するためには，計算時間と精度

を知る必要がある．計算時間は，ランダム行列を用いるこ

とによって，比較することができる．一方，特異値分解の

精度では，数値計算ルーチンによって計算された特異ベク

トルの直交性と特異値分解された行列と元の行列の差の

フロベニウスノルムが議論されることが多い．しかしなが

ら，計算された特異ベクトルの直交性と特異値分解の分解

の精度のみでは，計算された特異ベクトルの各要素と正確

な特異ベクトルの各要素の違いまでは判定することはでき

ない．同様に，計算された特異値と正確な特異値の比較も

困難である．つまり，特異値分解ルーチンによって計算さ

れた特異ベクトルの各要素が正確な特異ベクトルの各要素

と異なる場合でも，直交性が高ければ，あるいは，分解の

精度が高ければ，そのルーチンの性能は高いという評価に

なる可能性がある．ゆえに，特異値分解において，正確な

特異値と特異ベクトルが分かっているテスト行列を用い

て，数値計算ルーチンを評価することが重要となる．

一般的なテスト行列の作成方法として，次の 2 種類の

方法が考えられる．1つ目は，倍精度のコードを多倍長の

コードに改良して特異値分解をする方法である．この方法

では，計算された特異値と特異ベクトルの桁数が増加する

ため，倍精度のコードで計算した場合よりも正確な値に近

い値を得ることができる．ただし，あくまで計算された特

異値および特異ベクトルであるため，正確な値とは異なる

ことに注意が必要である．2つ目は，三角関数などで正確

な特異値と特異ベクトルを表現することができる行列であ

る [12], [24]．この方法では，任意の次数の行列を高速に作

成することができる．

本稿では，新たに，条件数の大きなテスト行列を作成す

るための方法を 2つ提案する．条件数には，2つの種類が

ある．1つ目の条件数は，最大特異値を最小特異値で割る

ことによって与えられる．2つ目では，各特異値の隣接度

合いを用いる．提案する作成方法では，これら 2種類の条

件数にそれぞれ対応するテスト行列を作成することができ

る．しかし，各特異値の隣接度合いが高い行列において，

正確な特異値および特異ベクトルを得ることのできる行列

の作成には，現在のところ成功していない．そこで，本稿

では，各特異値の隣接度合いが高いことが経験的に分かっ

ている行列を提案することとする．

これらの提案方法によって作成されたテスト行列を用い

て，数値計算ライブラリとして有名な LAPACK 3.4.2に含

まれるいくつかの特異値分解ルーチンを評価する．

2 章において，特異値分解について紹介する．3 章にお

いて，条件数の大きなテスト行列の作成法について説明す

る．4 章において，連立 1次方程式を解く困難さが大きな

テスト行列を作成する際に必要となる正確な特異値と特異

ベクトルが判明している行列の例を示す．5 章において，

LAPACK 3.4.2の特異値分解ルーチンに対して性能評価を

行う．

2. 特異値分解

2.1 節において，特異値分解の概要を説明する．2.2 節に

おいて，特異値分解のためのアルゴリズムで用いられる指

標について述べる．2.3 節において，数学的な準備として，

固有値と特異値の関係を説明する．

2.1 概要

特異値分解は，長方行列の特徴を得るための有効な手段

として知られている．

特異値分解のための方法として，ヤコビ法 [5], [6], [22]が

ある．一般的に，ヤコビ法を用いた特異値分解の計算時間

は，長い．しかしながら，得られる直交性は，良好である．

計算時間を減少させるために，l × m 次行列 A に対し

て，ハウスホルダ変換 [2], [10]を適用することによって，

上 2重対角行列 B に変換する方法がある．ここで，変数

l と m は，正の整数で，l ≥ m を満たすものとする．ハ

ウスホルダ変換を用いて生成された行列 B の特異値は，

行列 A の特異値と一致する．行列 B は，上 2重対角行列

を対象とする適切な特異値分解アルゴリズムを適用する

ことによって，B = UΣV � に分解することができる．つ

まり，ハウスホルダ変換と行列 B のための特異値分解を

組み合わせることによって，行列 A の特異値分解を得る

ことが可能となる．ここで，Σ は行列 B の特異値 σi ≥ 0

（i : 1 ≤ i ≤ m）が対角成分に並ぶ対角行列，U = (u1, u2,

· · · , um) は σi に対する左特異ベクトル ui が列に並ぶ左

直交行列，V = (v1, v2, · · · ,vm) は σi に対する右特異ベ

クトル vi が列に並ぶ右直交行列である．

2 重対角行列 B の標準的な特異値分解法として，QR

法 [2], [3], [8], [10], [11]，分割統治法 [1], [13]，拡大行列を

用いた 2 分法と逆反復法による解法，拡大行列を用いた

MR3 法 [4], [7], [20]などがあげられる．我々が提案して

いる I-SVD （Integrable-Singular Value Decomposition）

[15], [16], [21]法も有効である．

2.2 性能評価のための指標

一般的に，特異値分解の精度を比較するために，直交性

が用いられる．特異ベクトルの直交性は，フロベニウスノ

ルムを用いて次の式で表される．

||U�U − I||F, (1)
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||UU� − I||F, (2)

||V �V − I||F, (3)

||V V � − I||F. (4)

ここで，行列 I は，単位行列を意味する．また，直交性以

外の指標として，

||A − UΣV �||F (5)

が用いられることもある．ただし，これらの指標だけでは，

与えられた行列の正確な値と比較することはできない．

そこで，与えられた行列の正確な特異値 σi とある特異

値分解ルーチンによって計算された特異値 σ̂i の誤差を比

較するために，我々は，以下の式を用いる．
m∑
i

|σ̂i − σi|
m |σi| . (6)

本稿では，特異値分解の条件数として，2つの条件数を

用いる．

条件数 (a)は，連立 1次方程式を解く際の困難さの指標

として広く知られているもので，以下のように定義され

る [24]．
σmax

σmin
. (7)

ここで，σmax と σmin は，それぞれ，最大特異値と最小特

異値を表す．

条件数 (b)は，特異ベクトル計算の困難さの指標として

導入されたもので，以下のように特異値どうしの相対的な

近接度を用いる [23]．

max
i

σi

minj �=i |σi − σj | , 1 ≤ i, j ≤ m. (8)

条件数 (b)が大きい場合，いくつかの特異値が非常に近

接していることを意味する．

2.3 固有値と特異値の関係

逆行列を持つ m × m の正方行列 Ã が対称行列の場合，∣∣∣λ̃i

∣∣∣ = σ̃i (9)

となるため，

maxi

∣∣∣λ̃i

∣∣∣
minj

∣∣∣λ̃j

∣∣∣ =
σ̃max

σ̃min
(10)

を得ることができる．ここで，λ̃i と σ̃i は，それぞれ，行

列 Ã の固有値と特異値を表す．式 (10)の右辺は，条件数

(a)を意味する．

3. 大きな条件数を持つテスト行列の作成方法

3.1 節と 3.2 節において，大きな条件数を持つテスト行

列を作成するための方法について提案する．3.1 節では条

件数 (a)を，3.2 節では条件数 (b)を対象とする．

3.1 連立 1次方程式を解く困難さが大きいテスト行列の

作成方法

任意の正方行列 Ã の特異値は，m × m 正方行列 X

X = Ã�Ã (11)

の固有値の平方根に一致する．次に，正方行列 Y = ÃÃ�Ã

の特異値は，

Y �Y =
(
Ã�ÃÃ�

)
ÃÃ�Ã

= XÃ�ÃX

= X3. (12)

となるため，Y �Y の固有値の平方根として計算できる．

つまり，行列 X の固有値が λ̃i ならば，行列 Y �Y の固

有値は λ̃3
i となる．また，行列 Ãの特異値 σ̃i は，̃σi =

√
λ̃i

を満たす．ゆえに，行列 Y の特異値は，σ̃3
i となる．

行列 Ã の条件数 (a) は，σ̃max/σ̃min である．よって，

行列 Y の条件数 (a) は，(σ̃max/σ̃min)3 となる．ここで，

σ̃max/σ̃min ≥ 1 が成り立つため，行列 Y の条件数 (a)は，

行列 Ã の条件数 (a)よりも大きくなる．

以上の式を一般的な形で表すと，m×m 正方行列 Zh に

対して，

Z2d+1 = Ã
(
Ã�Ã

)d

, (13)

Z2d =
(
Ã�Ã

)d

, (14)

となる．ここで，h と d は，0以上の整数である．この際，

行列 Zh の条件数 (a)は，行列 Ã の条件数 (a)の h 乗で増

える．

正確な特異値と特異ベクトルが明らかな行列 Ã が与え

られれば，式 (13)と式 (14)を用いることによって，行列

Zh の特異値と特異ベクトルを計算することができる．こ

の際，丸め誤差を生じさせないために，式 (45)の (Ā(1))−1

は例外として，一般に Ã の全要素は整数で表されるもの

を用いる．この整数演算での桁あふれを防ぐために，多倍

長整数を用いる．ただし，最終的に作成された行列の全要

素は，4.1 節の誤差を含まないで表現可能な有理数の十分

条件を満たさなければならない．式 (13)と式 (14)は，行

列乗算を用いて計算される．以上より，大きな条件数 (a)

を持つテスト行列 Zh を作成することが可能となる．

3.2 各特異値の近接度が高いテスト行列の作成方法

2重対角行列の特異値は相異なる非負実数であり，対応

する特異ベクトルは互いに直交していなければならない．

しかしながら，ある 2重対角行列の条件数 (b)が大きい，

すなわち特異値のいくつかが非常に近接している場合やク

ラスタをなしている場合，逆反復法や I-SVD法では，直交

性の高い特異ベクトルを得るために，単純な逆反復やツイ

スト分解の操作に加えて，修正グラムシュミット法などに
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よる再直交化が必要となる．そのため，条件数 (b)が大き

な行列では，一般的な行列を特異値分解する場合よりも計

算時間が長くなる．

近接固有値を持つ 3 重対角行列として，Wilkinson 行

列 [12]がある．たとえば，21 × 21 のWilkinson行列 W

は，以下のように表される．

W =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

10 1 0

1 9 1 0

0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . 0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . 0
. . . 1 9 1

0 1 10

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (15)

行列W において，21個の固有値のうち 2つは，非常に近

接しており，10.746194182903393 と 10.746194182903322

である．このWilkinson行列 W を統合することによって，

大きなテスト行列を作成する方法として，glued Wilkinson

行列 GW がある．

GW =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

W δ

δ W
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . W δ

δ W

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (16)

ここで，δ は，任意の数とする．この glued Wilkinson行

列 GW の正確な固有値と固有ベクトルを得ることは非常

に難しい．ただし，計算時間，固有ベクトルの直交性と固

有値分解の分解の精度を測定するためには，重要な行列で

ある．

Wilkinson行列 W に類似する行列として，いくつかの

特異値が近接する上 2重対角行列 K がある．

K =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

9 1 0

0 8 1 0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 1

. . .
. . .

. . .
. . .

. . . 0

0 8 1

0 9

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (17)

この行列 K の 17個の特異値のうち 2つは非常に近接

しており，9.23988495092718471 と 9.23988495092718468

である．この行列 K に対して，Wilkinson行列 W から

glued Wilkinson行列 GW を作成するためのアルゴリズム

を適用することによって，glued K 行列 GK が得られる．

GK =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

K δ

0 K
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . K δ

0 K

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (18)

特異値分解の性能評価のためのテスト行列として行列

GK を用いることによって，大きな条件数 (b)を持つ行列

に対する評価を行うことができる．ただし，行列 GK の

正確な特異値と特異ベクトルを得ることはきわめて困難な

ため，計算時間，特異ベクトルの直交性と特異値分解の分

解の精度の評価にのみ利用できる．すなわち，このテスト

行列によって評価できるのは，計算時間と式 (1)–(5)であ

る．また，δ は，4.1 節の誤差を含まないで表現可能な有理

数の十分条件に従う必要がある．

4. 三角関数で正確な値を表現できる行列の例

3.1 節において，条件数 (a)が大きなテスト行列を作成

するためには，正確な特異値と特異ベクトルが判明してい

る行列が必要であることを述べている．

正確な特異値と特異ベクトルが判明している行列を作

成するための既存の方法として，次の 2つがある．1つ目

は，テスト行列のより正確な特異値と特異ベクトルを得る

ために，倍精度のコードを多倍長のコードに改良して用

いる方法である．2つ目は，三角関数を用いて正確な特異

値および特異ベクトルを表現することができる行列であ

る [12], [24]．

本稿では，短時間で大次元の行列を作成することを目

的としている．そのため，三角関数を用いて正確な固有

値と固有ベクトルを記述できる 3重対角行列を基にして，

正確な特異値と特異ベクトルを表現することができる 2

重対角行列を構成する．これにより，3.1 節に適用する

正確な特異値と特異ベクトルが判明している行列を作成

することができる．なお，3.1 節に適用する場合，正確な

特異値と特異ベクトルを計算するためには，多倍長演算

ライブラリとして，GMP（The GNU Multiple Precision

Arithmetic Library）[9]と GNU MPFR（GNU Multiple

Precision Floating-Point Reliably）[18]を用いる．

本章で説明する 3重対角行列と 2重対角行列は，どちら

も当然のことながら，密行列ではない．密行列用の特異値

分解ルーチンの評価のためのテスト行列としては，特異値

と特異ベクトルが正確に分かっている密行列が必要であ

る．そこで，3重対角行列もしくは 2重対角行列の逆行列

をテスト行列とすることによって，密行列に対する特異値

分解の評価をすることができる．ある対称行列に対する逆

行列は対称行列となるが，2重対角行列の逆行列は対称行

列にはならない．ゆえに，2重対角行列の逆行列は，対称
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3重対角行列の逆行列よりも，特異値分解のためのテスト

行列として適切である．ただし，上 2重対角行列の逆行列

は，上三角行列となる．そのため，3.1 節の方法を用いて

密行列にする必要がある．

4.1節では，誤差を含まないで表現可能な有理数の十分条

件を説明する．4.2節では，正確な固有値と固有ベクトルを

三角関数で表すことができる 3重対角行列を示す．4.3 節

では，4.2 節で示した行列の逆行列を示す．4.4 節では，

4.3 節で示した 3重対角行列から 2重対角行列を求める方

法を説明する．

4.1 誤差を含まないで表現可能な有理数の十分条件

3.1 節の方法では，行列の積が必要となる．全要素が整

数で表されている行列の積は，誤差を含まないで計算でき

る．しかしながら，有理数で表されている場合，誤差を含

まないで計算するためには，IEEE754IEEE Standard for

Floating-Point Arithmetic （ANSI/IEEE Std 754-2008）

[14]の数の表現を意識する必要がある．

IEEE754IEEE Standard for Floating-Point Arithmetic

（ANSI/IEEE Std 754-2008）において，倍精度の正規化

数は，

± (1.s1s2 · · · s52)(2) × 2t−1023,

sk ∈ {0, 1}, 1 ≤ k ≤ 52, 1 ≤ t ≤ 2046 (19)

と表される．ここで，sk を仮数，t を指数と呼ぶ．そのた

め，丸め誤差を生じずに表される有理数は，

± (1.s1s2 · · · s52)(2) × 2t−1023 =
± (1.s1s2 · · · s52)(2)

21023−t

(20)

を満たさなければならない．仮に，すべての sk が sk = 0

ならば，分子は 1とする．このとき，分母は 21023−t を満

たす場合には，誤差を含まないで表すことができる．次に，

± (1.s1s2 · · · s52)(2)
21023−t

=
± (1.s1s2 · · · s52)(2) × 2

21024−t

=
± (1s1.s2 · · · s52)(2)

21024−t
(21)

とする場合，sk(k �=1) = 0ならば，分子は 2と 3を表すこと

ができる．このとき，分母は 21024−t を満たす場合には，

誤差を含まないで表すことができる．さらに，分子を整数

化するために，

± (1.s1s2 · · · s52)(2)
21023−t

=
± (1.s1s2 · · · s52)(2) × 252

21075−t

=
± (1s1s2 · · · s52)(2)

21075−t
(22)

と変換する．このとき，分母は 21075−t を満たす場合には，

誤差を含まないで表すことができる．つまり，分子は 1か

ら 253 − 1 までの整数で表され，分母が 2−971 から 21022

を満たす場合，誤差を含まないで表すことができる．ここ

で，分母の範囲は，式 (20)–(22)から考察される共通範囲

である．なお，0は誤差を含まないで表現できる．

ゆえに，誤差を含まずに行列乗算を行うための十分条件

は，入力行列および計算結果として得られる行列の両方に

ついて，行列の全要素の分子が −(253 − 1) から 253 − 1 ま

での整数で表され，分母が 2−971 から 21022 を満たす有理

数の場合である．ここで，すべての行列要素が整数の場合，

−253 から 253 の範囲を満たすならば，上記の十分条件を

満たす．

4.2 三角関数の固有値と固有ベクトルを持つ 3重対角行列

正確な固有値と固有ベクトルを三角関数で表現すること

ができる行列が知られている [12], [24]．

ある行列 Ā を次のように定義する．

Ā =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α
√

a
√

c + b c

a b c

a
. . .

. . .
. . .

. . . c

a b

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (23)

この行列 Ā の固有値 λ̄i および固有ベクトル x̄i は，

• α = 0 の場合⎧⎪⎨
⎪⎩

λ̄i = b + 2
√

a
√

c cos iπ
m + 1 ,

{x̄i}j =
(√

a√
c

)j−1

sin jiπ
m + 1 ,

(24)

• α = 1 の場合⎧⎪⎨
⎪⎩

λ̄i = b + 2
√

a
√

c cos
(

2i − 1
2m + 1π

)
,

{x̄i}j =
(√

a√
c

)j−1

cos
(

(2j − 1)(2i − 1)
2(2m + 1) π

)
,

(25)

• α = −1 の場合⎧⎪⎨
⎪⎩

λ̄i = b − 2
√

a
√

c cos
(

2i − 1
2m + 1π

)
,

{x̄i}j =
(
−
√

a√
c

)j−1

cos
(

(2j − 1)(2i − 1)
2(2m + 1) π

)
,

(26)

となる．ここで，{x̄i}j（j : 1 ≤ j ≤ m）は，固有ベクトル

x̄i の j 番目の要素である．

以下に証明を記載する．

dj =
(√

a

c

)j−1

(27)

D =

⎛
⎜⎜⎝

d1

. . .

dm

⎞
⎟⎟⎠ , (28)
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T =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α 1

1 0 1
. . .

. . .
. . .

. . .
. . . 1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(29)

とすると，

D−1ĀD = bI +
√

acT (30)

となる．

α = 0 のときの証明は，文献 [24]に記載されている．

α = 1 のとき，T1 = T |α=1 の固有ベクトル x̄ を

x̄ = [y(0, · · · , y(m−2), y(m−1)]� とおくと，

y(0) + y(1) = 2 cos(θ)y(0) (31)

y(0) + y(2) = 2 cos(θ)y(1) (32)

· · · (33)

y(m−3) + y(m−1) = 2 cos(θ)y(m−2) (34)

y(m−2) = 2 cos(θ)y(m−1) (35)

となる．

y(j) = cos
((

j +
1
2

)
θ

)
(36)

とおくと，3倍角の公式，2倍角の公式，加法定理を用い

て，式 (31)–(34)が満たされることを確認できる．式 (35)

を満たすためには，θ について

cos
((

m +
1
2

)
θ

)
= 0 (37)

という条件が成り立つ必要がある．

θ =
2i − 1
2m + 1

π, i = 1, 2, · · · , m (38)

のとき，上記の条件が満たされる．式 (38)は，m 個の異

なる固有値を表現できている．ゆえに，

y(j) = cos
((

j +
1
2

)
θ

)
(39)

は，一般性を失わない仮定である．

α = −1 のとき，T2 = T |α=−1 とする．

F =

⎛
⎜⎜⎝

f1

. . .

fm

⎞
⎟⎟⎠ , fj = (−1)j−1 (40)

とすると，F−1 = F，T2 = −F−1T1F である．x̄ = Fzと

すると，

T1x̄ = 2 cos(θ)x̄

T1Fz = 2 cos(θ)Fz

F−1T1Fz = 2 cos(θ)z

−F−1T1Fz = (−2 cos(θ))z

T2z = (−2 cos(θ)) z (41)

より，T2 の固有値は，

−2 cos
(

2i − 1
2m + 1

π

)
(42)

となり，T2 の固有ベクトル z は，z = F x̄となる．

4.3 3重対角行列の逆行列

本節では，正確な固有値と固有ベクトルを三角関数で表

される 3重対角行列の逆行列を紹介する．

式 (23)の各変数が，α = 0，a = c = −1，b = 2 の場合，

正確な固有値と固有ベクトルを三角関数で表現できる 3重

対角行列 Ā(1)

Ā(1) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1

−1 2 −1

−1
. . .

. . .
. . .

. . . −1

−1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (43)

の固有値 λ̄
(1)
i と固有ベクトル x̄

(1)
i は，以下の式で表さ

れる．{
λ̄

(1)
i = 2 − 2 cos iπ

m + 1 ,

{x̄(1)
i }j = sin jiπ

m + 1 .
(44)

この行列 Ā(1) の逆行列 (Ā(1))−1 は，

(m + 1)
(
Ā(1)

)−1

=⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

m m − 1 · · · 2 1

m − 1 2(m − 1) · · · 4 2
...

...
...

...
...

2 4 · · · 2(m − 1) m − 1

1 2 · · · m − 1 m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

(45)

である．この行列は，有理数を含むため，3.1 節の Ã とし

て利用できないように思えるが，右辺の行列と (m + 1) を

分けて計算し，最後に各要素が 4.1 節で説明した十分条件

を満たすかどうか判定することで，3.1 節の Ã として利用

できる．逆行列 (Ā(1))−1 の固有値は，行列 Ā(1) の固有値

の逆数で表されるため，1/λ̄
(1)
i となる．

次に，式 (23)の各変数が，α = 1，a = c = −1，b = 2

の場合，正確な固有値と固有ベクトルを三角関数で表現で

きる 3重対角行列 Ā(2)

Ā(2) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1

−1 2 −1

−1
. . .

. . .
. . .

. . . −1

−1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (46)
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の固有値 λ̄
(2)
i と固有ベクトル x̄

(2)
i は，以下の式で表さ

れる．⎧⎪⎨
⎪⎩

λ̄
(2)
i = 2 − 2 cos

(
2i − 1
2m + 1π

)
,

{x̄(2)
i }j = cos

(
(2j − 1)(2i − 1)

2(2m + 1)
π

)
.

(47)

この行列 Ā(2) の逆行列 (Ā(2))−1 は，

(
Ā(2)

)−1

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

m m − 1 m − 2 · · · 2 1

m − 1 m − 1 m − 2 · · · 2 1

m − 2 m − 2 m − 2 · · · 2 1
...

...
...

...
...

2 2 2 · · · 2 1

1 1 1 · · · 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

(48)

である．

最後に，式 (23)の各変数が，α = −1，a = c = 1，b = 2

の場合，正確な固有値と固有ベクトルを三角関数で表現で

きる 3重対角行列 Ā(3)

Ā(3) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1

1 2 1

1
. . .

. . .
. . .

. . . 1

1 2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (49)

は，

Ā(3) = FĀ(2)F (50)

を満たす．FF = I が成り立つため，

FĀ(2)vi = FĀ(2)FF x̄
(2)
i = Ā(3)F x̄

(2)
i

= Fλ̄
(2)
i x̄

(2)
i = λ̄

(2)
i F x̄

(2)
i , (51)

となる．つまり，Ā(3) の固有値 λ̄
(3)
i と固有ベクトル x̄

(3)
i

は，以下のようになる．{
λ̄

(3)
i = λ̄

(2)
i ,

x̄
(3)
i = F x̄

(2)
i .

(52)

この行列 Ā(3) の逆行列 (Ā(3))−1 は，(
Ā(3)

)−1

=⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

m −(m − 1) · · · 1 × (−1)m−1

−(m − 1) m − 1 · · · 1 × (−1)m

...
...

...
...

2 × (−1)m · · · 1 −1

1 × (−1)m−1 · · · −1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

(53)

である．

4.4 2重対角行列の逆行列

本節では，4.3 節で説明した行列から 2重対角行列を作

成する方法を述べる．

Ā(2) = (B̄(2))�B̄(2) より，2重対角行列 B̄(2) は，

B̄(2) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1
. . .

. . .

. . . −1

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (54)

となる．式 (47)に三角関数の 2倍角の公式を適用するこ

とによって，行列 B̄(2) の特異値 σ̄
(2)
i を次の式で表すこと

ができる．

σ̄
(2)
i =

√
2 − 2 cos

(
2i − 1
2m + 1

π

)

=

√
2 − 2

(
1 − 2 sin2

(
1
2

2i − 1
2m + 1

π

))

= 2 sin
(

2i − 1
2(2m + 1)

π

)

= 2 cos
(

2i − 1
2(2m + 1)

π − 1
2
π

)

= 2 cos
(

i − m − 1
2m + 1

π

)

= 2 cos
(

m + 1 − i

2m + 1
π

)
. (55)

k = m + 1 − i とおけば，k = 1, 2, · · · , m となり

σ̄
(2)
k = 2 cos

(
k

2m + 1
π

)
. (56)

となる．行列 B̄(2) の右特異ベクトルは，{x̄(2)
i }j と一致す

る．左特異ベクトルは，B̄(2)(B̄(2))� の固有ベクトルと一

致するため，

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1

1
...

1

1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

x̄
(2)
i , (57)

となる．行列 B̄(2) に対する逆行列 (B̄(2))−1 は，

(
B̄(2)

)−1

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 · · · 1 1

1 1 · · · 1
. . .

. . .
...

. . . 1

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (58)

である．

Ā(3) = (B̄(3))�B̄(3) より，2重対角行列 B̄(3) は，
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表 1 大きな条件数 (a) を持つテスト行列に対する性能評価（計算時間 [×10−3 sec.]）

Table 1 Performance for the test matrix having large condition number (a) (Compu-

tational time [×10−3 sec.]).

m テスト行列作成時間 Routine (1) Routine (2) Routine (3)

50 23.01 (9.79) 3.43 1.83 4.48

100 104.27 (54.01) 9.14 6.87 29.37

200 626.61 (416.46) 61.32 42.92 245.66

300 1905.51 (1457.94) 188.66 124.45 908.59

B̄(3) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1
. . .

. . .

. . . 1

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (59)

となる．この行列 B̄(3) の特異値 σ̄
(3)
i は，

σ̄
(3)
k = 2 cos

(
k

2m + 1
π

)
, (60)

と表される．行列 B̄(3) に対する逆行列 (B̄(3))−1 は，

(
B̄(3)

)−1

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 1 · · · · · ·
1 −1 · · · ...

. . .
. . . 1
. . . −1

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (61)

である．

5. 実験

本章では，LAPACK 3.4.2に含まれる特異値分解のため

のルーチンに関する性能を評価するために，提案した作成

方法によって得られるテスト行列を用いて実験を行う．提

案した作成法は 2種類ある．大きな条件数 (a)を持つテス

ト行列は，式 (13)もしくは式 (14)によって得られる．大き

な条件数 (b)を持つテスト行列は，行列 GK で表される．

性能を比較するために，CPUとして Intel Xeon X5570，

メモリ容量 32 GBの計算機を用いる．コンパイラとして

は，gfortran 4.7.2と gcc 4.7.2を適用する．テスト行列を

作成するライブラリとして，GMP 5.0.5と GNU MPFR

3.1.1を用いる．

最初の実験では，大きな条件数 (a) を持つテスト

行列 Ȳ を用いる．このテスト行列 Ȳ は，Ȳ =

(B̄(2))−1((B̄(2))−1)�(B̄(2))−1((B̄(2))−1)�(B̄(2))−1 を満た

す．行列 Ȳ は，非対称行列であることに注意する．密行

列のための特異値分解ルーチンとして，LAPACK 3.4.2に

含まれる以下の 3つを用いる．

( 1 ) ハウスホルダ変換と QR 法を組み合わせたルーチン

（DGESVD）

( 2 ) ハウスホルダ変換と分割統治法を組み合わせたルーチ

ン（DGESDD）

( 3 ) ヤコビ法を用いた特異値分解ルーチン（DGESVJ）

表 1 は，大きな条件数 (a)を持つテスト行列に対する作

成時間と計算時間を表す．テスト行列作成時間には，テス

ト行列の作成，正確な特異値および特異ベクトルを計算す

るための時間が含まれており，()内の数字は，このテスト

行列作成時間から特異ベクトルの計算時間を減じた値であ

る．この際，式 (56)を用いる特異値計算および式 (47)を

用いる右特異ベクトル計算では，浮動小数点数どうしによ

る減算が存在しないため，桁落ちは起きない．よって，仮

数として 128 bitを用いていることで，倍精度浮動小数点

数の範囲内で正確な値を計算できる．なお，左特異ベクト

ルは，式 (57)より計算する必要がない．テスト行列の作

成時間は，その行列を特異値分解するための時間の数倍程

度に収まっている．行列サイズが大きくなると，条件数は

1016 を超えるため，倍精度における浮動小数点数で扱える

問題の範囲ではなく，そのような問題はテスト行列として

不適切である．ゆえに，提案するテスト行列の作成法は，

実用域において有用である．

図 1 は，各特異値に対する相対誤差をグラフ化したもの

である．この相対誤差は，仮数を 128 bitの多倍長演算で

計算されている．横軸には，特異値を昇順に並べている．

図 1 より，行列サイズや特異値分解ルーチンの種類に関係

なく，小さい特異値に対する相対誤差が大きい傾向にある

ことが分かる．

表 2 は，大きな条件数 (a)を持つテスト行列の各特異値

に関する相対誤差の和を表している．表 2 も，図 1 と同様

に，仮数を 128 bitの多倍長演算で計算されている．各誤

差の計算には，式 (6)を用いる．表 2 より，条件数 (a)が

大きい場合，すべてのルーチンにおいて，行列のサイズ m

が大きくなるにつれて，誤差が大きくなっていることが分

かる．特に，条件数 (a)が大きい 300次元のテスト行列 Ȳ

の場合は，ハウスホルダ変換と分割統治法を組み合わせた

ルーチン ( 2 )の計算精度が著しく悪化している．

次に，大きい条件数 (b)を持つ行列に対する実験を行う．

テスト行列として，3.2 節で説明した行列 GK を用いる．

行列のサイズは，1700× 1700，2550× 2550，3400× 3400

とする．行列 GK の変数 δ は，8−3，8−4，8−5，8−6とす

る．この行列 GK は，2重対角行列である．そこで，比較
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図 1 大きな条件数 (a) を持つテスト行列に対する相対誤差

Fig. 1 Relative errors to the test matrix having large condition number (a).

表 2 大きな条件数 (a)を持つテスト行列に対する性能評価（計算さ

れた特異値の持つ相対誤差の和）

Table 2 Performance for the test matrix having large condi-

tion number (a) (Total of relative errors of computed

singular values).

m 条件数 (a) Routine (1) Routine (2) Routine (3)

50 1.10 × 109 5.20 × 10−10 5.20 × 10−10 1.14 × 10−10

100 3.43 × 1010 1.66 × 10−8 1.66 × 10−8 2.15 × 10−8

200 1.08 × 1012 1.46 × 10−6 1.80 × 10−6 3.94 × 10−7

300 8.20 × 1012 7.78 × 10−6 2.55 × 10−4 2.00 × 10−6

するルーチンとして，次の 4種類を用いる．

( 4 ) QR法（DBDSQR）

( 5 ) 分割統治法（DBDSDC）

( 6 ) 2分法（DSTEBZ）と逆反復法（DSTEIN）を用いた

特異値分解

( 7 ) MR3 法（DSTEGR）を用いた特異値分解

これらのルーチンのうち，ルーチン ( 6 )と ( 7 )は，拡

大行列を必要とする．そのため，ルーチン ( 6 )と ( 7 )で

扱うテスト行列のサイズは，3400 × 3400，5100 × 5100，

6800 × 6800となる [19]．

表 3 は，行列 GK を特異値分解した場合の性能評価を

示す．条件数 (b)は，2分法による計算結果を調べると，

IEEE754の基準では，完全に特異値が一致してしまう組

が存在するため，倍精度浮動小数点数の範囲で無限大であ

る．このことを確認するために，コンパイラ gfortranの中

に含まれている 4倍精度浮動小数点演算を用いた 2分法を

LAPACK のソースコード [17]より作成した．この際，2

分法の制御パラメータ ABSTOL は 4.95× 10−616 に設定

している．この設定によって，倍精度浮動小数点数で表現

できる桁数よりも多くの桁を正確に計算できる．表 4 は，

2分法を用いて行列 GK の条件数 (b)が倍精度浮動小数点

数の範囲で無限大であることを確認するために要した計算

時間である．この計算時間は，行列サイズが大きくなるの

に比例して長くなっている．また，表 3 と表 4 の計算時間

を比較すると数倍程度であることが分かる．ゆえに，各サ

イズの行列 GK はテスト行列として適切である．表 3 よ

り，実行時間に関して，ルーチン ( 4 )は，他のルーチンよ

りも遅い．直交性 ||U�U − I||F，||V �V − I||F と特異値
分解の精度 ||B − UΣV �||F に関して，ルーチン ( 4 )また

は ( 5 )が，良好な結果を示している．ゆえに，大きな条件
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表 3 大きな条件数 (b) を持つテスト行列 GK に対する性能評価

Table 3 Performance for the test matrix GK having large condition number (b).

m δ Routine (4) Routine (5) Routine (6) Routine (7)

1700 8−3 Exec. time [sec] 33.56 3.01 3.70 4.02

||U�U − I||F 2.92 × 10−13 1.41 × 10−13 3.59 × 10−12 1.62 × 10−12

||V �V − I||F 3.02 × 10−13 1.44 × 10−13 3.62 × 10−12 1.620 × 10−12

||B − UΣV �||F 2.25 × 10−12 8.19 × 10−13 7.81 × 10−12 1.15 × 10−11

8−4 Exec. time [sec] 34.16 2.40 3.62 4.13

||U�U − I||F 3.13 × 10−13 1.26 × 10−13 3.20 × 10−11 1.71 × 10−12

||V �V − I||F 3.10 × 10−13 1.26 × 10−13 3.20 × 10−11 1.71 × 10−12

||B − UΣV �||F 2.42 × 10−12 7.72 × 10−13 9.85 × 10−11 1.25 × 10−11

8−5 Exec. time [sec] 34.23 1.82 3.55 4.22

||U�U − I||F 3.00 × 10−13 1.07 × 10−13 2.54 × 10−13 1.30 × 10−12

||V �V − I||F 3.01 × 10−13 1.08 × 10−13 2.54 × 10−13 1.30 × 10−12

||B − UΣV �||F 2.33 × 10−12 7.72 × 10−13 2.76 × 10−12 8.05 × 10−12

8−6 Exec. time [sec] 34.59 1.55 3.48 4.33

||U�U − I||F 2.89 × 10−13 9.96 × 10−14 5.22 × 10−12 6.27 × 10−11

||V �V − I||F 3.06 × 10−13 9.99 × 10−14 5.18 × 10−12 6.27 × 10−11

||B − UΣV �||F 2.38 × 10−12 6.95 × 10−13 2.16 × 10−11 5.79 × 10−10

2550 8−3 Exec. time [sec] 122.85 10.15 12.06 9.13

||U�U − I||F 4.31 × 10−13 2.22 × 10−13 4.05 × 10−11 2.66 × 10−11

||V �V − I||F 4.43 × 10−13 2.15 × 10−13 4.03 × 10−11 2.66 × 10−11

||B − UΣV �||F 3.32 × 10−12 1.17 × 10−12 8.00 × 10−11 1.93 × 10−10

8−4 Exec. time [sec] 123.86 7.97 11.89 9.39

||U�U − I||F 4.51 × 10−13 1.89 × 10−13 1.54 × 10−11 2.78 × 10−11

||V �V − I||F 4.61 × 10−13 1.89 × 10−13 1.56 × 10−11 2.78 × 10−11

||B − UΣV �||F 3.51 × 10−12 1.18 × 10−12 4.80 × 10−11 2.56 × 10−10

8−5 Exec. time [sec] 125.57 5.73 11.74 9.67

||U�U − I||F 4.37 × 10−13 1.73 × 10−13 3.36 × 10−13 1.34 × 10−11

||V �V − I||F 4.48 × 10−13 1.73 × 10−13 3.36 × 10−13 9.33 × 10−11

||B − UΣV �||F 3.32 × 10−12 1.11 × 10−12 4.15 × 10−12 9.33 × 10−11

8−6 Exec. time [sec] 128.04 4.85 11.60 9.91

||U�U − I||F 4.42 × 10−13 1.54 × 10−13 7.98 × 10−11 1.06 × 10−9

||V �V − I||F 4.49 × 10−13 1.54 × 10−13 7.98 × 10−11 1.06 × 10−9

||B − UΣV �||F 3.47 × 10−12 1.01 × 10−12 3.24 × 10−10 9.78 × 10−9

3400 10−3 Exec. time [sec] 299.38 24.46 29.21 16.30

||U�U − I||F 5.84 × 10−13 2.59 × 10−13 1.02 × 10−10 1.66 × 10−11

||V �V − I||F 5.97 × 10−13 2.60 × 10−13 1.01 × 10−10 1.66 × 10−11

||B − UΣV �||F 4.43 × 10−12 1.42 × 10−12 2.24 × 10−10 1.13 × 10−10

8−4 Exec. time [sec] 302.30 20.54 28.90 16.83

||U�U − I||F 6.01 × 10−13 2.24 × 10−13 1.63 × 10−10 4.08 × 10−12

||V �V − I||F 5.94 × 10−13 2.26 × 10−13 1.63 × 10−10 4.08 × 10−12

||B − UΣV �||F 4.48 × 10−12 1.29 × 10−12 1.14 × 10−9 2.18 × 10−11

8−5 Exec. time [sec] 313.51 13.34 28.65 17.29

||U�U − I||F 5.93 × 10−13 1.89 × 10−13 3.74 × 10−12 1.25 × 10−11

||V �V − I||F 6.12 × 10−13 1.88 × 10−13 3.82 × 10−12 1.25 × 10−11

||B − UΣV �||F 4.61 × 10−12 1.27 × 10−12 2.12 × 10−11 1.14 × 10−10

8−6 Exec. time [sec] 313.48 10.90 28.42 17.82

||U�U − I||F 5.92 × 10−13 1.81 × 10−13 6.02 × 10−11 2.02 × 10−9

||V �V − I||F 6.18 × 10−13 1.82 × 10−13 6.06 × 10−11 2.02 × 10−9

||B − UΣV �||F 4.58 × 10−12 1.21 × 10−12 2.46 × 10−10 1.87 × 10−8

数 (b)を持つ行列 GK を特異値分解するためには，ルーチ

ン ( 5 )を利用することが適切であることが分かる．

条件数 (a)と条件数 (b)の結果より，与えられた行列の

持つ特徴によって，効果的な特異値分解法が異なることが
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表 4 2 分法による行列 GK の条件数 (b) の計算時間

Table 4 Computational time in conditioon number (b) of GK

by using bisection method [sec.].

m δ = 8−3 δ = 8−4 δ = 8−5 δ = 8−6

1700 118.09 114.88 111.70 108.12

2550 262.91 255.72 248.58 240.56

3400 462.59 449.87 437.25 422.84

分かる．特に，条件数 (b)の実験において適切であるとさ

れたルーチン ( 5 )はルーチン ( 2 )の内部に含まれている

が，条件数 (a)に関する実験では計算精度が著しく悪化し

ているため良くない．以上より，特異値分解を適用する際

には，行列とルーチンの相性の関係を確認すべきであるこ

とが分かる．

6. まとめ

本稿では，大きな条件数を持つテスト行列を作成するた

めの方法を 2種類提案した．大きな条件数 (a)を持つテス

ト行列の作成方法では，正確な特異値と正確な特異ベクト

ルが明かな行列が必要である．そこで，正確な特異値と正

確な特異ベクトルを三角関数で表現できる行列を紹介し

た．大きな条件数 (b)を持つテスト行列の作成方法では，

近接特異値を持つ行列を組み合わせることによって，テス

ト行列を作成することができる．これらのテスト行列を

用いて，LAPACK 3.4.2に含まれるいくつかの特異値分解

ルーチンの実験を行った．計算時間と精度に関する結果よ

り，行列の性質によって，適切なルーチンが異なることが

分かった．以上より，特定の性質を持つ行列を作成するこ

とは重要であることが分かる．

今後の課題として，各特異値の隣接度合いが高い行列に

おいて，正確な特異値および特異ベクトルを得ることので

きる行列を作成する必要がある．さらに，様々な性質を持

つテスト行列を作成する方法を開発することがあげられる．
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