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1. はじめに

次の非線形放物型初期値境界値問題を考える．
∂u

∂t
− ν∆u = f(x, t, u,∇u), in Ω× J , (1a)

u(x, t) = 0, on ∂Ω× J ,(1b)

u(x, 0) = 0, in Ω, (1c)

ν は正定数，Ω ⊂ Rd, (d = 1, 2, 3)は有界多角形 (多面体)

領域，J := (0, T ) ⊂ R, (T <∞)は有界領域とする．

本稿では，(1) の解の存在性に関する検証を数値的に行

う際の関数空間と作用素の設定，検証手順を紹介する．講

演時に具体例を示し，また計算時の注意点について述べる．

2. 関数空間と作用素の設定

境界条件を考慮した関数空間を，

H1
0 (Ω) := {u ∈ H1(Ω); u = 0 on ∂Ω},
V 1(J) := {u ∈ H1(J); u(0) = 0},

とする．頁数の都合により，

L2L2 := L2(J ;L2(Ω)), L2H1
0 := L2(J ;H1

0 (Ω)),

V 1L2 := V 1(J ;L2(Ω)), V := V 1L2 ∩ L2H1
0，

のように略記する．

Sh(Ω)を H1
0 (Ω)の有限次元部分空間とし，Sh(Ω)の基

底を {ϕi}ni=1 とする. V 1
k (J)を V 1(J)の有限次元部分空間

とし，V 1
k (J)の基底を {ψi}mi=1 とする. ここに，hと k は

それぞれ Ω方向，J 方向の離散化のパラメータを意味す

る（例えば有限要素法を用いた場合はメッシュサイズ）．

Sk
h ≡ Sh(Ω)⊗ V 1

k (J)とする．

∆ν
t := ∂

∂t−ν△と略記する．Laplace作用素△ : L2(Ω) →
L2(Ω)について D(△) :=

{
u ∈ H1

0 (Ω) ; △u ∈ L2(Ω)
}
と

する.

H1
0 -projection P

1
h : H1

0 (Ω) → Sh(Ω)を以下で定義する．(
∇(u− P 1

hu),∇vh
)
L2(Ω)d

= 0, ∀vh ∈ Sh(Ω).

Ω方向の離散作用素 Ph : V → V 1Sh を(
∂
∂t (u− Phu), vh

)
L2(Ω)

+ ν (∇(u− Phu),∇vh)L2(Ω)d = 0,
∀vh ∈ Sh(Ω), a.e. t ∈ J,

J 方向の補間作用素 Πk : V 1Sh → Sk
h を
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u(x, ti) = Πku(x, ti),
∀ x ∈ Ω,∀ i ∈ {0, 1, · · · ,m},

で定義し，全離散近似に対応する作用素 P k
h : V → Sk

h を

P k
hu := Πk(Phu) と定める.

3. 検証の手順

ukh ∈ V ∩L2D(∆)を (1) の近似解，w = u−ukhとする．
∆ν

tw − f ′(ukh)w = g(w), in Ω× J , (2a)

w(x, t) = 0, on ∂Ω× J , (2b)

w(x, 0) = 0, in Ω, (2c)

は (1) と同値な残差方程式である．ここで，

g(w) = f
(
x, t, w + ukh,∇(w + ukh)

)
− ∆ν

t u
k
h − f ′(ukh)w，

f ′(ukh)は f の ukh における Fréchet微分である．左辺の微

分作用素を Lt := ∆ν
t − f ′(ukh) と定義し，Lt が可逆のとき

F (w) = L−1
t g(w) とおけば，(2) は，

w = F (w), (3)

なる不動点形式に変形できる．L−1
t : L2L2 → L2H1

0 はコ

ンパクトであるため，gに対する適当な仮定の下で Schauder

の不動点定理を用いて w の存在を示すことが出来る．即

ち，適当な集合 W について F (W ) ⊂ W がいえるとき，

W に (3) の不動点 w が存在する．このとき (1) の解

u = w + ukh の存在がいえる．
Lt の可逆性と F (W ) ⊂ W なる包含関係は，P 1

h 及び

P k
h に関する誤差評価の応用により計算機上で確認でき
る [1], [2], [3]．但し，ここに紹介する手順を計算機上で行
うには，丸めモードの制御や機械区間演算を利用するなど
して，数値の丸め誤差の厳密評価を伴う線形計算を行う必
要がある [4], [5]．
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