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概要：原核生物から哺乳類まで、細胞の活動には概日周期変動を示すものが多く知られている。その分子
機構についての知識の発展は目覚ましいが、それでも未知の機構が多いと言わざるを得ず、その分子機構
を包括する精密な微分方程式 (ODE) モデルは、特に哺乳類については現在は得られない。これに正規形
ODE モデルを適用することは有効な解析手段となり得るが、モデルフィッティングの非線形性がモデル
同定を困難にしている。ここでは、非線形の ODE モデルを線形に変換し、遺伝子ネットワーク特有の前
提条件を置くことで、モデル同定を線形最小二乗法で解くことができることを示す。また、これにより計
算される S-system の指数パラメータが時間とともに変化する様子を示す。これはネットワーク構造のダ
イナミックな変化のモデルとなり得る。
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Linearization of the S-system formalism for the circadian gene
regulatory network

Abstract: The circadian clock system is one of the most well known system in living cells through procary-
otes to mammals. Although knowlegde about the system is growing rapidly, mechanisms of large parts of the
system are still unclear. Canonical form ODE models are suitable approach for such systems. The s-system
is one of the most established canonical ODE model, however, nonlinearity of the parameter optimization of
the s-system should be solve to its application to the circadian system.
We show linearization of the s-system that make the least square method applicable to determination of ex-
ponential parameters of the s-system, and changes of these paraemters in time, that could be show dynamical
changes of the network scheme.
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1. はじめに

遺伝子の転写制御はこれまで、セントラルドグマにした

がって、遺伝子の発現したタンパク質が、転写因子として

他の遺伝子の発現を制御するという機構が考えられてき

た。これに加えてマイクロ RNA による制御が大きな影響

を持っていることが分かってから、その機能解明が大きな

研究の流れとなっているが、転写因子による機構は支配的

機構の一つであることは変わらないと考えられている。

概日周期変動はこの転写因子による機構の解明が進んで

いるネットワークの代表的な例である [1]。糖尿病を始め

とする疾病との関連や健康維持への関心から、概日周期の
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維持機構はこれまで注目を集めてきた。しかし、概日周期

変動に関わる遺伝子の転写因子による発現制御のしくみが

よく知られてきたとはいえ、転写因子以外の制御機構がど

の程度の影響を持つのかはよくわかっておらず、またそも

そも転写因子による制御の分子機構が完全に明らかにされ

ているとも言えない。

ネットワークの動的挙動を解析しようとする際、常微分

方程式系 (Ordinary Differential Equation system, ODE)

をもちいて、その動きを表現するモデルを得ることは、安

定判別やパラメータの感度解析、定量的なシミュレーショ

ンが可能なことなどから、有効な手法の一つであると言え

る。酵素反応のネットワークであれば、ミカエリス・メン

テン則を始めとする様々なモデルが各反応形式で定式化さ

れており、それらを組合せることでネットワーク・ダイナ
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ミクスを表現する ODE モデルを得ることができる。分子

機構の詳細が不明なネットワークにおいてはそのアプロー

チは不可能であるが、詳細な反応形式に拠らない、一般形

あるいは正規形で定義される微分方程式モデルを使うこと

で ODE モデルを得ることができる。そういった正規形微

分方程式の一つに、S-system がある [2]。

S-system は主に化学反応系を想定した生体内ネットワー

クを対象として、質量作用則を元に考案されたモデルで

あり [3]、代謝系を含む生化学反応系などの応用例が多

い [4], [5]が、1990年代後半以降、DNAマイクロアレイの

普及とともに、遺伝子制御ネットワークのモデリングの試

みに用いられてきた [6], [7]。しかし、S-system のパラメー

タを決定してモデルを同定するためには、実際に S-system

を数値的に解いた結果が観測された時系列データとどの

程度一致するかをコスト関数として定義し、それを乱数を

用いた発見的探索手法により最小化することで最適なパ

ラメータを得る、という方法が主なアプローチであった。

S-system モデルを定義するためのパラメータ数は、ネット

ワークを構成する要素の数を n とするとき 2n2 + 2n であ

り、遺伝子を３個だけ含む非常に小規模なネットワークで

も 24 個のパラメータ値を決定しなければならない。多変

量自己回帰モデル (multiVariate Auto-Regression model,

VAR) などでは、変数の個数と同程度のデータ点があれば

モデル同定が不可能ではない [8]ことなどと比較すると、

S-system は非常に多くのデータを要求するモデルであると

言える。要求データ量が多いと言うことはそれだけ多くの

情報を含んだモデルということであり、多様な挙動を正確

に表現することができるモデルであるが、遺伝子発現量の

場合にはその精度を持つデータを得ることは困難である。

さらに、決定すべきパラメータ数が多いことは探索空間の

次元が高いと言うことでもあり、いわゆる「次元の呪い」

を直接に被る最適化問題でもある。

以上に加えて S-system モデルを同定しようとする際に

は、実際にはパラメータ最適化が非線形性の強い問題であ

ることが困難さをもたらす。パラメータ数が多いことに対

しては、問題を分割してより容易な小規模の問題の集合に

変換する方法 [9], [10], [11] が提案されているが、問題の

非線形性を解決する方法は現在のところ、非常に少ない。

元々の問題が線形最適化であれば、最小二乗法を始めとす

る多くの方法が適用でき、パラメータの値も容易に決定す

ることができる。S-system は、定常状態 (導関数値が 0) に

おいては対数変換によって線形方程式になり、そこから局

所安定性やパラメータ感度の計算法が導出されている [12]

が、このアプローチでパラメータの値を同定することはで

きない。しかし、転写因子による遺伝子制御ネットワーク

においては、mRNA の合成過程は他の遺伝子の産物であ

る転写因子によって制御されるが、mRNA の分解過程は

自身の量に比例した速度、つまり線形モデルで表すと前提

を置く例が散見される。ここでは、この前提を置くことで

S-system が線形の方程式に変換できることを示す。また、

変換後も容易にはパラメータ値を決定することができない

が、場合によってはそれが可能であることを示す。

2. 方法

2.1 S-system の線形方程式系への変換

S-system は非線形の常微分方程式系であり、以下の式で

表される。

dXi(t)

dt
= αi

n∏
j=1

Xj(t)
gij − βi

n∏
j=1

Xj(t)
hij (1)

右辺第一項が従属変数 Xi(t) の増加に関わる作用、右辺第

二項が減少に関わる作用を表す。S-system におけるパラ

メータ推定問題は、式 (1) における Xi(t) が観測値とし

て与えられたときに、式 (1) を積分して得られるXi(t) の

時系列が与えられた観測値と一致するようなパラメータ値

αi、βi、gij、hij を求める、という問題である。

S-system は生化学反応系を想定したモデルであり、従

属変数は代謝物の量やタンパク質の活性などである。した

がって従属変数の値は非負である。また αi および βi も

非負の範囲だけを考えれば良い。一方指数パラメータであ

る gij および hij は、0 を含む正負の値をとり得る。数式

で表現すると以下のようになる。

Xi(t) > 0

αi > 0 (2)

βi > 0

なお、変数およびパラメータはすべて実数である。

ここで遺伝子制御ネットワークを想定し、減少に関わる

作用は従属変数 Xi(t) 自身の量の線形モデルで表されると

すると、以下のようになる。

dXi(t)

dt
= αi

n∏
j=1

Xj(t)
gij − βiXi(t) (3)

左辺を微分係数を Ẋi(t) と書き直して、指数パラメータ gij

の有無で左右の辺に分かれるように移項すると

αi

n∏
j=1

Xj(t)
gij = Ẋi(t) + βiXi(t) (4)

となり、この両辺の対数をとると

log (αi)+
n∑

j=1

gij log (Xj(t)) = log
(
Ẋi(t) + βiXi(t)

)
(5)

となる。これは、gij と αi だけが未知変数であると考える

と、連立一次方程式系である。この未知変数の値は、以下

の条件がすべて満たされたときに、最小二乗法により求め

ることができる。

条件 1: Ẋi(t) の値が得られる
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図 1 遺伝子および制御因子の制御関係。

Fig. 1 Regulatory relationships between genes and regulation

elements.
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条件 2: Xi(t) および Ẋi(t) のデータ点数が n+1 よりも大

きく、係数行列のランクが n+1 以上である

条件 3: Ẋi(t) + βiXi(t) > 0 である

条件 4: βi の値が既知である

条件 1 は多くの場合観測データとしては成立しないが、

Xi(t) が与えられれば数値微分により解決できる。条件 2

は観測条件に依存し、遺伝子発現時系列の観測例ではほと

んどの場合、これを満たさないが、モデリングの対象とす

る遺伝子を絞り込み、かつフィッティングや補完を行うこ

とで解決できる。条件 3は発現量がある程度大きな遺伝子

であれば成立している。しかし条件 4は一般には成立しな

い。そこで、別途に値を推測する必要がある。

2.2 パラメータ βi の推定

遺伝子制御ネットワークを想定した S-system モデルに

おいて、増加作用を表す項においてただ一つの従属変数

Xj(t) からのみ影響を受ける従属変数 Xi(t) を考えると、

それは以下のように表される。

図 2 想定したネットワークの様式。この構造に対してモデルのあ

てはめを行う。

Fig. 2 Network scheme that an S-system model fits to.
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Ẋi(t) = αiXj(t)
gij − βiXi(t) (6)

これは容易に gij について解くことができ、前節における

条件 2が成立していれば、以下のように表される。

gij =
log(βi + Ẋi(t))− log(αi)

log(Xj(t))
(7)

ここで gij は定義上定数である。したがって S-system で

のモデリングが適切であるような系においては、データ

Ẋi(t) および Xj(t) が与えられたとき、αi と βi が適切な

値であれば gij は定数になるべきである。現実にはデータ

の誤差やモデルの表現能力などの影響で、gij が完全に一

定値になるような αi と βi はまず求められないが、gij の

分散を最小化するような値を求めることは、様々な発見的

探索手法で可能である。

遺伝子制御ネットワークを想定した S-system モデルに

おいては、従属変数の減少を表す項は mRNA の分解を表

す項であり、その分子機構に関する情報が少ない状況にお

いては、すべての mRNA でその項は共通であると見なせ

るかどうかを検討すべきである。そこで、複数の βi を gij

の分散最小化によって求め、その値が近いものであれば、

モデリング対象としている系のすべての mRNA について

その値を共通と見なすことができる、と考える。その値を

用いることで、前節における指数パラメータの最小二乗法

による推定が可能になる。

2.3 指数パラメータの時間依存性

一般的は、データ数が多ければ得られる数値の信頼性も

高くなると考えられるが、データの振る舞いによっては、

バラつきの少ない範囲に限定した方がいい場合も有り得る。

その範囲の限定を時間軸上でのウィンドウの設定を捉える

と、ウィンドウ内で指数パラメータを求めることができ、

ウィンドウをスライドさせていくことで、指数パラメータ

の時間変化を表すことができる。そこで、ウィンドウを設
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定せずデータ全体を使った場合に求められるパラメータ値

が信頼性が高くないと考えられる場合には、ウィンドウイ

ングを行う。

3. 結果

3.1 観測データ

表 1 全データを対象として求めた S-system の指数パラメータ。

表中の 0 は最適化対象ではなく、0 に固定されていることを

表す。

Table 1 Exponential coefficients values which are determined

based on whole data. 0s in the table mean those pa-

rameters are fixed at zero and are not optimized.

CLOCK CRY1 Nr1d1 PER3 TEF

αi 1.801 1.056 0.4351 0.717534 1.03424

g1i 0 7.564e-2 1.111e-6 0 5.85ae-6

g2i 0 -5.342e-5 -2 0 -2.199e-5

g3i 9.369e-3 -2.806e-5 0 0 0

g4i 0 -7.068e-5 -7.381e-3 0 -1.977e-5

g5i 0 0 2.674e-6 5.633e-5 0

米国立衛生研究所 (National Institute of Health) 傘下

のバイオテクノロジー情報センター (National Center for

Biotechnology Information) において公開されている遺伝

子発現データの公開データベースである GEO (Gene Ex-

pression Omnibus)[13]に GDS404として登録されている、

マウスの DNA マイクロアレイデータを用いた [14]。マウ

スは健常であり、12時間周期で明暗を繰り返す環境に置

かれた後に常暗に置かれ、4時間おきに大静脈血管が採取

された。この組織における遺伝子発現量が測定された。測

定には使われたのは、米 Affymetrix 社の MG-U74A チッ

プである。チップ (DNAマイクロアレイ) の各プローブに

は、同社によるアノテーションが GO term を用いて付け

られている。

この GDS404 データセットには、常暗に置かれてから

4時間後を最初として、48時間までの 13点のサンプルが

含まれているが、最初のサンプリング時刻におけるサンプ

ルが重複している (他の点は n = 1 だがこの点だけ n = 2

ということである) 。そのためサンプル点としてはデータ

セットの先頭に格納されているサンプルは解析対象から除

いた。

このチップでは複数のプローブで観察するようになって

いる遺伝子が複数あり、概日周期に関わるとされる遺伝

子もそれに含まれている。そういった遺伝子については、

データセット中でもっとも先頭に近いプローブ一つを選ん

で解析対象とした。

3.2 解析対象とする遺伝子

ここではマウスの概日周期を解析対象とした。ここで参

考とした概日周期変動に関わる遺伝子制御ネットワーク [1]

には、26 の遺伝子と 3 つの転写制御モチーフが含まれて

おり、各遺伝子は転写制御モチーフを通じて他の遺伝子の

発現を制御している (図 1) 。この図において、左右の列は

それぞれ概日周期変動に関わると見られる遺伝子であり、

同一の列である。中央に３個の制御因子が並んでいる。各

制御因子をつかって制御する遺伝子について、左の列から

中央に向かって対応する遺伝子と制御因子を線で結んでい

る。各制御因子が転写を制御する遺伝子について、中央か

ら右の列に向かって同様に対応する遺伝子と制御因子を

線で結んでいる。これによると、各遺伝子は一つあるいは

複数のモチーフによる制御を受けている。遺伝子発現を制

御しているモチーフの組合せは 5種類 (E/E’box、D-box、

RRE それぞれ単独、および E/E’-box と D-box の組合せ、

および E/E’-box と RRE の組合せ) であり、したがって

同じ制御を受けている遺伝子が 5群に同定される。

また、12点からなる各遺伝子のデータについて、24時

間周期の成分が有意に大きいかどうかをフーリエ変換と

情報量基準を使って判定 [15]し、24時間周期の成分が有

意には大きくないとされた遺伝子については解析対象か

ら除いた。またデータに欠損値を含むものも除いた。そし

て各群に含まれる複数の遺伝子の発現時系列に三角関数

A sin( 2π24 (t+B)) + C を当てはめ、もっとも当てはめ誤差

の小さい遺伝子を各群から一つ選んで、CLOCK、CRY1、

Nr1d1、PER3、TEF の 5個の遺伝子からなるネットワー

クを想定 (図 2) し、解析対象とした (図 3) 。このネット

ワークは図 1に示した図のサブセットとなる。なおモデル

を当てはめる時系列データは、当てはめた三角関数の値と

し、時点数を 45 点とした。

3.3 パラメータ βi の推定

解析対象とした５遺伝子のうち、他の一つの遺伝子から

のみ制御を受けているとされるのは CLOCK と PER3 の

二つであり、これらを対象として式 (7) における gij の分

散を最小化する αi および βi を、数値最適化により求め

た。αi および βi の初期値を [0, 10] の範囲の一様乱数で生

成し、式 (7) における gij の分散をコスト関数として、ネ

ルダーとミードによるシンプレックス法で最小化すること

を、1000回繰り返した (図 4)。その結果、CLOCK につ

いては αi の平均値と標準偏差がそれぞれ 6.10 と 3.03、βi

では 1.01 と 0.000112 となった。また PER3 については

αi では 6.17 と 3.05、βi では 0.888 と 0.000111 となった。

計算にはいずれも GNU R ver. 2.15.1 を用いた。αi と βi

の絶対値はおおよそ同程度の桁の値でありながら、標準偏

差は βi の方が 4桁も小さく、非常に高い精度で求められ

ていることが分かる。また CLOCK と PER3 でそれぞれ

1.01 と 0.888であり、似通った値となっている。ここでは

gij の同定を可能とするために、これらは同一の値で 1.0
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図 3 遺伝子発現時系列の観測値とフィッティングデータ。

Fig. 3 Observed gene expression time series and fitted curves.

A B

C D

E

図 4 gij の分散を小さくするような αi と βi の分布。

Fig. 4 Distribution of αi and βi which minimize the variance

of gij .

であると見なすこととした。

3.4 指数パラメータの推定

βi の値を 1.0 であると決めると、式 (5) から最小二乗法

によって gij の値を求めることができる。各遺伝子 45 点

のデータを使って、Mathematica 7.0.1.0 の FindFit 関数

で gij の値を求めた (表 1) 。この際、gij の値には制約条

件を設け、図 2 でネガティブな制御とされている関係を表

すパラメータは [−2, 0]、ポジティブな制御のパラメータは

[0, 2] の範囲内の値となるようにに限定した。

制約条件に関わらず、求められた指数パラメータはいず

れも非常に小さな値となっており、これは遺伝子間の影響

の大きさが非常に小さいと解釈され、ネットワークモデル

として意味を成さない。

そこで、短い時間範囲のデータをとりだすウィンドウを

図 5 各遺伝子についての指数パラメータの時間変化。

Fig. 5 Changes in time of exponential parameters for each

gene.
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C D

E

設定し、ウィンドウを観測開始時刻から終点へ向けてずら

していくことで、各ウィンドウにおいて求められる指数

パラメータがどうなるかを同じ制約条件のもとで調べた

(図 5) 。ウィンドウサイズを 8 としたところ、指数パラ

メータはいずれも周期的な挙動を示した。これは概日周期

に合わせてネットワークモデル自体が変化していることを

表している。

4. 考察

S-systemは一般化質量作用則 (Generailzed Mass Action

model, GMA)モデルを簡略化したものであるが、パラメー

タの数はネットワークの要素数を n をとすると 2n2 + 2

である。代謝系やシグナルパスウェイ、遺伝子ネットワー

クなどを想定するとパラメータ数がすなわち探索空間の次

元数であり、直接にモデルを時系列データにフィッティン

グすることは非線形最適化問題であることから、そのパラ

メータ値の決定は決して容易とは言えない。

本論文ではこの問題に対し、遺伝子制御ネットワーク特

有の事情を前提とすることで、S-system の最適化を線形シ

ステムのフィッティング問題に変換し、最小二乗法の適用

を可能とした。パラメータ数が多いこと、および問題の非

線形性による困難性はこれにより排除される。

ウィンドウ内で求められた指数パラメータは、たびたび

制約条件の境界値となっている。特にネットワークの形
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(既知の制御様式) から指数パラメータの符号を固定して最

小二乗法の制約条件としたが、図 5の A および C では、

その制約により挙動を制限されたかのように見られる。こ

れは制約条件を緩めれば値が変わるものと思われ、特に既

知の制御様式でポジティブ、あるいはネガティブな制御で

あると知られていることでも、時間変化を追ってモデルを

解析すると、正負が反転している可能性があることを示

唆している。しかし S-system はいわゆるべき乗則の形を

とったモデルであるため、指数パラメータの値が大きくな

ると、微分係数の値を計算するときにオーバーフローが起

きやすくなると言う、数値計算上の欠点がある。そのため、

本論文の方法による指数パラメータの決定とは別に、微分

方程式として数値的に解けるような指数パラメータの範囲

を、制約条件として求めるような基準が必要である。

実際に、本手法により求められたパラメータ値には、そ

のままでは S-system パラメータとして成立していない、

つまり微分方程式が数値的に解けないような値が含まれて

いる。これまでは S-system のパラメータはすべて時間に

関しては不変であるとして解析が行われてきたが、これが

可変である可能性を本論文では示した。そのための数値解

法の実装をはじめ、動力学的特性の解析法を開発していく

必要がある。
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