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概要 グラフのマッチング問題は一般に計算量が膨大であるが，問題固有の属性情報などを用いて効率的な

探索を実現できる可能性がある．本研究では，グラフマッチング問題が入力 グラフから生成される積グ

ラフの最大クリークを抽出する問題へ還元できることに着目し，その効率化のために つの属性情報利用

アルゴリズムを考案した． つ目はクリーク抽出の探索過程で属性情報を用いて探索領域を削減する方法，

つ目は積グラフの生成時に属性情報を用いて積グラフの規模自体を抑制する方法である．これらを計算機

実験によって比較検証した結果，双方共に有効であるが，特に後者の有効性が顕著であることを確認した．

は じ め に

現実問題の中にはグラフ上の問題として定式化し，解

決できるものが存在することは広く知られている．その

中でも検索や認識など，データ間の共通性を調査する必

要がある場合は，グラフのマッチング問題に帰着して解

くことが可能である．これらはグラフの同型性を判定す

るアルゴリズムなどによって支えられているが，その計

算量が膨大であることもまた事実であり，より効率的な

解法が求められる．

これまでにも や らに

よって部分グラフ同型問題に対する高速なアルゴリズム

が提案されてきた．この問題は，モデルとして与えるグ

ラフと完全一致するグラフしか発見しないので，極めて

正確なモデリングが要求され，曖昧な情報を多く含む対

象には適用しづらい．しかしながら，画像処理などの現

実の応用分野では，曖昧マッチングである類似検索がし

ばしば用いられており，モデルに対する柔軟性は重要で

ある．

そこで本研究では，部分グラフ同型問題を拡張し，入

力された グラフそれぞれの部分グラフ間で同型調査を

行い，同型となる部分グラフが頂点数最大になる組み合

わせを求める問題を取り扱う．これを最大部分グラフ同

型問題とここでは定義する．この拡張によってモデルが

明らかになっていない状況でもグラフ間のマッチングが

適用可能になる．

一方で，最大部分グラフ同型問題の欠点として計算量

の更なる増大があり，実問題に最大部分グラフ同型を適
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用するには，問題固有の属性情報 ラベル を利用して，

調査する組み合わせの数を減らすのが現実的である．こ

こではグラフの頂点に属性情報が付与されている場合の，

効率的な属性情報の使い方について論じる．

本研究では最大部分グラフ同型問題が，入力された

グラフから生成される積グラフにおいて最大クリークを

抽出する問題に還元できることに着目し， 種類の属性

情報利用アルゴリズムを考案した． つ目はクリーク抽

出の探索過程で探索領域削減に属性情報を用いる方法，

つ目は積グラフの生成時に属性情報を用いる方法であ

る．前者は定義通りに積グラフを生成し，そこから最大

クリークを抽出する段階で属性情報を利用して探索領域

を削減する．それに対して，後者は最大クリークの要素

となり得ない孤立頂点を排除し，積グラフの頂点数自体

を抑制する手法となる．

本稿では，これら 手法の実行時間を調査することで

実験的に比較した結果，後者の方がより有効な手段であ

ることを検証した．

グラフ同型

グラフ間のマッチングについて議論するには，まずグ

ラフ同型 問題への言及が必要であ

ろう．

任意のグラフ ， が同型であるとは，頂点 と

を結ぶ辺を で表したときに， から

への全単射 が存在し，任意の

に対して

が成り立つことを言う．またこのとき， を から

への同型写像と呼ぶ．図 には同型である と ，そ

れらと同型でない の具体例を示す．グラフ同型問題

とは， つのグラフが入力データとして与えられたとき，

その グラフの頂点間の対応関係を求める問題である．

なお，グラフ同型問題の計算量は，単純なアルゴリズム

を用いた場合，最悪で となる．

1G 2G 3G

図 グラフ同型

これを更に，与えられた が のいずれかの部分グ

ラフと同型であるか，という問題に発展させたものが部

分グラフ同型 問題である．こ

れはグラフ同型問題を最悪で 回解くことに相当

し ただし， ，モデルとなるグラフを与えて

同じパターンを発見する，いわゆるパターンマッチング

の一手法である．この解法としては， のアルゴ

リズム や らによる ， と

いったアルゴリズムなどが高速なアルゴリズムとして知

られている．図 には部分グラフ同型である と ，

そうでない の例を示す．

1G 2G 3G

図 部分グラフ同型

部分グラフ同型問題は片方のグラフだけの部分グラフ

を考えるが，より一般性のあるグラフ間マッチングを実

現するには，入力された両グラフの部分グラフを考慮す

る必要がある．つまりこれは， ， それぞれの部分

グラフで同型性を判定する問題であり，その中で部分グ

ラフの頂点数が最大となる写像を求める問題を最大部分

グラフ同型 問題と

位置付ける．

ここで， を以下のように定義すると，

が同型のとき

それ以外のとき

最大部分グラフ同型問題は

を求める問題であると定義できる．これは入力された

つのグラフに対して，各々どの部分グラフを選択して対

応付けるのが最適か，という問題でもある．なお，この

問題はグラフ同型問題を最悪で 回解

くことに相当する．図 には と の最大部分グラ

フ同型の例を示す．

1G 2G

図 最大部分グラフ同型

積グラフ上のクリーク抽出

この節では本研究で着目する最大部分グラフ同型問題

に対して，グラフの積とクリークの抽出を用いた解法の

フレームワークを述べる．

グラフ は頂点集合 と辺集合 によって構

成されているが，入力された グラフに対し，グラフの積

によって得られる積グラフの各頂点は， と

の全ての組み合わせに相当している．そのため， グラ

フ間の対応を求めるには積グラフを利用することができ

ると考えられる．
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積グラフの辺についてはいくつかの定義があるが，最

大部分グラフ同型問題を解決するためには，辺の存在の

完全な一致性を調査する必要があり，これを実現するた

めに本稿では 積 を

以下のように定義する．

定義 と の 積

かつ

かつ

この計算によって生成される 積グラフにおいて，各

頂点は つの写像 組のノード対 を意味しており，各

辺はそれらの写像が同時に成立するかを表している．

図 は 積グラフの隣接行列であり，例えば

という写像は同時に成立しうるので，その値は となっ

ていることが確認できる．

1G 2G

1G 2GEA

図 積グラフ生成の例

また，上記の計算によって生成される 積グラ

フの様子を図 に示すが， つの最大クリークを

構成する ， ， ，

が，確かに と の最大部分グラフ同

型の解となる写像であることが分かる．よって，この

積グラフから最大クリークを抽出することで，最大部分

グラフ同型問題の要求に応えるアルゴリズムを構築する

ことが可能である．

このフレームワークの利点は， グラフ間のマッチン

グを既に数多くのアルゴリズムが開発されている最大ク

1G 2GEA

図 積グラフと つの最大クリーク

リーク抽出問題に還元して扱えることにある．この最大

クリーク抽出問題に対しては，各所から様々な厳密解アル

ゴリズムが発表されており ，今後も新たな手

法が提案される可能性があるため，その効果を取り込む

ことができるシステムにしておくことは重要である．な

お，本研究では筆者らが提案した を用いる．

属性情報の効率的な利用法

最大部分グラフ同型問題は，実問題への適用する場合，

何らかの属性情報を付与できるため，これを組み合わせ

数の制限に用いることが妥当である．例えば分子の構造

をグラフとしてモデリングする場合には，その分子を構

成する原子の種類を頂点に与えることなどが考えられる．

本稿では頂点に属性を与えられた場合に，その情報を用

いた制約を加えて，最大クリーク抽出に必要な探索領域・

実行時間の削減が期待できる以下の 手法を検討する．

手法 分枝限定時の利用

最大クリーク抽出の効率化として広く用いられている

手法に，何らかの条件を利用して探索に必要な領域を削

減する分枝限定法がある．本研究で用いている も

例外ではなく，このアルゴリズムはグラフの彩色数が最

大クリークサイズの上界を与える，といった事実を探索

領域の削減に活かしていることが最も重要な要素である．

実装上は深さ優先探索の各状態で，グラフの彩色数によ

る制約条件を満たしていなければその先の探索を打ち切

るという仕組みになっているが，ここに属性の一致とい

う制約を加えることで探索領域の更なる削減を実現する．

図 にこのフレームワークを示す．

前節の図 に挙げたグラフの頂点に 種類の属性 ○，

△，□ を与えることにすると 図 ，これらの 積グ

ラフは定義により図 と全く同型であるが，属性の一致

しない組み合わせに遭遇した場合は，その先の探索を打

ち切ることで効率化を実現できる．

手法 積グラフ生成時の利用

この手法は，積グラフの生成段階において予め上記の

属性情報による制約条件を用い，最大クリーク抽出を行
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図 分枝限定時の属性情報利用

1G 2G

図 種類の属性を与えたグラフ

う積グラフの頂点数自体を抑制する．全体の流れとして

は，まず属性情報が一致せず，マッチングの可能性がない

組み合わせを予め除外しておくことで積グラフの辺数を

減らす．これによって積グラフにおける孤立頂点の数を

増加させ，クリークの成分となる可能性がないこれらの

頂点を除去することで，生成されるグラフの頂点数を抑

制し，その結果，最大クリーク抽出に要する実行時間を

短縮させることが期待できる．図 にこのフレームワー

クを示す．

図 積グラフ生成時の属性情報利用

実際に図 の グラフからどのような積グラフが生成

されるかを示す．まず 積グラフを生成する際に，

積の定義に加え，属性の一致という条件を満たす辺のみ

を残す．つまり， ， と ， につ

いて， と の属性が一致，かつ， と の属性が一

致という条件を満たさない限り，その辺は削除されるこ

とになる．なお，属性が一致する確率を ， で表す

と， 積グラフ上の辺が残る割合は ，

， である．この処理によって積グラフが疎になり，最

大クリークの構成要素と成り得ない孤立頂点の数が増加

しているため，それらを除去することで規模を抑制した

積グラフを生成することができる．図 には上記の操作

によって生成された積グラフ 実線 と，削除された辺と

頂点 破線 の様子を示す．

図 属性情報によって頂点数が抑制された積グラフ

計算機実験

上記の手法 と手法 の比較と評価をするため， 言

語を用いて計算機上に実装し，辺の存在と頂点の属性を

乱数によって設定したグラフに対して実行した．なお，使

用した計算機環境は以下の通りである．

メモリ

コンパイラ

表 ～表 には実行結果を示すが，表中の ， は入

力された グラフの頂点数を表しており，手法 と手法

の欄には各々のアルゴリズムを用いてマッチングを行っ

た実行時間を掲載してある．また，頂点数に関しては手

法 の孤立頂点除去によって，生成された積グラフの頂

点数がどこまで減少したかを表している．なお，最右欄

には手法 と手法 の実行時間比を示す．

これらのデータを見ると，手法 の実行時間は手法

と比べて大幅に短いことが明らかであり，効率的に解を

得るためには積グラフの頂点数を抑制することが如何に

重要であるかが分かる．また，図 ～図 には，入力

されたグラフの特性によって実行時間がどの様に変化す

るかをまとめた図を掲載する．まず，頂点数と実行時間

の関係を見るために，辺密度と属性の種類を固定したも

のが図 であるが，当然のように頂点数の増加に伴い実

行時間が急増している．しかし，手法 は孤立頂点の除
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表 マッチングの所要時間

辺密度 ，属性の種類

手法 手法 頂点数 手法 手法
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手法 手法 頂点数 手法 手法
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手法 手法 頂点数 手法 手法

表 マッチングの所要時間

辺密度 ，属性の種類

手法 手法 頂点数 手法 手法

　 　

表 マッチングの所要時間

辺密度 ，属性の種類

手法 手法 頂点数 手法 手法
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図 頂点数と実行時間の関係

辺密度 ，属性の種類

図 辺密度と実行時間の関係

頂点数 ，属性の種類

去によりグラフの規模を抑制していることで，頂点数増

加への耐性が多少強まっていることが確認できる．続い

て，入力グラフの辺密度と実行時間の関係を示している

のが図 である．辺密度の低い部分，あるいは高い部分

では辺の存在が一致する組み合わせが多くなるため，積

グラフの辺密度が高くなる．逆に，辺密度が中位の場合

は積グラフの辺密度が比較的低くなるため，手法 の孤

立頂点除去の効果が大きくなり，実行時間が短縮されて

いる．最後に属性の種類と実行時間の関係を示している

のが図 であるが，これは属性の種類が増えることで頂

点の組み合わせ数が減ることは自明なので，実行時間は

徐々に減少していく．特に手法 はその効果を得られて

いる様子が読みとれる．

む す び

本研究では，グラフマッチングの効率化のために属性

情報をどう利用するべきであるか，という検証を行った．

特に，ここで取り扱った最大部分グラフ同型問題は，柔軟

なマッチングを可能にする反面，極めて急激な計算量の

増加を招くため，効率的に属性情報を用いることが必須

である．したがって，この解法の主幹である最大クリー

ク抽出と積グラフの生成という手続き内で属性情報を用

いる 手法を考案したところ，双方共に効率化に有効で

あるが，後者の方が圧倒的に優位であることが分かった．

図 属性の種類と実行時間の関係

頂点数 辺密度

つまり，予め頂点数を抑制しておくことが非常に重要で

あると言える．

提案手法を用いることで，最大クリーク抽出アルゴリ

ズムの内部に立ち入ることなく効率化を実現できるため，

グラフマッチングの目的・用途によって近似解アルゴリ

ズムを使用することも容易である．ただし，この場合で

も頂点数を抑えておくことは実行時間の短縮に貢献する

ものと予想される．

以上，グラフマッチングにおける属性情報の効率的利

用法について述べてきたが，より大規模な問題の扱い方

や適用分野の探求などを今後の課題とする．
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