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概要

正則グラフと弦グラフにおける森の数え上げ問題が＃Ｐ完全であることを証明する．

また，この問題に対して，３正則グラフにおけるＯ*(1.8494m)時間アルゴリズムと単

位区間グラフにおけるＯ*(19706m)時間アルゴリズムを与える．ただし，ｍはグラフ

の辺数である．これらのアルゴリズムはTutte多項式の計算へ拡張できる．
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Abstract 

Weprovethe＃P-completenessfbrcountingthenumberoffbrestsinregulargraphs 

andchordalgraphsWealsopresentalgorithmsfbrthisproblem，runningin 

O*(1.8494m）timefbr3-regulargraphs,ａｎｄ０旗(1.9706m）timefbrunitinterval

graphs，ｗｈｅｒｅｍｉｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｅｄｇｅｓｉｎｔｈｅｇraphThealgorithmscanbe 

generalizedtotheTuttepolynomialcomputation． 

１はじめに 一般に，＃Ｐ完全な数え上げ問題に対するアプロー

チは主に２つあり，１つは近似アプローチ，もう１つ

は厳密アプローチである．近似アプローチにおいて

は，例えばマルコフ連鎖モンテカルロ法によって所

望の値を定められた精度保証の下で高速に求めよう

とするJerrumの本[4]を参照のこと．その一方で，
厳密アプローチでは，厳密で正確な値に固執し，計

算時間を出来る限り削減するようとする．与えられ

た問題が＃Ｐ完全であるとき，アルゴリズムが多項

式時間で実行されることは期待できないので，準指

数時間アルゴリズムか，または，指数時間アルゴリ

ズムであるが，その底を出来る限り１に近くするこ

数え上げは組合せ論の基本であり，そのアルゴリ

ズム的側面も研究されて来ている．その周辺で最も

興味深い現象の１つに，グラフの全域木の数は多項

式時間で数えられる[5]のに対して,森の数え上げ

は平面的二部グラフにおいてさえも＃Ｐ完全である

[11]，ということが挙げられる.これら２つの数え上

げ問題はグラフ（あるいはマトロイド)のntte多項
式の計算という＿般的な枠組に当てはまり，この関

連によって，アルゴリズム的数え上げの分野は実り

ある進展を見せて来ている．
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とを目標とする．

本論は厳密アプローチを取る．まず，森の数え上げ

問題が正則グラフと弦グラフに対して＃Ｐ完全であ

ることを示式hその次に，この問題に対して,３正則

グラフにおけるＯ*(1.8494m)時間アルゴリズムと単

位区間グラフにおけるＯ*(1.9706m)時間アルゴリズ

ムを与える．ただし，ｍはグラフの辺数である．こ

れらのアルゴリズムがntte多項式の計算へ拡張で

きることも補足しておきたい．

準備本稿で扱うグラフは全て有限かつ無向である．

グラフＧ＝（ⅨＥ)に対して，頂点ＵｅｖのＧに

おける次数(degree）とは，Ｕに接続する辺の数であ

り，degG(1))と表記する．グラフがル正則(かregUlar）
であるとは，その各頂点の次数がAとなることであ

る．グラフが平面的(planar)であるとは，それが平

面上に辺交差なく描けることである．グラフが二部

(bipartite)であるとは，その頂点集合を２つの部分

に分割して，各辺が双方に端点を持つようにできる

ことである．

グラフＧ＝(ⅨＥ)の森(forest)とは，辺部分集合

ＦＥＥで，閉路を携えていないもののことである．

我々の目標は与えられたグラフの森の数を計算する

ことである．グラフのクラスをｒで表したとき，次

が考える問題のテンプレートである．

関連研究森の数え上げ問題（または，より一般的

にTutte多項式の計算)を厳密アプローチから研究し

た論文は幾つかあるずその基盤となるのは，Jaeger，

VertigaMzWelsh[6]による困難性の結果で，すな

わち，彼らはグラフの森の数え上げ問題が＃Ｐ完全

であることを示した．Vertigan＆Welsh[11]はグラ

フが平面的二部グラフに限られていてもこの問題が

#Ｐ完全であることを証明した．

厳密アルゴリズムの側からは，森の数え上げにつ

いて多くのことは知られていない.Andrzejak[1]と

Noble[7]は独立に木幅(tree-width)が定数のグラフ
における森の数え上げに対して多項式時間アルゴリ

ズムを与えた．著者の知るところでは，多項式時間

解法が知られている非自明な場合はこれだけである．

Gim6nez,H1inimy＆ＮＯｙ[3]はクリーク幅(cliqUe-

width)が定数のグラフに対する準指数時間(subex-

ponential)アルゴリズムを与え,Sekine,Imai＆ｎｍ

[8]は平面的グラフに対する準指数時間アルゴリズム

を与えた．クリーク幅が１のグラフ（すなわち，コ

グラフ）に対しても＃Ｐ完全性は未解決であること

を補足する．

近似アプローチから，森の数え上げ問題に対してい

わゆる完全多項式時間確率的近似スキーム(FPRAS）

が存在するかどうかは大きな未解決問題である[10]・

正則グラフにおける幾つかの数え上げ問題に対し

て，Vadhan[9]は補間法(interpolationtechnique）

とフィボナッチ法(Fibonaccitechnique)と呼ばれる

方法を用いて＃Ｐ完全性の結果を示した．これらの

技法は本稿でも暗に用いられている．正則グラフに

対する厳密アルゴリズムとしてはEppstein[2]の３

正則グラフにおけるハミルトン閉路の存在性，およ

び，数え上げ問題がある．彼のアルゴリズムはこれ

らの問題をそれぞれＯ*(2徳/3)およびＯ*(23"/8)とい
う計算量で解く．ただし，〃は与えられるグラフの

頂点数である．

問題：ｒ‐＃FORESTS

入力：グラフＧＥｒ；

出力：Ｇの森の数．

ある多項式p(､)に対して巾)＝Ｏ(9(､”(､))が

成り立つとき，巾)＝ｏ*(g(､))と書くことにする．

すなわち，Ｏ＊記法では多項式因子を無視するので

ある．

２計算困難性

この節では，困難性の結果に焦点を絞り，様々な

ｒに対して問題ｒ-＃FORESTSが＃Ｐ完全であるこ

とを証明する．

2.1有界次数グラフ

最大次数が３であるグラフ全体のクラスを３△と

表記し，平面的二部グラフ全体のクラスをＢＰと表

記する．また，最大次数が３である平面的二部グラ

フ全体のクラスを３△ＢＰと表記する．

定理2.1．問題３△BP-＃FORESTSは＃Ｐ完全であ

り，特に，３△‐＃FORESTSは＃Ｐ完全である．

この定理を証明するために,Vertigan＆Welsh[11］

によって＃Ｐ完全であることが証明されているBP-

#FORESTＳを用いる．まず，３△BP-＃FORESTSの

次のような変種が＃Ｐ完全であることを証明する．

問題：包含辺を持つ３△BP-7ILFORESTS

入力:最大次数が３の平面的二部グラフＧ＝

(V〉Ｅ)と辺部分集合ＳＥＥ；

出力：Ｇの森でＳを含むものの数．
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図１:頂点を道に置き換える(局所的な絵)．
図２：辺を道に置き換える．青い太線はＳに属する

補題2.2.包含辺を持つ3△BP-#FOREsTsは＃P完辺であり，Ｇ２においてそれらが皆長さ3の道に置き
全である． 換えられている．

証明．問題BP-＃FORESTSを包含辺を持つ３△BP-

#FORESTSに帰着する平面的二部グラフＧ＝(ⅨＥ）

がBP-＃FORESTＳに対する入力として与えられてい

るとする．グラフＧの平面埋め込みを固定する（こ

れは線形時間で得られる)．この埋め込みから，次の

ようにして別のグラフＧ'を得る．このとき，Ｇ'も

平面的二部グラフであり，更に，その最大次数は高々

3になる．まず，各頂点ｕＥＶを長さ２degG（２）)－２

の道Ｂに置き換え，その道は頂点Ｕを取り巻くか

のように埋め込む．頂点Ｕの各近傍は元の埋め込み

と同じ順序でＰｂの頂点と１つおきに結ばれる‘図

１を参照のこと．この操作をＧの全ての頂点に対し

て行ない，出来上がったグラフがＧ'である．このと

い，Ｇが平面的二部グラフだったので，Ｃｌもそうで

あり，Ｇ'の最大次数が高々３であることに注意する．

・条件ｅＥＳｎＦが成り立つときは，Ｒの辺全

てがＦ１に属する．～

ｏ条件ｅＥＳ（Ｆが成り立つときは，Ｒの少な

くとも１つの辺がＦ１の属する．

・条件ｅＥＳが成り立つときは，ｅがＨに属す

るとき，そのときに限り，ｅがＦに属する．・

グラフＧの各森ＦがＧ２の(222-1-1)|ｓｌＦＩ個の森の
像になっていることを確認できる．したがって,Ｇ２

の森の数は次の量に等しい．

Ｓ 

Ｅ(22`~]－１)lswl＝ＺＥ（22`-1-1)ｆ 
Ｆ ｆ=０Ｆ:ｌＳｌＦ|＝ｉ 

８． 

＝Ｅα職ｚｌ
ｊ＝Ｏ 

ただし，ｚ２＝２２２－１－１であり，QiIまＧの森Ｆで

lｓＩＦ|＝ｉを満たすものの数である．異なる全ての

ＭＥ｛1,…,ｓ＋1｝に対してzz≠ｚ2,であるので，

全ての２Ｅ｛1,…,ｓ＋1)に対してＧ２の森の数が分

かれば，そこからα0,...,α・を多項式時間で得るこ

とができる．グラフＧの森でＳを含むものの数がＱＯ

であるから，これで帰着が完了した．□

全てのＵＥＶに対するＢの辺の集合の合併をＳ

と置く．このとき，Ｇの森全体からＧ'の森でＳを

含むもの全体への自然な全単射が存在することが分

かり，よって，補題が証明された．□

定理２．１の証明．包含辺を持つ３△BP-＃FORESTS

を３△BP-＃FORESTSへ帰着する．最大次数が３の

平面的二部グラフＧ＝(ⅨＥ)とＳＣＥが与えられ

て，ｓ＝'８１とする．このとき，各’Ｅ{1,…,s＋1｝

に対して，Ｇの各辺ｅＥＳを長さ２２－１の道巳に置

き換えることで，グラフＧ２＝(1/１ｈ画)を構成する．

例を図２に挙げる．ただし，Ｇ１はＧと同型なので

注意する．、

パラメータ２Ｅ｛1,…,ｓ＋1｝を固定する．グラフ

G2の森全体からＧの森全体への写像を次のように

定義する．グラフＧ２の森ＦｉＥＥＣがＧの森ＦｃＥ

に写されるのは，次のとき，そしてそのときに限る．

2.2正則グラフ

記号ｈＲＥＧによってk正則グラフ全体の族を表し，

kREGPによってk正則平面的グラフ全体の族を表す

ことにする．

定理2.3．問題３REGP-＃FORESTSは＃Ｐ完全であ

る．

証明．定理の証明のために，問題3△BP-＃FORESTS

を３REGP-＃FORESTSに帰着する．最大次数３の平

－５９－ 

『４ ■￣￣■ 
P■ 

■｣ 

「￣￣■

０ 

■■ ■。ワ』■ワーー■■シーーヒ
｢■ 

！ 

● 

Ｉ 
● 》｝ ● 

■ 

｢■ ■ 

｣ 

■ 

ロ -－ 

■ 

● 



十 竃伝 ＞ 

１
１
 

／
、－．－－ －－ 

０ Ｇ２ 

杉>◎－ 
図４:長さ２の道で結ぶ．青い太線がＳに属する辺

である．
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補題2.6．除外辺を持つCHORDAL-7ILFORESTSは

図３:次数１と次数２の頂点にグラフを貼り付ける．＃ｐ完全である．

証明．帰着には，ｒ＃FORESTSが＃Ｐ完全であるよ

うな任意のグラフクラスｒを用いることができる．

例えば，ｒ＝ＢＰとする．与えられたグラフＧ＝

(ⅨＥ）Ｅｒに対して，弦グラフＧ'＝（v',Ｅ'）を

V'＝ⅨE'＝(:)とすることで構成する.すなわち，
G'はＶ上の完全ｸﾞﾗﾌである.ここで,Ｓ＝(:Ｍ
とすると，Ｇの森全体とＧ'の森でＳの辺をどれも

含まなし､もの全体の間に１対１対応が存在すること

が分かる．□

面的二部グラフＧ＝(区Ｅ)が3△BP-＃FORESTSの

入力として与えられている．一般性を失わずにＣに

は次数０の頂点がないと仮定できる．このとき，Ｇか

ら３正則グラフＧ'を次のように構成する．図３(上）

に示すように適当なグラフを次数１の各頂点に貼り

付け，図３(下)に示すように適当なグラフを次数２

の各頂点に貼り付ける．出来上がるグラフが３正則

であり，平面的であることが確認できる．グラフＧ

における次数１と次数２の頂点数をそれぞれ、,伽

で表すことにする．このとき，Ｇ'の森の数はＧの森

の数にcf1cE2を掛けたものに等しくなることが分か
る．ただし，Ｃｌ,C2はそれぞれＧの次数１，２の頂点

に貼り付けたグラフの森の数である．これで帰着が

完了した．□

定理２．５の証明．この証明では，先ほどと同様に，

除外辺を持つCHORDAL-＃FORESTSをCHORDAL-

#FORESTSに帰着する．弦グラフＧ＝(ⅨＥ)とＳＥ

Ｅが与えられていて,ｓ＝lslとし,各２Ｅ{0,…,s｝

に対して各ｅＥＳの両端点を並列に長さ２の２個の

道で結んでできたグラフをＧ２＝(Ⅵ,画)とする．例

を図４に示した．ただし，ＣＯはＧと同形であるの

で注意する．、

パラメータ２ｅ{0,…,s}を固定して,ｅの両端点へ

新たに付け加えたＧ`の道の辺集合を巴,曙,…,曙
と表記する．このとき，Ｇ２の森全体からＧの森全

体への写像を次のように定義する．グラフＧ２の森

FlEE2がグラフＧの森ＦＥＥへ写されるのは次

のとき，そのときに限る．

同様に，次を示すこともできる(詳細は省略する)．

定理2.4．各ｈ＞３に対して，hREG-＃FORESTSは

#Ｐ完全である．

2.3弦グラフ

グラフが弦グラフ(chordalgraph)であるとは,そ

の誘導閉路の長さがどれも３であることである．弦

グラフ全体のクラスをCHORDALで表す．

定理2.5．問題CHORDAL-＃FORESTSは＃Ｐ完全

である．

定理２．５を証明するために，次のような変種を用

いる．

・条件ｅＥＳｎＦが成り立つときには，Ｈが

曙,…,唾の中の１つを含む．

・条件ｅｅＳ）Ｆが成り立つときには，Ｈが

曙,…,曙の辺をどれも含まない．

Ｏ条件ｅＥＳが成り立つときには，ｅがＥ２に属

するとき，そのときに限り，ｅはＦに属する．

問題:除外辺を持つCHORDAL-7ILFORESTS

入力:弦グラフＧ＝(V>Ｅ)と，辺部分集合

ＳＣＥ； 

出力：Ｇの森で，Ｓの辺をどれも含まない

ものの数．

このとき，グラフＧのそれぞれの森ＦはグラフＧ２

の(32＋232-1)|snFl321slF１個の森の像になっている．
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4．頂点Ｕに接続する全ての辺がＦに含まれる．したがって，Ｇ２の森の数は次の量に等しい.
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ただし，虹２＝’＋2/３であり，α`はＧの森Ｆで

ｌｓｎＦｌ＝ｉを満たすものの数である．異なる全ての

ＭＥ｛0,…,s}に対してz2≠、`'となるので，全

ての(Ｅ{0,…,s}に対してＧ２の森の数が分かれば，
αo,…,ａｓを多項式時間で計算できる．ここで，ｑｏは

Ｇの森でＳの辺をどれも含まないものの数であるの

で，帰着が完了する．□

この分割スキームによって，探索木に基づくアルゴ

リズムを与えることができる．集合Ｉの全ての頂点

に対して探索し終わると，Ｇの辺の3"/4個以上に

触ったことになる．よって，Ｇにおいてまだ触れられ

ていない辺の数は高々ｍ－３ｎ/4＝ｍ－ｍ/2＝ｍ/２

である．すなわち，探索木の葉にあるインスタンス

には辺が高々、/2個しかないので，それらのインス

タンスは自明なアルゴリズムによって，Ｏ*(2m/2)時
間で解くことができる．

では，分割スキームをより詳細に記述してみる．集

合Ｉの頂点ｕに接続する辺elle21e3に対して，Ｓ＝

{e1,e2,e3｝とする．各部分集合Ｓ'ＥＳに対して，ア

ルゴリズムはＧの森で，ｓ'を含み，ｓＷのどの辺

も含まないものの数を計算する．そのような森の数

はＧにおいてＳ'を縮約し，ＳｌＳ'を除去したものの

森の数と等しい．ここで，’８''三’のとき，縮約.除

去によって出来るグラフは(孤立点の存在を除いて）

同一であることが重要なので，注意したい．したがっ

て’１の各頂点に対する部分問題の数は高々５であり，

そのそれぞれに対して，辺数は３だけ減る．

これによって，次の計算量評価が得られる．入力

グラフＧの辺数がｍのとき，上のアルゴリズムが

作る探索木のノード数の最大値とすると，Ｔ(、)≦

O*(5ｎ/4×2m/2)＝Ｏ*(5m/6×2Ｍ)＝Ｏ*(1.8494m） 
となる.部分問題を作るためにかかる時間は多項式

で抑えられるので，次の定理が得られる．

３厳密アルゴリズム

本節では，森の数え上げ問題に対する高速(指数

時間）アルゴリズムの設計に焦点を絞る．自明なア

ルゴリズムの計算量はＯ*(2m)であるので，目標は

この上界を打ち破ることである．本節を通じて，与

えられたグラフの辺数を、と表記する．

3.1正則グラフ

問題3REＧ＃FORESTＳ(すなわち，３正則グラフ

の森の数え上げ問題）に対するアルゴリズムから始

める．計算量はＯ*(1.8494m)である．

与えられた頂点数〃の３正則グラフをＧとする．

まず，Ｇの任意の極大独立集合Ｉを取ってくる．こ

のとき，Ｉの頂点数が、/4以上であることはすぐに

分かる1．集合Ｉの頂点Ｕに接続する辺はちょうど３

個であるので，例えば，ｅ1,e21e3と表記しよう・グ

ラフＧの森Ｆを固定したとき，次の４つの条件の中

のちょうど１つが成り立つ．

１．頂点Ｕに接続するどの辺もＦに含まれない．

２辺ｅｌ,e21e3の中のちょうど１つがＦに含まれ

る．

３～辺ｅ1,e2,ｅ３の中のちょうど２つがＦに含まれ

る．

定理3.1.問題3REG-＃FORESTSはＯ*(1.8494m)時
間で解ける．

同様に，ｈ正則グラフに対しても次の定理が得ら

れる．詳細は省略する．

定理3.2．任意のA＞２に対して，数え上げ問題

kREG-＃FORESTSはＯ*((2ｋ一k)可震772m-飴)時
間で解ける．

問題2REG-＃FORESTSは(上のアルゴリズムとは

違う方法を用いて）多項式時間で解くことができる
ので，補足する．最大次数が高々kのグラフに対して

同じアルゴリズムが働き，計算量も同じである．

3.2単位区間グラフ

定理２．５では，弦グラフの森の数え上げが＃Ｐ完

全であることを証明した．この節の主目的は弦グラ’より一般的に，頂点数冗のﾊﾛ正則グラフの極大独立集合の頂
点数は、/(ＩＣ＋1)以上である．
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ようにして，頂点集合Ｖの分割{C,,…,ｑ}が得ら

れ，これをＧの(Ｚに関する）クリーク分割(clique

partition）と呼ぶことにする．これは次の２つの性

質を満たす．

Jｉ 

一一・．』》（）

－．．」西二一

、
1５ 

叱

恥
吟

1.各ｊｅ（1,…,片}に対して，集合ＱはＧのク

リークである．
1９ 

２.各i,ｊＥ｛1,…,ｈ｝に対して(i＜ｊ)，Ｑと

Ｃｊの間に辺が存在するとき，そのときに限り，

’＝ｊ＋１である．

単位区間グラフＧのＺに関するクリーク分割は一意

であり'線形時間で得られることを補足する．図５

では得られるクリーク分割が網掛けで示してある．

辺ｅＥＥが非中間辺(noLbridgmgedge)である

とは，ｅがあるＧの２頂点を結ぶことである．そ

うでないときには，ｅを中間辺(bridgingedge）と呼

ぶ．構成法とＧが２連結であるという仮定より，各

ｉＥ｛1,…,k－１）に対してlOdlz3であり，また，

lCklz2となる．次の補題はアルゴリズム解析にお
いて重要である．

補題3.3．上記の仮定の下で，Ｇの中間辺の数は高々

2ｍ/3である．ただし，ｍはＧの辺数である．

証明．．まずルー１のとき，中間辺は存在しないの

で，補題は成立する．

一般の場合の考察を理解しやすくするために，ルー

２の場合を考える．集合Ｃｆの要素数を〃iとするこ

のとき，中間辺の数が(切十(蜜)に中間辺の数を足
したものの2/3倍になることを示すわけである．構

成法より中間辺の数は高々(､1-1)､2であり，よっ

て，示せばよいことは

Ｕ 

図５:単位区間グラフの例．区間は縦にずらして描い

てあり，区間既に対応する頂点がUdである．網掛け

がクリーク分割を表している．

フに対する高速アルゴリズムを与えることであるべ

きだが，まだ上手な解法が見つかっていない．その

ため，ここでは弦グラフの特殊な場合である単位区

間グラフを取り扱うことにする．

グラフＧ＝(ＶｉＥ)が単位区間グラフ(unitinterval

graph）であるとは，数直線上の単位閉区間の集合

Ｚ＝{11,...,Jh｝とある全単射砂:Ｖ→Ｚが存在し

て，｛Ｍ}ＥＥであるとき，そのときに限り，妙(u)ｎ

妙(U)≠０となることである．単位区間グラフＧの
定義にある単位区間の集合ＺはＧの単位区間表現

(umtintervalrepresentation)と呼ばれる．例を図５
に示す．与えられたグラフが単位区間グラフかどう

か判定し，そして，そうであるならば，その単位区

間表現を１つ生成する多項式時間アルゴリズムが存

在する．よって，ここでの目的のためには，単位区

間グラフがその単位区間表現Ｚとともに与えられる

と仮定してよい．単位区間グラフが弦グラフになる

ことも容易に分かる．

単位区間グラフＧ＝(ⅨＥ）とその単位区間表現

z，および，対応する全単射沙が与えられている．ま

ず，Ｇは２連結であると仮定できる．というのは，グ

ラフの森の数はその全ての２連結成分の森の数の積

となるからである．このとき，次の前処理を行なう．

まず，Ｚにおいて最も左にある区間Iiを見て，Ｉ,と

交わるＺの区間を全て集める．グラフＧの頂点で，

今集められた区間に対応すろもの全体をｑと表記す

る．ここで，集めた区間をＺから取り除き，残りのＺ

において最も左にある区間必を探す．集めた区間に

対応するＧの頂点全体をＣ２とする．そして，集め

た区間をＺから取り除き，同様に進めていく．この

(",－１)､2≦〃,(〃,－１)＋"2(〃2-1）

である．この不等式は常に成り立つので，この場合

の証明は終了する．

一般のAに対して,中間辺の数は高々Ｚ目("ボー
')川'であり，非中間辺の数はちょうどＺ是,(客）
である．上で見たルー２の場合と同じ論法によって，

ｌｂ－１ ｋ 

Ｚ(､ボー')"‘+』ニエ"i("`－１）
ｆ＝１ カー１

を示せ}ま十分であることが分かる．これを証明する

ためには，全てのｚ,ZﾉＥＲに対してｚ２＋Zﾉ２ｚ２ｚｙ
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が成り立ち，全ての⑳＞２に対して２，２/２－ｍ三０が

成り立つことを用いる．このときｊ

ｌＢ 

Ｅ"(〃'-1）
ｊ＝１ 

ル ｌＢ 

＝ｚ､！－Ｚｎ‘ 
ｉ＝１ゴー１

k-１ 

＝Ｚ(凧:/2+伽急,/2)＋､f/2+":/２
ｉ＝１ 

ｋ 

Ｔ－Ｚ"‘ 
。＝１

ｋ－１ ｋ 

ｚＺ帆+』＋〃f/2+":/2-,,-工施ﾀ
ｾｰ１ ｉ＝２ 

ルー１ｋ

ｚＺ…+1-1コ"‘
．。＝１ ｉ＝２ 

ｋ-１ k－１ 

＝Ｅ…+l-Eni+， 
ｉ＝１ ｉ＝１ 

ルー１

＝Ｚ"i+,("`－'） 
ボー１

力:成り立ち，補題の証明が終わる．□

分かる．よって，ｎｚ８に対してｆ(､)≦１．９を示せ

ば十分である．

また便宜上，z＝(3)と置く．条件ｎｚ８より，

z>28が成り立つこのとき,，に)＝(E禽(;))'ノユ
と置くと,z＝(3)とした場合f(")＝g(z)が成り立
つ.有名な上界Ｅ是b(1)≦(eα/b)bを用いると

ルト(菫C))〃
≦((鳧)〃)い
‐(衾句"■

が得られる．ただし，ｅは自然対数の底である.こ

の最後の式をｈ(z)と置くと，｢ｚｚｚ'ｚ28に対して

h(z')ｚｈ(z)」という単調非増加性が成り立つ.した

がって，岬)≦ｈに)ニハ(28)＜1.9が得られて，証

明が完了する．□

補題３．４を示したので，計算量の上界を次のよう

に算出できる．グラフＧ'の辺数を、'とすると，こ
？， 

れはＧの中間辺の数と同じである．よって，補題3.3

より、'三2ｍ/3が成立し，実行時間は高々グラフＧのクリーク分割{0,,…,ＯＡ}が与えられ

ているので，全てのｊＥ｛1,…,片}に対してＱが誘

導するＧの部分グラフＧ[Ｑ]の森を全て列挙する・
各Ｃｆの各森風に対して，Ｆ１,…,瓜の各連結成分

を縮約したグラフをＧ'として，Ｇ'の上で自明なア

ルゴリズムを動かす．これが提案するアルゴリズム

である．正当性は森の数(あるいは，Ihtte多項式）
の縮約除去公式から従う．

ｸﾞﾗﾌG[Q]における森の数は高々E筒Ⅲ((『)）
である．よって，自明なアルゴリズムの実行回数は

高々Ⅸ,E筒』((?))である次の補題がこの量の
上界を与える．

鱒((;)ﾙＭ

=二(言((;'))州/･'１

≦二に(';))汀,
×Ｏ*(2m'） 

≦(71/3)Ｅ是'(，？)Ｏ*(2m'）

=(71/3)m-mb*(2ml） 

≦Ｏ準(7m/922m/3)＝Ｏ*(1.9706m）

補題3.4．任意のｎｚ３に対して，

（三(';'))v'1'鬘術Ⅵ となり，結論として次の定理が得られろ．

が成り立つ．
定理3.5．単位区間グラフの森の数をＯ*(L9706m）
時間で計算できる．証明．便宜上，補題にある式の左辺をノ("）と置く．

直接計算することで，/(3)＝７１/3＞1.9130,/(4)＝

421/６＜1.8644,ノ(5)＝3861/'ｏ＜1.8141,/(6)＝
132121/'５＜18825,ノ(7)＝821601/21＜1.7141が
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も高速なアルゴリズムを設計できておらず，そのよ

うなアルゴリズムを得ることは挑戦である．

一般に，グラフクラスにおける数え上げ問題は(近
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リズム理論や計算量理論の観点からほとんど研究さ

れておらず，興味深い問題が多く残っている．更な

る研究が望まれる． tationalcomplexityoftheTutteplane：the 

bipartitecaseCombinatorics,Probabilityand 

参考文献 Computingl(1992)181-187. 

[1]Ａ・Andrzejak・AnalgorithmfbrtheTuttepoly‐

nomialsofgraphsofboundedtreewidthDis‐ 

creteMathematicsl90(1998)39-54． 

[2]Ｄ・EppsteinThetravelingsalesmanproblem

fbrcubicgraphs・Proc、８thWADaLecture

NotesinComputerScience2748(2003)３０７－ 

318． 

[3]０.Gim6nez,PHlineny,andM､NoyComput‐ 

ingtheTuttepolynomialongraphsofbounded 

chque-widthProc､３１ｓｔＷＧ,LectureNotesin 

ComputerScience3787(2005)59-68． 

[4]MJerrUmCounting,Samplingandlntegrat‐ 

ing：AlgorithmsandComplexity・BirkMuser，

Base1,2003． 

[5]GKirChhoff,UberdieAuH6sungderGleich‐ 

ungen，aufwelchemanbeiderUntersuchung 

derlinearenVerteilungGalvanischeStr6me 

gefUhrtwirdAnnalenPhysｉｋＣｈｅｍｉｅ７２ 

（1847)497-508． 

[6]FJaeger,DLVertiganandD,JAWelsh,On 

thecomputationalcomplexityoftheJonesand 

nttepolynomials・Math、Proc・ＣａｍｂＰｈｉｌ

ＳｏｃｌＯ８(1990)３５－５３． 

－６４－ 


