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概要

線形論理は Gir=dに よって提唱された論理である。この論理では論理式の個数に意味があ

り,述語を用いなくてもある程度の数量概念を表すことができる。この論理の上での帰納推論

では,消費関係などに関する規則を見つけ出すことができる。本稿では線形論理式によつて表

現された知識を用いての帰納推論について述べる.

1 はじめに 線形論理を用いて帰納推論を行なうことにより,

消費関係や経過を表す規則を推測することができ

る◆線形論理は Girard[llに よつて提唱された豊か

な表現力を持つ論理である。この論理では論理式

の個数に意味があり,述語を用いなくてもある程

度の数量概念を表すことができる.

帰納推論は仮説を導き出す操作である.仮説と

与えられた背景知識は,与えられた事例を説明し

なければならない.事例は正事例と負事例に分け

られる.正事例は,背景知識と仮説から導かれる事

例を表したものである.負事例は,背景知識と仮説

から導かれない事例を表したものであり,それは

背景知識と仮説に対して矛盾してはいけない.

帰納推論の目的は,与えられた正事例すべてを

説明できるくらい一般的で,負事例によつて矛盾

を生じない仮説を求めることである.

帰納推論における一般化の操作は,演繹推論の

操作の逆操作であると考えることができる。これ

は演繹によって,背景知識と仮説から正事例を導

き出すことができるからである.例えば,帰納論
理プログラミング (ILP)の分野では,融合法の一

つから二つのステップを反転した操作が用いられ

る [3].本稿では,正事例に対する帰納推論の操作

をいくつか紹介するが,これらは後件を前件に変

換するものである.

Induction in Linear Logic, Fumihiko Yarnaguchi

and Masakazu Nakanishi, Department of Computer
Science, Keio University

2 線形論理
線形論理は,推論規則の適用による部分式の個

数の変化を論理演算子によつて制御している.最

も典型的な例として,従来の論理で認められてきた

weakeningと cOntractiOnの規則がある。weaken―

ing規則は,仮定を増やしてもよいことを表す。

△―→
「

ム△→F(Weahning)

contraction規 則は,同じ仮定であれば,削除して

も良いことを表す .

AA△ ―→
「

i言丁 (C°ntraCti° n)
これらの規則は,線形論理において,演算子 !のつ

いた論理式に対してのみ適用可能である。同様に,

右辺への weakningと contrЖtionは 演算子 ?

のついた論理式に対してのみ可能となる。

線形論理は,以下のような式生成規則と,推論規

則によつて定義される.

定義 2.1線形論理式

Fを すべての線形論理式の集合とする。Fは以下
のように定義される.
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・ 命題 P∈ F
・ 命題定数 丁,1,上,0∈ F.

●X∈ Fであるとき !X,?X,X上 ∈F.
●X,y∈ Fで あるとき XΘ y,Xη y,
X―Oy,X① y,X&y∈ F.

以下では,英字の大文字 ム B,‥・は線形論理式

を表しっギリシャ文字の大文字
「 ,△ ,…

は線形論

理式を要素とする有限な多重集合を表すとする.ま

た,論理演算子の結合の順序を表すために括弧を

用いる.

定義 2.2証明木

「
卜△ を Fを前件,△ を後件とするシーケントと
呼ぶ。
「
が多重集合 {Xl,X2,~X繊 であり,△

が多重集合{4,め,…埓轟であるとき,シーケン
ト
「
卜△は以下の式と同じ意味を持つ.

XlΘ χ2③ °・・ΘX■ ‐く)h ηi拗β・・・η ym

「
,ス は線形論理式 スを少なくとも一つ含む多

重集合を表すとする。線形論理は,図 1に示され
るような始式と推論規則によって定義される.

シーケント
「
卜△の両辺がそれぞれ 1個の要素

からなる場合を考える.シ ーケントが証明可能で

あるときのみ ストBと 書くことにすると,卜 を2項
関係であると考えることができる。2項関係 卜は,
始式 D卜 Dから分かるように反射的であり,カ ッ
ト則から分かるように推移的である.ま た x=y
を x卜 yかつ y卜 xであることと定義すると,ト
は F上の半順序関係となるeX卜 yであるとき
Xが yよ り小さいと呼ぶことにすると,0と 丁は
それぞれ Fの最小元と最大元である.

定理 2。 1

X&yは Xと yの最大下界である .
[証明l

l.χ &yが Xと yの下界であること

X卜 χ   y卜 y

.χ &y卜 χ  X&y卜 y

2。 Zが Xと yの下界であるとき χ &yが Z
よりも大きいこと

Z卜 X  Z卜 y

□

同様に,Xと yの最小上界を ① を用いて得る
ことができる。これらの論理演算子 &と ①は交
換則と結合則,吸収則を満たす。したがって,Fは
完備東である。

線形論理が,推論規則の適用による部分式の個

数の変化を論理演算子によって制御している例と

して,(③ 右)規則と (&右)を挙げる。

「
卜△,ス   Π卜A,3´ ,.

1軽

'4口
,

「
,Π卜△,Aμ ΘB 

｀

この規則を下から上に読むと,ス ΘBか成立する
ことを証明するために,他の式をスが成立するこ

とを示すための集合
「 ,△
とBが成立することを

示すための集合 Π,Aに分ける.論理式が何か資
源を表していると考えると,ス ΘBは ス と Bの
両方を同時に成立させるに必要充分な資源がある

ことを表す.例えば,命題 Dが 1ド ル持っている
ことを表し,θ がコーヒー 1杯が買えることを表

すとする。
'卜
σによって,1ド ルでコーヒー 1杯

が買えることを表すとすると,2ド ルでコーヒー 2

杯を買えることは以下のように示すことができる.

D卜 σ  D卜θ

IL D卜 σ③θ

一方,&は ス も Bも どちらも成立し得るが,それ
らは同時には成立しないことを表す.

「
卜Δ,A  F卜 △,3′ ^_、

1趣54口 ,

「
卜△,ス &B  

~`~″

ス&Bが 成立するとき,その他の資源は ■を成立
させるのに必要充分であり,3を 成立させるにも
必要充分であるが,両方が必ずしも同時には成立

しないことを表す。例えば,命題 Pがパン 1斤を
買えることを表すとし,パ ン 1斤も 1ド ルだとす
ると,1ド ル持っているとき,パンでもコーヒーで

も買うことができることは以下のように示される.

D卜σ  D卜 P

D卜σ&P
この場合パンとコーヒーの両方を (1ド ルで)買 う

ことはできないので,&が使われる.
Θは乗法的 andと 呼ばれ,&は加法的 andと
呼ばれる.
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始式

1.D卜 D
2.「 ,0卜 Δ

3。

「
卜下,Σ

4.⊥ ト

5。 卜1

推論規則

「
卜△,D D,Π 卜A

「
,Π 卜△,A

「
卜△sD

/上 七 ヽ

西下百
ヽ圧ノ

D.「 卜A
r上 ・た ヽ

「戸i=DI、
 ′EIIノ

AB.「 卜△
一―一一一――(③ 左 )
五Θ B,「 卜△

｀ 「
卜△」   Π卜A.B

r⌒ ‐量
=r、1マツ `任コ′

「
,Π 卜△,Aμ Θ B 

｀

A「 卜△  Bo Π卜A
一

二

一 一 一 一 一

二

― 一 一 fη 左 )

スηB,「 ,Π 卜△,A 
｀

「
卜△QAB___二 上_fη 右 )

「
卜△,ス ηB｀

ム
「
卜△  ′_」_、  3,「 卜△  ´ .ヽ
(&圧 )    fル 芹ヽ

五&B,「 卜△
~`~′
ス&B,F卜 Δ

~`″~′ 「
卜Δ.ス   F卜 △。B

′o_ =量
=「
ヽ

lα;`口 ′

「
卜△,■ &B  

~`~′

ム
「
卜△  B,F卜 △

「
卜△.ス       F卜 △.B

一

一

二

一 ― (① 右 )一

一

二

一 ― fo右 )

「
卜△,■ oB｀

 ′
F卜 △,■ OB｀

A,rFA,B (- 6)
rFA, A< B

(カ ツト)

αは
「
と△ 中に自由な出現をしない

(① 左 )
五① B,「 卜△

B,「 卜△ Π卜A,■

五 -03,「 ,Π 卜△,A
(―
o左

)

「
卜△      !A!AF卜 △

′: ・h白  `               ′0 ↓E金｀

西 百【
「

編ノ ~T瓦下百五丁`
:ほ′
A「 卜△

′o‐とfヽ

西T百
:ヽ圧ノ

!「 卜?Σ ,■ ._.   F卜 Δ

!「TTΣ ,!万
(!石) 
百丁百西
(1左 ) 「

卜△
“____…………rl 女、

「
卜△,上

~ヽ′ Hノ

「
卜△,■ ′A_、  FIt/π l,F卜 △ ′… _、―一―…………〔了石〕       〔V左〕

「
卜△,?五

｀
。
′
  ∀πF,F卜 △ 

｀

「
卜△,F!αルl′__、

lVを l)

「
卜△,∀"F 

｀

「
卜△
――――― (?増 )

「
卜△,?■

｀

F[α/πl,「卜△′¬_、
1コ 4EJ

∃Ett「 卜△ ｀

αは
「
と△中に自由な出現をしない

「
卜Δs?ス .?A
………………1___二“…… r?据じ、

「
卜△,?ス  

・ヽ 1映ノ

ス.!「 卜?Σ
―一―一― (?左 )
?■ ,!「 卜?Σ

｀

「
卜△,Fitルl′__、

{」 准i)

「
卜Δ,∃EF 

｀
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図 1:線形論理のシーケント計算



3 帰納推論

帰納推論は与えられた事例を説明する仮説を導

き出す操作である.

Θは同時性を,→ は消費関係や経過を表すので,

3は背景知識というより初期状態,E十 は正事例
もしくは遷移可能な状態,E― は負事例もしくは遷

移不能な状態を表すと考えることができる。帰納

推論は遷移規則を仮説として生成する.

定義 3.1帰納推論
χ卜yは Xが yを意味的に合意することを
表す.3が背景知識を表し,Eす (1≦ づ≦η)と
E「 (1≦ J≦ m)がそれぞれ正事例と負事例を表
すとする.これらは以下の条件を満たさなければ

ならない。

ルra蘭 ,3卜 Eす
■ra町 ,3③ E「 卜上

線形論理式 Iが以下の条件を満たすとき,Iは
3と Eす ,・・0,E才 ,E「 ,・・・,E品 の帰納的帰結であ
るという.

ルraれ ,3③ ∬トイ
ルra町 ,3Θ IOE「 卜⊥

帰納推論は,背景知識と事例から,それらの帰納的

帰結を導き出す操作である.

記号処理的な観点から,2項関係 卜を卜に置き

換えて考える。

正事例は仮説を一般化し,負事例は正事例によ

る一般化の操作を抑制する.

4 正事例が一個与えられた場合
まず,正事例が一つ与えられた場合について述
べる.

定理 4。 1

E+を正事例とする.∬ 卜B→ E+が成り立つこ
とと ∬ が E十 と Bの帰納的帰結であることは
同値である.

[証明l

″卜B―oE+の とき BΘ
「

卜E+であること

E+卜 E+  B卜 B

HIB<E+ B<E*,gts8+
B,HI E+

B③ “日
'卜 E+

BΘ ″卜E+の とき∬卜B―。E+であること

″卜I  B卜 B

B,HtsB@H B8 HtsE+

B,HI E+

∬ 卜B―。E+

BoI卜 Eを満たすような線形論理式 Eを BΘ
Iからつくり出す操作は演繹推論である。したがっ
て,帰納推論は演繹推論の逆操作であると考える

ことができる.

定義 4。 1帰納関係 ～
y卜 Xであるときそのときのみ Xへヵyと 書く

この関係 ～ を操作であると考える.背景知識
3と 正事例 E+の帰納的帰結を B―oE+か らこ
の操作を繰り返し適用することで,それらの帰納

的帰結を得ることができる。

定理 4。 2

関係 ～)は推移的である.

I証明〕
卜が推移的であるので自明 □

16

0ト スは始式
「
,0卜 △ であるから,任意の線形

論理式 スに対して,■ -0で ある。したがつて,
0は任意の正事例と背景知識の帰納的帰結である。

しかし,こ の帰結は与えられた状態を何も説明し

ないので無意味である。また,■ ′,ス であるから,
3-oE+は正事例 E+と 背景知識 Bの帰納的帰
結である。

4.1 冗長さを取り除く推論

χく)Xが表すような知識はある意味で冗長で

ある。Xが一つ与えられたとき,こ の知識からは
同じものが生み出され得ることが分かる。
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補題 4.1

X→ X-1

[証明〕
χ 卜X

卜X―。X

1卜 X―。X

したがって,操作 ― を用いて χ・“
Xを 1に

書き換えることができる.こ の規則のよリー般的

な形として以下のものが考えられる.

定理 4。 3

(yOX)一。(7Θ X)‐ y―。″・

[証明]

X卜 X  Ⅵ/卜 ″
y卜 y】 亀7卜 7Θ X

ス】亀yコ07卜 1〃 ΘX
yOX,y_。 W卜 И/Θ .χ

.

y―。И/卜 (yOX)―。(И/Θ χ )
□

補題 4。 1は定理 4。3において yと l〃
'が
どちらも

1である場合を表している.

上記の操作は,yを消費して ″ を得ることが
できるとき,それらと同時に存在して

yが 7に
変わる間に変化しないもの Xを 取り除くという
一般化である。もちろん,上記の操作によつて仮説

を一般化し過ぎる場合も考えられる。

例 4.1

■ とBは触媒 σがあれば化合して,Dを得るこ
とができる。σ は触媒なので Dを 得ても残って
いる.

初期状態 五③B
正事例  σ

“
)D③ σ

σがなければ,Dを得ることができないe

負事例 D上

このとき,この状況を説明できる仮説

「

の満たす

べき条件は以下のようになる.

正事例から得られる条件は

「

卜(■ ③3)一。(σ -01D O σ))

と同値であり,

(■ Θ3)一。(σ→ (DΘ σ))

=(■ 03③ σ)→(D③ σ)

であるので,結局 これらの条件はそれぞれ次のも

のと同値である.

ΘB③ σ)→(DOσ)
③ 3)‐OD

この場合,(■ oB③ σ)・→(D③ σ)に冗長さを取
り除く一般化を施すと (■ o3)→ Dと なり,負事
例によつて与えられる 仮説が満たすべき条件 が

成り立たなくなることが分かる。

4。2 規則を分割する推論

複数のものを消費することで (別の)複数のもの

が得られるということを,よ り小さい単位の消費

関係の集まりで一般化することができる.例えば,

2ド ル払う(消費する)こ とでコーヒ… 2杯を得る

ことができるという消費関係は,1ド ル払う(消費

する)こ とでコーヒー 1杯を得るという消費関係

が二つあることで表せるかも知れない。

定理 4。 4

(χ ③
y)→ (ZΘ ″ )0(X→ Z)③ (y→ ″ )

[証明〕

Z卜 Z  lγ 卜″

y卜 y Z,フアトZ③ И/

χ卜X4Z,y―。″卜Z③ ″
X,4X―。Z,y-0″ 卜Z③ l〃

P

X③ 工X―。Z,y-07卜 ZΘ l〃

X―。Z,y―。″ 卜(X③ y)-0(Z③ Ⅵ/)

(X―。Z)③ (y―。Ⅵ/)卜 (χ ③
y)一。(Z③ И/)

ス

Ａ

卜

″声

″

∬

ｒ
ｉ
く
ｉ
ｔ

r
i

く

t
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lΘ 五=五 であるので,Xや ″ を 1と する特殊
な場合を考えることもできる.この規則によって

非常に多くの一般化の仕方が考えられる。例えば

以下のような式にこの規則を 1回適用して得られ

る一般化は,2・ +m~1通り考えることができる.

(■ lΘ ■2Θ … ③ス■)=D(B1032Θ … Θ Bm)

4。3 帰納推論規則の部分式への適用

以下の定理は,操作～ を線形論理式のいくつか

の部分式に適用できることを表す.

定理 4.5

■へ→五′であるとき,ス③X～)ス′Θx,■ 7χ ′サ
五′ηX,■ OX´弩 五′①X,■ &X～ )ス′&X,
X-0■ へ→X―。■′,!ス ヘ」五′かつ?ス ～)?五′.

[証明l

ス
′
卜■  .χ 卜x  五′卜■  .χ 卜x

A',xlAgx A'?gxlA,x

定理 4。6

Aを 有限個の スが Θ または &で結合された
論理式であるとする.こ のとき A～И .

[証明]

スヘヵ!ス
スト■

!スト■

(!■ )Θ A′ ～ !ス if A′ ～)!五

!ス ト!五   !ス トA′

!ム !スト(И)oA′

!ス ト(И)oA′

(И)&A′ ～ !ス if A′ ～)!五

!ス ト!ス   !ス トA′

!スト|■)&A′

さらに И ～И であるから定理 4。5か らA～И
であることが分かる            □

例 4。 2

Dを 1ド ル持っていることを表す命題とし,σ
をコーヒー 1杯持っていることを表す命題とする.

初期状態として,「 3ド ル持つている」が与えられ

たとする.この状態から,「 コーヒー 2杯と 1ド
ル持つている」という状態に遷移可能であるとし

たとき,コ ーヒーの値段に関する規則を以下のよ

うに推測することができる.

B=DODOD
E+ = σ③σOD

B―。E+
=(DODOD)― 。(σ ③σoD)

まず,「 3ド ル消費することで,コ ーヒー 2杯と 1
ドルを得る」という知識が得られる.これは,3と
E+か ら何の一般化もせずに得られる知識である.

(DODOD)‐0(σ ΘσΘD)
― (D③ D)一o(σ Θσ)

4.1節で紹介された一般化によつて,「 2ド ル消費
することで,コーヒー2杯を得ることができる」と
いう知識が得られる.さ らに,4。2で紹介された方
法を用いて,以下のように一般化する。

(DOD)―。(σ ③σ)
― (D―。σ)③ (D-Oσ )
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五
′
③スト五ΘX

五
′
卜五

五
′
ηスト■巧Lχ

'

X卜 χ

五
′
卜■ ① X   X卜 ■ ① χ

ス
′
①χ 卜■Oχ

五
′
卜五     X卜 x

A'kxl- A A'kxts x

五
′
卜五

五
′&X卜 ■&χ
X卜 χ   五′トス ス

′
卜五

】亀X―。■
′卜■   !五′卜五  五′卜?ス

X―。■′卜X―o■   !五′卜!五   ?■′卜?ス

4。4 表現を簡単にする一般化

複雑な形の論理式で与えられる知識を,よ り簡

単な式に一般化することができる。特に !ス は o

個以上のスが ③で結ばれた形の式の一般化であ

るので,式を簡単にする一般化を 同時に知識の個

数 (証明中で使える回数)に関する一般化とするこ

とができる.また,後述の複数の正事例に対する帰

納推論によって &演算子が導入されるが,&演算
子を含む式の一般化も同様に行なうことができる.
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こうして,1ド ル消費することでコーヒー 1杯を

得るという消費関係 (操作)を ちょうど2回だけ使

えるという仮説を得た.さ らに,4。 4節で紹介した

規則により2回を 0回以上に一般化することがで

きる。

(D―。σ)③ (D→σ)
～ !(D―。σ)

こうして「1ド ル消費することでコーヒー 1杯を得

ることができる」という知識を得ることができる.

例 4.2は ,意図した知識が与えられた正事例を

一般化していくことによつて得られることの一例

である。

4.5 述語の扱い

線形論理において述語の扱いは従来の論理にお

けるものと変わらない.本節では述語を扱うこと
を考える.

4.1節で紹介された帰納推論操作に対しては,単
一化をすることで述語を扱うことができるように

する。融合原理で用いられるように,リ テラルX(ι )
とその補リテラル X(2)⊥ は単一化代入 It/π ]と一

緒に見つけられる。

定理 4.8

7it/21-Vπ・y

[証明〕
vlt I xlt vlt lrl
Vx.V tV[tl"l

□

この操作には,従来の論理と同様に最小一般化の

操作を用いることができる.

例 4。3

背景知識として「Tweetyは 鳥である」が与えら

れているとし,正事例として「Tweetyは 翼を持っ

ている」が与えられたとする.

B = Bird(TWeety)
E+ = HaSWingS(TWeety)

このとき,以下のような一般化が行なわれる.

B―oE+

==  Bird(TWeety)一 。HaSWingS(TWeety)

～〉 ∀飢(Bird(3)→ HaSWingSO)

こうして,「鳥であれば翼を持つ」という知識が

得られる.

定理 4。 7

(∃π(yOX))η (″ ΘX⊥ It/El)～)y[t/π〕③〃

[証明〕
以下の証明では,証明の段階がいくつか省略され

ている。

xltlr)ts xltlr)
wtsw t xltld,xlltl"J

Vlt lxlt Vlt lxl W t xlt 1"1, (W I xr V l*l)
vltlrl,wt(v I x) ltld,(w I xrltld)
Vltlrl,W ts(V s x)ltld,(W I xrltl"J)
VltlrJ,W F(3r(V @ x)) , (W I x tlt 1"1)

vltlr)8w F(3c(y o x)) ,8(w I xavld)
□

さらに,定数の変数化を行なうことで,述語を

扱った際の一般化を考えることができる.
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5 複数の正事例が与えられた場合
複数の正事例が与えられた場合,仮説はそれら
の正事例すべてを説明しなければならない。次に

挙げる定理は二つの正事例を同時に説明する仮説

を導くことを可能にする。

定理 5。 1

∬1を正事例 Eす に対する帰納的帰結とし,12を
正事例 Eよ に対する帰納的帰結とする.こ のとき

″1&∬2は E事 に対する帰納的帰結であり,ま た

Eす に対する帰納的帰結でもある.

I証明]
∬1&∬2が ″1と ″2の最大下界であり 関係 ト

が推移的であることから自明。       □

この定理を用いて仮説を一般化していくと,そ
のような仮説は非常に複雑なものになってしまう

ことが考えられる.その場合,4.4節で紹介された

規則を用いて,複雑な仮説を簡単な式に一般化す
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ることができる。例えば,Elが DoDで あるこ
とを,Eす が,oD③ Dであることを示唆すると
き,(DΘ D)&(DoD③ D)や !Dはどちらもこ
れらの正事例に対する帰納的帰結となる◆

6 むすび
線形論理における帰納推論の方法について述べ

た。

本稿で述べた帰納推論規則によつて得られる帰

納的帰結には,非常に多くの選択肢があるが,それ

は式の複雑さに対して定まるある有限な個数で抑

えられる.し たがって,仮説の一般化を数え挙げる

アルゴリズムは存在する.し かし,線形論理では,

あるシーケントに証明木が存在するかどうかは決

定不能な問題であることが知られており,負事例

に対して仮説 (の候補)が無矛盾かどうかは調べる

ことができない.そこで,一般化を行なうときに
その反例となることが分かっている形の式が負事

例として与えられているかどうかを調べるという

アプローチが考えられるが,も ちろんこれは負事

例が与えられた場合に仮説として正しくないもの

を推論する可能性がある.

従来の論理と違い,線形論理では命題論理の範

囲内で量を表すことができる.し たがって,線形論

理上の帰納推論によって,量に関する知識を見つ

けることができる.
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