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02-3. 数学の証明を行なうプログラム

西村敏男 ,伊大知紀子  (東京教育大応用数理 )

目 的 このプログラムは,記号論理化した数学的概念 l′〔対する思考活動過程を機械化

することを試みたものである。

述語論理の体系としては,∝ Gentz enの LKを K.SChutte が修正したものを基礎

におき,それに,定義,cutな どの推論規則を加えて,計算機による処理能力を増加させ

ガこ.

ある種の前提条件 (こ ゝではDefinition,Thooranと称する )を もつた命題 (PrO

blemと称する )を 入力 して,その証明を出力として得るものである。

Theoemsの組合せによつて,Lemmasを 作成登録する機能も有する。

使 用 機 種  HIPAC■ 03基礎装置及び高速テープセン孔機

rne rrDry I ayou t

(注)証 明実行中,COre 14 08～ 243■ 番地の内容は drum2 04 8～2815番地に待

避し,点線以降のように各種プールが作られる。

§1・ 論 理 の体 系 と証 明 の 実行

この体系の証明論的根拠は数学基礎論にゆずるとして,こ ゝでは,小型計算機と苦闘す

る我々の al p rithmに ついて解説する.

番 地 語数 内 容

64～■27

■28～5■ 1

512～767

768～ 873

874～■o87

1‐甚:ゞ 8～
■417

■4o8～2175

1408^‐2431

2432^げ 2879

288(ンU3423

3424～3455

3456～3520

3584^‐8191

64

384

256

106

2■ 4

320

768

1024

448

544

32

64

4480

時間測定用補修 プログラムなど

分解

check

drop the rank

cut
ou tpu t

input

sequent pOol
p rime ゎ rmula pool(最 高 223 prime fOrmulaSま

。C)

formulas key pool(最 高 543わ rmulaSま
‐
で )

l sequent♯ orking space(最高27わ nmlasま で)

deFinit■ On p001(雲費1高 31 de Fini tiOnSま 'で )

theorem pool
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1.使用される記号

入力に使用 される文字及び記号は,印字面において次の とか りである。

free Variable    a   b   O   d   e “  f   g   。|,:
計16種    al・  blo Clo d10 qo flo glo L。  .

fOund variable   =   y   Z   u   ▼   W   8    t.(ri)l_ =

計 8種

alah variable     i    j    k   l    nl  .■    O   p   lq

計■8種    i no '1。  L。  11。  ■。 nl。  01。  pl。  ■。
predicate        A   B   (C

計 26種

W X Y Z

logical symbol&V→ =Eコ EE]一
計 7種

aux■ liary symbol (  )   ,    :    and etc.

2。 3ormulaの書 き方

2-■   prime formula″ま, predicate C)あ と
'C Free variab■

e を12′く表1も (D

である.

(例)ta=b"を Iabと 表わす .
* free variableは 8個以内でなければならない 。

1-2 σし,んが 10mlulaであるとき,( )及び10gical symbOlを 用いて
(庇 &み) (員 ・Vル ) (民 → 島)  (a=右 ) 一員 と書 く.
そして    あるいは    ならば    と同等   でない

ψD ttaキ b・ を一Iabと 表わす。

■-3 に (α )が fo rmul aで あるとき,α をすべて bound variableの 一つ (例え
ば″ )で置 き換えて得 られるん (″ )に logical symbol〔″〕または〔E″〕を付して ,

〔″〕員I″ )ま たは〔E″〕′t(″ )と 書 く.
すべての       ある

(例)健 すべての=,yに ついて==yが 成立する 'こ とを〔=〕〔y〕 I=yと 表わす。

注 特に一〔″〕反′(″ ),〔 E″〕几〔″)な る形の formulaを 鶴alah Formula"と 仮称す
る。

alah variableは入力の際には使用出来ない。  
｀``     ・:

* ■o mulaの nesting numberは 30以 内でなければならないぉ:

注: prime formula及 び,否定のついた prime Formulaを総称して,primary
fOrmulaと 仮称する.
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3.prObl emの 規定

PrOblem・      σll' σt2・  ・・・・・・'σl■ :

problemは ,27個 以内の formula時 か ら成 る sequentと して表わし,一問題に

必ず一個だけ含まれる。例えば ,・ 前提 を1,ん2・……,んグ のいず tハずれ もが成立つ とき

に , 万 ,ん|,・… ,̈ル の うちの少な くとも一つが結論として引出されるとい う問題は ,

一ι
“
・……正多1′ ,「 1,¨…・ 几

とい うsequen tと して表わす。

sequen t中 の rormulaは原則 として左の ものか ら(alah fOrmulaは後廻 しとして )

推論規則を当てはめて分解 し,すべての formulaが primary formula(及び alah

formula)と なつフに所 (uppermost sequent)¬ ぴlogical ax■ omま ′Lは溺E成 C)the―

O remが適用出来るかどうかを調べる.

4. da Fli.nitlon C)'賓:女
=

De Finition■。

De finitlon n.

DP'*r"' *or!=.fh(rr ' "' ' 
&*t) :

:

P*r... rr1 uZ OL*(A*r.,.r.I*o) :

deFinitionは上の ような形式をもつ .

〔″1〕 〔α2〕 …〔″凛〕(P亀ご2¨°ご
"≡
瞑 (・

'・

¨
'″
凛))と い う特殊な形の前提を扱 うもの

で ,・推論規則の一つ として,uppermost sequentにおいて prime formula

Pう
l ι2・・°あ凛を fOrmula屁 (■ ,・ ,̈あ7)に よつて置換え る。 deFinitOnは , theO一

rem中 の prime formulaに対 しては無効 であ る。

* definitionは 0～ 81個与えることができ,後方のものから順に使用される。

従つて,じ <プ のときpredicate Pプ は, formula ttfに含まれてはいけない。

5.theorem(a)規定

Theorem l.   〔〔■〕・・0〔″′1〕 〔Ez〕 〔ツ■〕“
。〔y凛
1〕
(■ lV・ V̈Pltl)

Theorem n. 〔亀〕…〔″′″〕〔
E上〕〔yl〕 …〔y7p(耽lv・ v̈L嶋 )::

theoremは上のような形式をもつ .

〔亀〕〔亀〕…〔″ど〕〔Ez〕 〔yl〕・̈ 〔y琥〕(RV… VPん )と いう特殊な形の前提を扱 うも
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ので,PJは prime Formulaで なければならない。
一般 によ (そ して )を 含む prenex normal Formは数個の theoremに分けて書 く
必要があるが,〔 Ez〕 の解は全 theOremsを 通 して同一の ものでなければならない。
prOblemが th ooremsの 集まりに分解 されたとき,その problemは正 しいと結論さ
れる。そのま ゝの形 では適合 し得ない場合には ,Cutと い う推論規則を用いて lemmaを生

産 し,th0 0remSと 同様の役割を果たす ものとして使用するe theorems及 び lemmas
は初めの方か ら順に調べ られ る.

V(あ るいは )の ない場合は括弧
t("・
)"は不要 .

/

6。 証明図

1■ ■1

ヽ

■00 010 00
ヽ

＼
I 1 1 upperirnmt begmninS

secluent

00 10     0■ ■ 1
、      /
＼    /
＼   /
＼/

■

Prob■

Cb'01'02が Sequentで あるこき,

わし'Sequent 00が Sё
quent01,02か ら導き出されることを示す。後者のような2

SequentS に分れ る場合 を特に｀分枝 "と仮称 する.

い くつかの sequpn tを推論規則 によつて上下につなぎ合せ,立木 (trec)の形 にした

ものを"証明図 "と い う.――番下にある sequentを・ end sequent一 番上にある
s equentを " beginning sequent" とンヽ う。

前提となる theorem(lomma)及 |び logical ax■ omをibeginning sequentと し
て使用 し,提出 した prOblemが end sequentと なるような証明図を計算機に描かせ よ

うとするのが ,こ の・ 証明のプログラム"で ある.

こゝで, problemな る end sequentか ら始 だ)‐て, 言正明図を
‐
下か ら_上 ^、 とuppermo一

St Sequent(primary fOrmulaま たは alah 3ormulaのみで構成 されている )ま
で作 り上げ るのであるが,分枝がある場合には branchに 8桁以内の二進数 を付 して,中

間状況 を示 している。

Prcblem 
TL,,*,

ff3 rcor*-& vr e Br o-r 
* f{ruftffiE,t efr
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また途中で10giCal aX■ Omと なつて消えて行くs・eajeh・tや 1,u・ppermOst s,quT

entに は,各々“i310giCal aXim" ttO u」 おrm● 8ti t｀ と出力する。

7.推論規則                 
′‐

4,ぇァは 30rmulal o,「 は sequ ent,特にのは
primaW formulaか alah fO―

rmulaか ら成る。つまりSequ ent中 の formul aは二嬌己2種 を除いて左にあるものから

分解 してい く。

alah formula同 志では左にあるものから分解する.左端の alah FOrmulaを 分解

した結果が再び alah fOrmulaで ある場合は,な るべく他の ■o rmulaの分解に移る。

alah formulaを分解すると,既 出の (そ の枝の下式に含まれている )f“ e var一

iableの うちのいずれかを代表するものとして,末使用のalah variable(例 えば
j)が
現われる.う は最後に (証明可能ならば )uppermOSt Sequentにおいて決定さ

れる.(§ 2。 の 2.■ を参照 )

alah fo11■ula自 身には markが付されて sequentの最後尾の formulaと して加

え られ,再び使用されるべく待機する.

αは未使用の (その枝の下式にあらわれない )free Variableをあらわす。

(■)― (で ない )

0,6■ 3r
0,一―に,「

(2 &(そ して )

o,一員,一 ん。Γ o,こ ,「 0,弁 ,「
0,一 (傷 &1ク),「 0,(θしよ渉〕,「

(3)V(あ るいは )

0,一α,IL__型
=ムfO,一 (多 V`),「

(4)→ (な らば )

0,α/,「    o,一 み,F

0,ル ,多,「

0,(ル V:″),「

め,―ル,ョ多■,「
0,-Oι→渉九

「
0,←→ι),「

(D ≡ (同等である )

0,κ ,多,「 q圭___=笠二三垂ゴL Γ 0,僕お~~~~竃
万三二百百塾基),「

(o〔  〕(すべての )

「

一〔″ r) (ruak

,「

み α

0,〔″〕4′ (″
0,

0,一〔″〕愛′ ,「

0,

Γ

Γ
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(7)〔 E〕 (存在する )

の,一′lKα ),r の

「

〔Eご〕
`ι

(markj)

0,一〔Eご〕σし(″),「

(8) definitiOn

O,一π(■ ,ら,…,う凛),「

0,CEご〕ル (″ ),「

型2_二_壁1_=ら・・〕あ琥),「
°
'~Pあ 112・

う̈2'「 ,O, Prrbz...brn, .,1

た しヽ,〔″」〕・̈ 〔″″」(Ll¨ぜ
"=“
K″1,…,″″))

cut       i

O,“ ,И   ″,一に,「
0,〃 ,И ,「

・

=i                                            l~i l

8。  l ommaの 作成 : 「
上記推論規則のうち, cutは ,々ゆる三段論法に当るものであるが,こ 卜ではcu't

■Ormulaえ を prime Formulaに 制限 して我 々の th・ooremに適 用することに よつて

le mmaを 作 り出す。 theOremと lemm aは 計算機内部では全 く1司 じ形 を もち,対等 に扱
われ る。

各 10mmaC)fOund Variable は , X, y, Z, u, V, W, S, tC)順 :rC使用 され ,

構成要素であるprime F61丘 ilaは ,'prediCa te及びそのvariableの machine

wordと しての大小順に並べられる。                    ・
|、

存在変数は Fに置換えられる.

lemma作成の仕事としては,2つの lemmas間 におけるёut Formulaの検索と,π
の特殊化 (π ,一員の間の variableの 対応を調整する ),及 び作成された lemmaの 登

録 (既成のものと同じならば登録不要 )が主 となる。

なお,作成された lemmaが既成の l emmaの特別なものになつている場合の検査が今後

の宿題となつている.       ,― ―

帰 謬 法  相矛盾する theoremsが始めに与え られた場合は,cutに よつて, for―
mulaの ない (空の )lemmaが現われる。

1           1  : | :if ´
″

この場合は
颯lnCOnSiStent'と 出力 して終る。、■つ

い結論の否定 を th eoremと して与え,矛盾を引 き出する

(9)

I 1--- .

て,問題によつてはj証明した

どい う利用法 もある。
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9.  B10Ck Chart

C)

(B)

yes

yes

no

yes

yes

no

problemは tribially trueで ある.

JS Wl,JSW2を OFFに する
problem S■ :Fll v".vFュ

"1
■→ 3

0‐→

“

3omula FFfに 推論規則を適用して
S,か ら新しい sequent S,を 作る。.|.

/branchと なる場合は,S,と S,+1をヽ
作` り   '十 二→

'        /
こゝで problom:島 &島&… &S,
S,;F,lVF,2V"・ VJl■ ,

必要に応じて新しい alah variable,

■℃e Variableが 登録される。

F,Jが alah Formulaである場合は

markが付される。

S,は排中律を含むか ?
s eq uent S" @ fo rmul a I'oi ( mark ft q:

alah formulaは傷肖く )ヤ」L10giCal Symbelを

持つか ?た .ヽ しらalah fOrmulaはなるべ 〈後廻

'一
■→
'

u+1tu

'==0?
sequent S,は primary 3ormula t・たは

masrk付 の alah Formulaの みから成 るので

αLな るuppermost sequentと して登録する。

$-1+S

J==0?

e \ f problem i Ut Jq "' &.Un

&U i t-J uppermos t sequen t
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ON FF

no

no

yes

yes
(E)

yes

(D)

es(I)

yes no

び″の variableの 対応によつて,a lahに入るべきrr ee
の条件を集める.ψ」)― R:a,Pbaな らば i=bを要す。

υ -1→ υ

υ==0?
υ″まlog■ cal axlom
または ,theOremに 当ては まるか ?

各びυにおいて条件をみたす free variableを alah
Variableに 代入した結果の銑 & ・̈&1鴫 を出力して
prOblemの 証明 を終 る.

eFinitio n,cよ り ,

定義 された predicate

あるか ?

JSW■ ?

未使用最後尾の d efinit■onに
より言亥当する pri me お rmula
を同値 の 3ormulaに置換えつ ゝ

すべての

“

を
y=に
戻す .

prObl emル Sl&・・・&S,
%“→ S,1‐ → Z

JSWlを OFFに する JSWlを ONに する

rkを した alah

ulaが あ っ た か ? (theOrem)が あるか ?

のt るな べcu 対 と象 き alemm mark t した alah
aが あつたか ?

■群の lemmaを 生産 し登録する..
前に現われた lemmaと 同 じものが

作 られた場合は登録 しない。

lemmaの 内部は SOrtingされている1

problemは

証明出来 ない

Z′ → υ END

alah fOrmulaの ma rkを消し
ながら,すべての

“

をSlに戻す。
prOblem:島 &・ &̈S,
じ→ S,■ → Z

1‐  :|・
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b■ ock Chartの 説 明 と入 出 力 に 関 す る補 足

(A)問 題テープ読込部 一一入力 を PTR,出 力 をHSPと し,問題テニプを読みなが ら,形
・

式 をととのえて出力する。 (B)へ .                    
「

問題テープの作 り方が規定通 りでない場合は
R Errore"と

出力 して (J)へ。  ――I~

(B)JSWl及 び JSW2を OFFに する。各種 initializatiOnを行 なう。 (C)へ .

(C)各 Sequentを 分解 し,証明の中間結果 を出力 する。 (D)へ。

特 iC alah formula C)場 合クま,新た1な alah Variable がイ
:旨
定 さォしるが , 18種 (の

alah variableが すべて指定済 となつている場合は
颯NO m=e alah."と 出力 して

(J)へ .

(:D)) uppermOst sequent C.)ch eck____logical ax■ Omま フ宅″まlemma(th 00r― "

em)が適用出来 る場合は
贅True."及 びその理由を出力 して (I)へ 。

適用出来ない場合は (E)へ .

(E) 未使用の DefinitiOnが あオ1′ |′ず, uppermOSt Sequentの 概当 Iする prime  
‐t

Formulaに代入 して (C).へ .

(F)Jswlが びFFな らば5Nに して (H)へ .びNな らばびFFに して (G)べ .

(G)alah formulaが あれば再び (C)へ .alah fOrmulaが なければ (Iつ へ。

(H)theoremの ない問題ならば (I)へ . theOrem付 の問題の場合は, th00rettsの

組 合せ に より ■群の lemmaを作成 L′ ,JSW2が OFFな らば (D)へ 。 Jsw2が びNな ら

ば再び (Iう へ.                          ´

(H-1)1群 のlemma作成の途中において,fOrmulaの ない lemmaが現われたとき

――TheOrem群の与え方に矛盾がある場合一―には,健 InCOnSiStent."と 出力して

(J)へ .

(Ht→  すべての組合せが終つて ,lemmaを 作 りつ くした場合は ,・ No more 10m―

mユ "と 出力 して ,JSW2が OFFな らば (I)へ 。 JSWlが ONな らば (D)へ .

(1)alah fOrmulaが あれば (C)へ。 alah fOrmulaが ない場合は,残つている |

uppermost sequent及 び "Falge.堵 出力 して (I)へ .

BREAK HALT がびFFな らば,引続き次の問題を読むべく(A)へ .(,I)

BREAK HALT が ONな らば,一旦停止する。 ( を押せば

(A)へ . )

§2。 実行 例 と解 説

2。 1.われわれは,初等幾何のつぎの問題を考える.

「 図
のように4辺形 αιοこが与えられたとき,

αα=うθかて,αご/めθ

ERAT10N



C‐-97

ならば,αあ=θこでかつαι/θαである」

この問題の証明には,図のような補助

線が用いられるのがふつ うである。われ

われのプログラ|ム も,同様の補助線を用

いて証明を完成する。その過程をある程    ぅ
度追跡 してみることとする。

まず問題の formulationからう考・ス_よ う。
颯
図のような 4辺形 αうθα "と はど

'表
現すべ きか。これは,“ 線分 αθとめαが交わる "

と理解 してよいであろう。ここではCα θうこ と表ゎすことにしよう。 この問題 の証明には ,

当然 のことなが ら,初等幾何の既成の若干の定理が必要である.つ ぎに列挙 してみ よう。
u)  (″ )〔y)″y=y″

(2)  (″ )(y)(%)(υ )(∫ )(ι )(_″ y=“ υV一
“
υ由∫ι V ″y=∫ ι)

(0   (″ )(y)(“ )(υ )(→ y/“ υ v ―θ″υ
“
y v .∠Ly″覇∠y%υ )

″ y

υ

(4) (a)(y)(u)(u)(-/auu-'-yau V lsyua V uulyu)

(5)  (″)(y)(2)(し )(υ )(″ )(―αyヨ 2ι ″ V _Zy=″ ν V ―∠2y‐薔∠″υ%

V(″ Z=%ι〃 &∠ ″Zy=∠ i“ ″ッ))
颯
二辺 と共角 が等 しければ 2つの三角形 は合同である。・

これ らの前提の もとで ,

~αα==う θ,――αα/bθ , 一くアαθうこ,(α ι==θ α & αム/4ο こ)
を証明することになる.これを行 なうには,種夕の Inpじtの形式が あるが ,われわれは
いま,つ ぎの形の ものを考えることにする。すなわち,列挙 した(1),(2),(3),(4)を ,

TheOrm L,TheOrem2.,Th00Fem 3。 ,Th00rm 4.と する。そ して,(5)はつぎの形
で Pr Oblemに 入れ る。

PrObl α■  ―(″ )(y)(Z)(%)(4)・ (″ )(((″ y=%″  & Zy=″ υ)
&`∠ 2y″=∠″υ

“
)→ (―″Z=じι″ &∠ ″Zy=∠ 2ι ″υ)),

一αα(=う θ,一αα/う θ,‐‐てし οια,(α か=θ α & αム′'ο こ)
さて,証明の実行に移 る。われわれは ,(■),(0,(3),(4),(5)に 現われ る″,y,z・ ‐̈・
等 に対 して ,α ,ら ,C,こ のどの変数 をも自由に代入 することができる.すなわち,α ,

α

%

″

y
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め,θ ,こ が 自由に代入 され るべき場所 は,ぜんぶで 22ケ所 ある。 したがつて,可能性

の総数は                     |              ? |
22    44
41 =2                                                             '

あるわけである。このすべてをしらみつぶしに試 してみて,われわれの目的 ,Cか なう唯 1

つのものをみつけるのが,も つとも原始的な形でのアルギリズムである.  ( 、■ '

この問題の Input形式にすると,こ れはまず第 ■にTheOremの活用によつて,

412==24

まで一きよに減少する.つ ぎに,こ れから説明する方法を用いると,われわれが試すべき

場合の総数は,再び大きく減少し,われわれの手許の計算機で,容易に行ない得 ,補 助線

を用いた証明をも得ることができるのである。 .

まず ProbleLを推論規則により分解する。これは ,こ うした問題を,加法標準形に変

形する操作に相当する.その結果として,つ ぎの 8つ の diSj unCtiOnが 得られる・

(1) じブ=ιZ V 一αα=めθ V 一αα/′うθ V ―・θαθみα V αι=θα

(" んブ=協″ V 一αd=ι θ V `―αこノ
′めθ V ~εαθろa v αろ=θα    ,

(3)∠ たノ
・
づ=∠:ππι V一 αα=め θ V 一αα/bθ V一 θαθια v αう=θこ

(4)・― じん=ι π V ¬∠ づんブ=∠ ιπ2 V `一
αα=あ θ V ― α銭〆 みθ V 一ε αθ bα  V 

‐

αめ==ο ご

(5) OP=多 ノ
′
V 一αα=み ο V ―αこ/bθ  V `―θαθbα V αる/θα

(6)gP=んサ
′
V~αこ=うθ V ~イご/ルθ V~εαθろα V αめ/θα

(っ ∠9Pθ=∠ん・t′ v―αα=めο v一αα/bθ V―てしθうα Vαう/οα

(8)-09=j′ ん
′

V― ∠ ο gP=∠ じ%サ
′

V一 αこ=う θ V一 αα/bθ  V暉 て )α θうα

V αめ/θα ‐
1 ｀

ここに現われた じ:ノ
・
,1ん ,ι ,2,・ , °,P,9,ι ' 

た
'ノ
は α,ク ,θ ,α が 目

由に代入されるべき場所 を表わす。これ ら(8)っ の式が ,多 ,ノ ,"、
κ,ノ にα,D,θ,Cの

うちの適当な ものを代入 したとき,すべて正 しくなるとき,PrOb10mは証明きれたこと

になるわけでする.さて,ます(1)の式をみてみよう。a)にはじ,ブ ,ノ ,2が現われる。試み

るべき対象は               '
,  4  8`   ・
4:圭=2-                               1

通 りある。しかし「 (■)が正しくな
るのは ,こ れ力り「申律を含むか ,あ るいは T,heOremfttI(二 |「

～ Theorem 4の どれかに含まれるときに限る。これはどんなときに可能か.     1   
‐

(■1) じ:=α ,ノ
・
:=己 , ι:=め ,2:=cl  i          l‐ ―    (1:lJl

のときに排中律を含む .

さらに ,(1)に含まれる PrediCateの 種類がら,これが TheOrem・■～
.Theerem 4に なる

可能任があるのは,    i       t il.′                 [_



C・ -99

(1.2)  じ:=れ ,ノ
・
:=7レ

の ときに限 ることもすぐわかる。

このようにして ,
8
2

は ,

:    ` 21

に減つて しま|ク。この ようにして ,おのおのの式に対 して,順次代入の可能性を列記 して

い く.こ の可能性が ,矛盾な く成立 していけば PrOblemの 証明が得 られるわけである。

この Problemで は,じつは途中で矛盾に出 くわ:す。矛盾が出て くると:は ,可能性をつな

ぐと,た とえば,1つの■に異なつたaと bを同時に代入しなければならなく′ることを
さす。こうして,こ のTheorem■ ～Theorem 4の範囲でPrOblemが正しくならなく

て も,ま だ Problemが 間違つているとは即断できない.つ ぎに行なうのは,Theorem

同志を用いて,三段論法によつて lemmaを つ くり出し,これとの照合を行なうことであるL

それぞれのTheoremを 1回ずつ用いて, lem五百を生産すれば,8つのlemmaが得られる.
表1と え_lま, TheOrem■ と Th eorem 2を 用 t/ヽ ると,                 .    ′
Lロコ田Ll。  (″ )(y)(Z)(lι )(―Z%=″ y V Zじ=y″ )

といつた llemmaが得 られる.

こうして得 られた lommaに対 して,ふ たたび代入の可能性に対する条件 をしらべてい く

ことになる。すると,つ ぎの ,よ うな,矛盾のない■つの代入が得 られる。

ι :==α     l  .

プ :=α

λ :==う     ・

ノ:==θ

れ :=う

π :==di

このとき,     ,

(■)は   一αこ/ι θ V― αα=う θ

01==α

ね ・ _″/。 ~W

9:=巧

ι :=θ

y′ :1=ι

ル
′
:=ご

(2)は   一αこ/あ θ V ―αα=br

v _ョrcむぅご

v _■9α θうα

v“ヨ9α ♂あα(3)は   一αこ/`θ V― αα=う 0

-;(rb-cd V *Z&bd:lcdb V -abbc
:V ab7e,d, : is, logical ,a;iq

V α・う=。こ Ч、ここ―rう  :
ig true by La口 口曖 1.

V αム=:θ こ V `己 =こ う :

is true by Theoram l.

V ∠うαα=ィζころθ V αb===θ こ :

true by Th"qreq g.

V -&d,/bc V -Caebd,(4)は
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0は   一αα/ル ● V― αι=う a V― θαθια V αα=θ う V αう/οα :

is true by Lem l.

(6)は   一αα/う o V ―α αl鵬うθ V ‐」rα θ
`α

 V ια==α
` V 
αわノ
`rα
 :

is true by Theoran l.

(7)は   一αこ′ろθ V― ,α α=ι θ V― θαθうα V ∠:うαα=∠uιθ V αろ/οα :

iS true by TheOr□ m。 3.

(8)は   一 α α /ル O V一 α b=θ α  V`― α α =う O V“ ― θ α O`α  V― |∠ α ι α 喘 ∠ θ α

`

v αう/●α :   iS true by TheOram 4.

となるわけである。

ここでは ,補助線 うこを引 くことは,表 面的には目立たない .し かし,得 られた証明を

観察すれば ,補助線 うこ
°
を引いて証明がなされていることがわかる.こ れは,前提のなか

の(5),・ 2辺と共角が等 しければ 2つの 3角形ほ合同である 'と い う定理を,3角形 αこう

と3角形θうこの間に適用したことにあたる.すなわち,じ ,ブ ,ん ,ι,Lπ ,9,:・ P,j′ ::

ノ
・
1メ に対して,α ,う,a,こ のなかのなにを代入すべき″ゝを探す操作のな″ヽに,補助線

を探すことも含まれていたわけである.

証明に要 した時間
・
は 2分 10秒であつた。 (I nputや Outpu tに要 した時間は省 く)

2。 2。 このプログラムでは,■ っの問題の証明を行なゎせるのに,inpu tの 形を変え

ることにより,証明獲得の過程に変化を与えることができる。それによつて,証明を得る

に要する時間も異なる。以下で若干の実行例について述べる。

2.2■  命題論理では,Princip ia Mathematicaにあるはじめ 5章の約 2oo題を

連続的に試みた。証明に要した時間は合計で約 3分である.

2。 22「 2等辺 3角形の両底角は相等しい」
(1) (″ )(y)(2)(%)(υ )(ω )(一″y=じ υ V一 ″Z=じ ″ V―≪η″Z=∠υじ″

V∠″yZ=∠:μ υ″)

("  (″ )(y)(Z)∠ y″ Z:磯どZ″ y

(3)(″)(y)(%)(υ )(―″y=%υ V %υ=″y)

の仮定の下で

―_α あ==α θ 'V∠αあθ==∠αθι

を証明させる .

TheOremと しぞ ,iむのみを用い伊(2),:(3)を Problemの なかに入れた場合 ,所要時間

7秒。          1 .

ThoOremと して,(1)|(2)「 (3を用いた場合 ,■ 3夕 のlemmaをつ く夕出すキ所環時間

33秒 .
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2.23「 3角形 αうθにおいて,∠α,あ θ<:∠αCう ならば αr<α うである」

前「響覆1) 秘υ<″ y V じ砕=″ノ V ″y<%υ             .

(2)――zイ″yz<2f%υ ″ V―zf″ yz=∠ %υ″    ヽ ‐i    t

O 一∠″yZ<∠
“
υ″ V一 ∠%υ″<∠″フZ                   :

(4).―″y=″ Z V `∠ |″ Zy=∠πyZ

(5)一″y<″ Z V ∠
`″

Zy<2“″yZ

この前提のもとで

一∠αあθ,<∠αθう 十 五θ<αう

を証明する.

TheOremと して(1),(2),0を用い,0,0を PrOblemに 入れたとき,所要時間 12

秒 .

TheOremと して0,0,(3),(4),(5)猛用いたとき, 73クの lemmaをつ くり出し,所

要時間 ■0分 30秒で完了 .

いづれの場合 も,ふつ うの幾何の教料書通 りの証明である。

224 
「
3角形 αうθの辺 αう,うα,`'α の垂直 2等分線は 1点に会する」 (外心 )

前 夕瓢⊃  一お ″ yz V一 ″ y=zy V― Rじ y″ V″ じ=Z“

(2)― y=“ υ V じυ=″ y   t

(0 0-″ lι=Z% V `―″y:=zy V ―J″ yz V R“ y″

(4)`―″y=π υ V `― )%υ='ι  V ″y=夕 ι

の もとで ,

一 お うα θ V― β θ θα V一 Bα /b V― α/=め / V― あα=ο α V 一 θ θ=α ι

v―武∫/α v一RJαう vR'多
'θを証明する.こ こで

重響 Z :点 yは点″と点 Zの間にある

R″yZ :∠″yZ=直角
これは 8つの lemmaをつ くり,所要時間は 9分 55秒 .証明は図から推 られる方法である :

点線は補助線である.           α

う θ
　
」■
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2。 25 DeFinitionを 用いる例 としては ,た とえばつ ぎの ような ものが ある。

Dし fニュition l. ″=y=(%)(じ ∈″≡π∈y)

Definition 2. zc{″ y}≡ (Z=″ V Z■y)

DefinitiOn 3. {″ y}={%υ 〕=(Z)(ZC{″ y}=z∈ {%υ })
Theorem l。   ‐″=″
TheoreEn 2.I   ―・″=y v y=″                           、 11_

PrObl α■     1-{α ι}={θαi V ((α=θ  & b=α )V (b=ο  & α=α ))

最終的には 20夕 の uppermOst Sequentに 分解 され る.所要時間は 45秒 .

2。 26 その他 ,初等幾何で

「
8角形の内角の和は 2直角に等 しい」

(inputの 与え方により35秒ないし■分 32秒 )

等い くつかの例を試みた.

2。 27 代数的な問題では ,

「
leFt solutiOnと right SOlutiOnを もつ,結合法則のなりたつ体系では ,右単

位元が存在する」

(所要時間 23秒 ,あ るいは 1分 34秒 )

等若干の例を試みた.

§3.問 題 点

1.pattern recognitionの 良い方法を見つけること.

〇 既成 lemmaと 新 lemmaの関係

ol lemmaの uppermost sequentに 対する当てはめ

2。 述語論理の体系自身からの制約を解くこと。

⊂) equality ax■ on

⊂) FunctiOn           i

a variableと して使用出来る文字を増加すること。

その他,現状の計算機の不備 (memory,speed,1/0な どについて ),及び計算機の利

用技術の未熟さも相侯つて,な かなか前途遠大なるものがある.

§4.参 考文献

西村敏男 : 計算機による数学の開発 ―"計算機に数学の証明を行なわせる試み __

日本電子工業振興協会,・ 昭和 40年 ■月
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