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Bl-1 微分万程式の数値解法の安定性

清 水 辰 次 郎  (理大 )

§、■ 収末 ,安定,各種不安定
“.    〃 .′

常微分方程式
百青
=/(″,y)の初期値 y(0)=y。 なる解の数値解法の安定性につい・

て考える。

/(ty)は 0≦″≦α, ly― y。|≦ ろ l`てて適当な条件を満足し解は″-0か ら″・1‐
=″ルまで存在するものとする.

郷覇直解法 |ててつき, FOx:Numerical Solutipn of Ordinary and Partial

DifFerential Equationsに |は不安定性につきInherent instability,Partial

inStability,S trOng inatability,Weak inStabil■ tyと夕」挙まし―てJそr才し́|ぞれ′定

義が載つている.

或解法が収東 (COnVergeユt)で あるとは刻みん,ス テソフi数 んとし,π.ん =″れ とす
るとき,″ル を一つ定め,ん → 0(したがつてπ→∞ )な ら.じめるとき 0≦″≦:″れ.な る

″につき数値解 y認 が方程式の真の解 y(″2)に収束 (一様収東 )す ると.き をレヽう。

或解法が安定 (Stable)で あるとは刻みんを一定にしてπを増すとき十分大 きなルに
ついて数値解の漸近的性質が真の解のそれと同じなるときをいう(こ の定義は実は建義に

はなつていないが数値解析者はわかるらしい ).

InLrent inStabilityは 計算途中の四捨五入等のためにおこるもので数値解法に
は避けられないもの.

Partial ingtabilityは 刻みみが或値 より大きければ不安定 ,或値より小さけれ
ば安定となるようなもの.    .
S trOng inStabilityは 収束もせず不安定でもあるもの.

Weak inStabilityは収東はするが不安定なもの。

第二のものは方程式によらず方法のみにより,第二,第四のものは方程式によつて不安
定がおこつたりかこらなかつたりする。

y,/はベクトルとして,一方程式の連立したものと考えてもいいが,簡単のため一階
の方程式として考える.

§2 収東条件 と数値解法
本節では主 として線型多段法 (linear multi step法 )

yル +K+α K~ly由 I-1+… … +鴫 y海 =ん (β式九 +K+β k-1九 +K― 二十 … …
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………・ +β。/.)

ここに/れ≡/(″がyπ )        ・`
1

そしてρ(z)=zK+α K_lzK-1+……+喘 ,σ (2)≡ βKzK+β K_lz K-1+……+鳥

とおく。

そのときDahlquiStに より方法が収東であるための必要十分な条件は

ρ(Z)=0の根の絶対値は■または 1よ り小で,絶対値 1な る根は単根

ρ(1)=oかっ ρ
′
(1)=σ (1:)           .

なることが知られている.(Henrici:Discrete Variable MethOd参照 )

ょって strong insta bilityの おこる方法は上記条件を満足せぬものということが

できる.

以上のことは方法が収東であれば存在域内の″を定めるとき,十分刻みを小さくすれば

0か ら″までの真の解に数値解が限 りなく近づくとい
°
うことであるが,実際の数値解法で

はそのように刻みを小さくとれば四捨五入誤差が増大 し,と ても実際的ではない。

それゆえ実際には″の位置を定めるのではなく,刻みんを十分小さく,しかし一定にし

て, ■を増していく方法が採 られる。 (真の解は必要なところまで存在すると仮定する )

以下,数値解法ほ収東条件を満足する方法に限る。

本節は四捨五入誤差を考えぬ理論。       11

§3  Weak instability           
「

刻みんを一定として数値解法をすすめる場合には,Weak inStabilityと Partial

instabilityが問題となる.
ノ .′

文献によれば甍
1券 =∠y(Иは正または負の定数 )夕でむ)=1な る真の解はy=θ

∠″で

あるが,И <()な る場合,方法によつてはれが或程度大となると数値解は絶対値の大きな

正,負の値の間を振動することになる.中点法,Milne法がこれに属する.weakly

unstab■ e(weakly s tablel)(numerically w厖
・協 ble)等 といわれる。

weak instめ ilityは 四捨五入誤差のためにおこる といわれているが必ず しもそ う

ではないこと次の如 くである.
″ .′

中点法 =yル+2=y"+2ん /.+1笙 7π
=一ノ に適用するとyれ +2=yπ

~2ん yル+1と な

り,これを定差方程式 とみると一般解が yれ =θ l'lπ +θ2'2π ,9■ =/1+万
7_ん ,S2

=_(/1+ん “+ん ), 不安定性はθ2キ 0か らおこることは知られているが,数値解

法の初期値,出発値をyO=1,yl=Slと すれば yπ =Sl・ となり,四捨五入誤差がなけ

れば不安定はおこらないが,その他の出発値をとれば必らず %キ 0(Qは んには従属 )

となり,四捨五入誤差がなくても不安定がおこる筈である。

この現象については多くの文献があり,た とえば Ste tterは Mllne修正子を反復さ

丁11
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せず,その代 りに新 しい予測子をつくつて不安定のおこらぬ方法を示 し,Hammingは更
に一般的研究より予測子はMilneの をつかい,新 しい修正子をつ くつて不安定のおこら
ぬ方法を示した (Weakly Stableで ないものiを strOngly stableと いう)伊理は

yれ
'yπ -1'yルー2等

の或種の平均を考えることにより不安定のおこることを防止する方法

を提案 した .

処が strOngly stableな 方法,た とえば Eulor法 ,梯型法,Hamm ing法 につい

て も話
=― ″y(y(0)=■ なる真の解は y=θ  

′Zで
ある )の数値解法においては,ん

をいかに小さくとつても,π が (すなわち″が )大 となると数値解 yル は正,負の値の間

を振動することがわかる。

何故ならば

Euler法   yれ+1=yが_2ん
2π
yπ =(1_.2π ん2)y.

ゆえに

yπ+1=(1-2π ん
2)(1_2万-1ん 2)。 ¨̈ 。(1_4ん 2)(1_2ん 2)yl
ス      ー___

型 法  yπ+1=yルーサ(■ん。γル+ん+■んyπ+1)梯

ゆえに

1-百ん2   1……■
チ
ん2 1_■ん2~  2

-―………………̂υ .
二十 ん

Zノ `1+宇ん21+:ん 2

Eu■ er法では″が増大すれば絶対値の無限に増大する正負の値の間を振動し,梯型法で

はんとともに yん は零に近づくが同じく正,負の数の間を振動する.し かも lθ .1/yれ は

無限に増大する.(`れ はπ回目の誤差 )

Hammin〔 rイリ易:IEfF

y■+1=Tyl~1妻犠-2~卜・1:{(・二~1)ん
2yπ
_1_27し ん

2yπ
“_。(π“.1)12yル+1}

から定差方程式の性質からもわかるが,ん が_定で れが増大するのであるからπん =∠ と

考え定数Иが十分大きなテ券
=一Иyな る方程式に導用すると考えれば.

yπ+1(1‐+‐ :ん
∠)==(:一

:ん
И)yπ‐+…

:Dん
∠yれ_1-春 yれ_2

この定差方程式の独立な三つの解を '1,S2,'3と す
るとイが大 となつて姜ん∠_与二 >0

、                                ‐    ・-1   ‐l           δ      ё

となれば,三根のうちの一つは負で絶対値が 1よ り大 きい.

よつてHamming修正子 もれが増大すれば y.は正 ,負の値の間を無限に振動する。
メ .′

このことからみると安定性がweakとかs trOngとかいつてもそれは7ヵ =′ y°なる特

殊の方程式 l・
についてしか問題 とならないことがわかる.

一般に刻み んを定めて回数 πを増大させれば,誤差が累積 して真の解 と異なるようにな

to+t:
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る筈なことは明らかであるからS tOngly Stableな る概念は実際的ではないのではな ,1

かろうか.                                  1     ・
:●
1:11:

尤 もそのような方法は Weakly Stableな 方法よリー般の方程式についても不安定性:|・ .,1

の現われるのがはるかに遅 くなる (刻みんが適当に小さければ )のであるからその意味で   __

は優れた方法ということができる.

t i         l  
・: ヽ
1上 li:

§ 4
JJ
一 ― =― I″
Jご

§3では多段法について述べたが,一段法 (One Step法 )について考えると,Euler

法では前述のように yπ+1=(■ ―πん
2)yル
となり正,負の間を振動する。また改良

Euler法                           
‐          1・    r  .ヽ

y協ヰ.=yπ 十1ん〔/ル十/(″ 71+ん ,y■ +ん /■ )〕
“                      :一 :|,一   :  ;[j・ i l

についてはy日諷=(1「雀■ん
2+÷ ル(■+1)ん4)yπ    i

となり括弧内は常に正であるからんを定めれば正で無限に増大す

第二階法           ン .

yル+|.=yπ 十 :ん (λl+4た 2‐+‐
ル3)

う同様な論法でKul“
:ヽ

た1■ん 'た2=/〔為
+÷ん,y簿 +÷ ん九 〕 た3=ノ (″れ+ん ,‰一ん九 +2ん責 サ 告

1,■
告
t■

“
     "                        i  F・ :    ・  =:'ノ

ではπ
Pの
項がさいて正,負の間を振動し,普通の Runge―Kutta

めに正で無限に増大する .

上記方程式ではいかにんを小さく定めても一定である限 り必 らず無限に振動するか或は

無限に増大する。                        
・・ 1‐~ ・

II

この種の方程式の解を適当なところまで求めようとすれば刻みんが=定では上記の事_う

にうまくいかず,ま た伊理氏のように平均値を利用 して平滑する方法も,同氏のような簡

単な方法では平滑されない.したがつて既に提唱されているように方程式,初期値,″ の

進行状況により刻みんを適当に増減していく方法を採用 しなければなちないものと思われ

る。                              1                 111

それゆえ係数に独立変数を含んでいる方程式については,非線型方程式ざ■ムカ:I:ド 注も

法では″ の項の ‐‐ニ
レ
・

た
〓

:`彙
i″

予想外の困難が数値解法には伴つていることを知るこ
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§5  Partial instability

こυ

7百=-10y+9-10″ を一段法のテーラー展開の二次の項までとつた方法で計算す

ると,yπ+1=(1-loん +50ん
2)yル
+ん (9_10″屁)+50ん

2(″
π
_1)と なる

(1-10ん +50ん2)=3と ぉ〈とん>。。2の ときお>1,ん <0。 2の とき 0<β <1。 そ
してy(0)=2と すれば真の解は y=θ

~10″
―″+1で ″れ=πんとおくと

yん +1-1-(得 +1)ん 十 (1-10ん +50ん
2)_ルθ-10ん  となる.

よつてん>0.2な らば不安定 となり,ん <Q2な らば安定 , |.θ ノクル|→ 0,こ のような
場合を ptttial instabilityと い うが,上の場合もしy(0)=1な る初期値から出発
すると″ル=πんに対しyれ +1-1-(π +1)ん となり真の解はy=一 ″+1で あるから
んが何であろうが不安定はおこらない。かようにpartial instabilityは 方法,方
程式および初期値に従属する.

ガ .′

この現象は非線型方程式の場合,極めて注意を要することとなる.た とえば7葛 =ノに
おいてy(0)=-5な る解は常にy<0で ″→∞のときy(→ 0で ある。ところが Euler
法でも何でもん=00oolに とるとy(ん )>0と なりそれから先はy>0,″ →∞でy→
∞になつてしまう。

方程式により初期値によつて刻み んは小さ〈しなければならない例 となる。

しかし刻みんが大きければ不安定となり,十分小さければ不安定がおこらないということ
は,普通のことのように思われるので,特に名前などつける要があるか否かと思われる.
むしろ初期値によつて刻みんは十分小さく採らねばならないという注意のように解すべき

ではなかろうか,そ して上の例のように刻み んがぃかに大きくても完全に安定であつたり,
いかに小さく採つてもいつか不安定になつて しまうものの方が注目すべ きものではなかろ

うか。

しかし十分小さな刻みんに対し安定 となるという考え方は安定の定義がはつきりしない

のでそのように考えられているが,実際には一定のんに対しては安定でないという方が普
″ .′

通のようである.たとえば,y7キ 1奮 yπ +ん/れ にて

'1士

=~y'y(° )=1 なる解を近
似するときyπ =(1-ん )π ylで あるが,誤差 (1-ん )ル _θ

~πん
=θ んとおくときθ″/

θ―毎んは π→∞_.に収東する。これか らみればむしろ十分小さな刻みんにして安定とな
る方がめずらしいのであつて,本節の線型方程式とその数値解法は偶然そ うなつている.

註 =■ → 1も 安定だと仮 りにすると次のようなことiがおこる。 y鷹 9-y"´ =ム (αノ江 1

+β/れ )はα+β =4,α <β (たとえばα=1,β =3)の ときはラヵ=一 yに
対して,y(0)=1の ときπん=″ を一定としてπ→ ooと するとyπ →ι-2″。そし
て上記方法は pahlquiStの「 収束」でない方法でれる.と ころが真の解はy=θ

~″

であるから誤差θ
-2πん……θ―鳴 ょって

`三

菫
渉轟子
三1■ →_1っ
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