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ま え が き

権 円型の偏微分方程式の数値解法 としては,Richardson法 ,Liob―

m ann法 ,刀口速 Liebman n法 , P ea coman― Rachford法 ,`7,こ どが用いられ

てい る。 ここでは新たに開発されたモ ンテカル ロ法を用いて,実際の計

算 を試みた。

この方法の特徴 としては次の点があげ られ る。

(1)境界の形状により,あ まり制約 をうけ ない。 したがつて複雑 な形状
″

でも計算 できる。

{2)領域内の全格子点につ 1っ て メモ リーを用意す る必要は な く,境界点

についてのみ用意すれば よい。 したがつて メモ リー数が比較的少 〈て

すむ。

13)領域全体について ではな〈,特
'`iC特

殊な点のみについて解 を得 た 1。

^

場合,適当である。

14}計算の積み重ねが可能 である。計算は途中いつ打切つて もよく。 し

か も前の結果 を無駄 にす ることな〈積み重ねて新 しい結果 とす ること

ができ,精度は計算を続け る程 よ〈なる。

題

機械工学にか 1。

^て は,:.^ろ 1.^ろ な形状の弾性体の応力を求 めることが

要求され る。

間
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この計算にお :。

^て |「1,図 1の ,よ

うな断 面を持つて,″ 軸のまわ り

を回転す る中空段付棒 の形状を し

た弾性体 を考え,こ の棒が図 1の

矢印の方向に捩 りをうけ る場合の

棒内の任意の点 (″ ,y)の 応力

関・数 %(″ ,y)の 値 を求め るこ

とが 目的である。

ここで %(″ ,y)は 次の偏微

X]0 X2   fX 3

区1  1

V
■ 3 υ

/

″ ■ σ

分方程式をみたす。 (こ の式の導び方は [1〕 参照 )

∂2し   ∂2%  6 ∂%
__+一

一 ― 一
~~=∩

∂″2  ∂y2  y ∂y  '

境界条件

Иル'だ ″ : %事 0

; %=1

y古 _y4
・ %=' ~~  y:一 yl

yt_y4
o    'ノ′―

=ニ' I  yt― yl:

″

(1)

σ

/″

σ υ

-1 ∂%
こ

`')と
き,″ 軸まわ りの回転角をθとすれば,応力成分は τυρ= っ、

τθ″==…

1戸

~万
'σノ

==σθ==σ″==lν χ==U~C毛)夕°

2. + >/ 7 lt )v s l*C-t ifJ,n)l

2。
11 差分方程式 ,

与えられた領域 /″ συEFを じで,その境界をf・ で表わす と:「 は

図 1に 示す ように, EFが ″2+(y_y2+R)Zを 満足 する円周の他は ,

ど

{21
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″軸, y軸に平行 な線分 よ夕なる。

この領域 を,直線 群 r″ =π lん

ty=yl+π 2ん  7レ .,π21す 整数, んは格子間隔

によつて正方形の網目てかかい,直線群と
「

との交点の集合を r・んとか

き,「 内の格子点の集合を Cみ とお くo(メんびΓんで領域をおきかえ,差

分方程式を考える。

境界が曲線になる場合の境界点のとり方としては,曲 線:こ 最も近い格

子点を選ぶ方法もあるが,こ こでは , r'ん の作り方から境界点がすべて

「
の上にのるように選んである。

そ れに伴19^,曲 線 (こ こでは円 )の 近 くでは格子間隔が んに等 しくな

くなるので,差 分方程式 も補正する必要がある。 従つて差分方程式は ,

領域の大半 では等分網 目に対する もの を,一部 でにl不 等分網 目の もの を

用 いた。

%上 の 点 (″ ,y)を Pで示 し,lΓヵ
上 (わ

′点 (=ガ , y)「たC・で万tす o

σみ |ノ ](7)′「Ililil`ノ )1′ `lミ
ノ〕。 σ

ア
)iセ 4)だ〕ハ 411鮮 1子

`―

了‐  ノ〕3

′:魚 |′こ腟|(/)t11 う1/こ , 1え 時言Hi」 夕|(■キ→‐」・を
‐pケする。

υ={″,y)I R2く ″2

十(ノ ー4ち +バ )2く (/《十ん)2)    「il の
′ :       

´           |・ 小 |   `乙

θ (′ ′2=″ ヵとおヽ く。

(1)等分斎4111の とき, ノノ (σん
_υ

ん)

P。 =(″ ,y)
Plこ (″ +ん,y)

P2=(″ ,yキ ん)

P3=(″ ~ん 'y)
J〕4=(″ ,y~ん )

点 P。 にち`け る偏微分係数を次の よ 1)に 差分によつて近似す る。

∂
2%  し(′

)1)+%(P3)~2%(″ 。)

I)。

J〕 。

ん

ノ〕
1

″4

∂″″ ん
2
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∂2%  し(F)2)~|も (P4)~2%(P。 )

∂y2

∂し

ん:

%(P2)~%(P4)

∂y      2ん

これ らを (1)式 へ代入 し,次 の差分方程式 を得 る。

%(′。)=2デ βゴ%(Pゴ )

J==1

1

ただし,β l=β3=~~
4

子ゴ
1   3ん

‐
   4    8y

β4

1 3h
I

I

4 By

月 β。=l β,は すべて正 とする。
:´ ==:1 1 3        

° 3

ろ
(y>― ― ん で なければ

2

な ら な 1.^。 )

12)不 等分網目のとき, PCDん

P。 =(″ ,y)
Pl=(″ +ん,y)

P2=(″ 'y十 ん2)

P3=(″ ~ん3,y)
P4=(″ 'y~ん )

′)`)

ん。

P

ん3 ん

ん
ん2,ん 3≦Lん

″4

図
”０

(1)と 同様に して次式が得 られ る。

4
(4}し(P。 )=.ガ β

′
f%(J'1)

た
=1‐

 ‐     ‐

・

2 h, hs
t:
1 ( h,+/t,s ).to

ただし  β

{3}
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ん3ん (2-

(ん + )・ υ

ん )

βg=

ρ′ __
″ 4~

ヮん。ん
L===・ ~7 (ん

+ん 3)・ ″:

ん2んo(2+手ん2)

月 βf=1
J´二103

(ん十ん2)・ り

υ=2(ん2+ん 3)~~~~ん 3(ん ~ん2)
y

ろ
β:は すべて正とする。(y>一

ァ
んでなければなら

な 1ハ 。 )

2。 2 ランダム歩行

境界Fの 時計画 りの方向に,点 /か ら作tじ めて順次,境界点 σに番号

をつけ る。

9ノ   。ノ=1, 2,・ 0・・,1)4 '

ここで川い る方法は,こ のη2個 の点 を.ォttil点 とす るシン′ダム歩行 (ran―

dOm Wa■ k)を もとに している。 歩行は,任 意σ)111子 点 ″。 を出発 し,

領域 じん∪ Γヵ上 を次の規則の もとで行なわれ るもσ′りとす る()す なわ ち

P=″。か ら 4隣 点 Pl,ノ)2,為 , ノ).σ )1マ/｀ ず力か 1つヘ ステツプす る確

率が,そ れぞれβl,β 2,β 3,β4で あるとし(ノ' 牝 6ア )と き1l βf

を用 1.ハ る),さ らにステツフ・を続け,格子点、から格子点へ確率 βゴで動

き,境界点 Cプ に到達したとき歩行は終るも
`)と

する。歩行が,1(1:つ たと

き,各 σノにつ :/ヽ て到達した試行ケ)回数を貯えておくと, %の 値が計算

できる。それを以下に示す。

POか ら丁度 πステツプで,他の境界点11ふれずに初めて 0ノ に達す

る確率を嶺メ(πン/PO'qρ とおく0

泄 几 だ l Pr(γ
/′。,%)が 存 在す ダ i■)ば (存在証明は E2〕 参照、)

/(P。 , Cj)= z「  P″ (,り/P。 , 0ィ )
J   

η==l          J

＼

5
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と定義 す る と, こIIし にIP。 か ら %ノ＼

い ま,POか ら 1ス テ ツプ後には ,

移 るか ら

4

レ′(′
9。

, oノ )=ガ βJ/(P」 ,0ノ )

J==1

が成り立つ。

到達する確率である。

P」 のぃずれか1点へ確率βゴで

(5)

σ′れ
/(P° '%)=騨

rノノ1′
γ(π//P。 ,%)

=ガ
1騨「ヵ

Pr(π/PO,%)=だ
l Pr(7/′

0)=1

ここ |′
1〔 Pr(η′/′PO)は POか ら丁度 πステ ツプで境界へ 到達 する確

二率1で ある。

点01′
′こあヽけるしをノ(0)で表わし,

φ(P。 )=/Σ7 
ノ(ι )/(P。 ,o′.)

σノGrん    J       ノ

なる境 界値 の期待値 を考え ると,(5)よ り

φ(PO)=二 βJ φ(PJ)

なる関係が導かれ る。

すなわち,方程式{3)を 満足している。(β」をβlでおきかえると(4)

式を満チ )

ま た 明 らか に , ″。
「

んな らば

″。=0
P。 キσ

161

(7)

/(′。,σノ)= f

l

く

＼

1

′

であ るか ら

φ (P° )=2fr乃 プ (0ノ )/(PO,oノ )=/(P。 )/(P。 ,P。 )=ス P。 )

となり境界条件をも満足する。

従つて,16)に おける境界値の期待値φ(P。 )は ,求 めるチl暉 %(P。 )で



ある。

I′

プを全体でⅣ回のランダム歩行のうち, 9ノ ∈毛ιで終った回数とし,

/(P。 ,0,)
二 .

=■ im__生
Ⅳ…,∞  Ⅳ

と仮定すると,

十 分大 き 1.ハ Ⅳに 対 して

π                    "        「

%(ρo)=メニ ノ(qノ )/(P。 ,%)～ .ガ /(Oj)=■
ノー :              ′=1   

´  Ⅳ

1  観

=一戸 .ガ 。ノ(η r)f′ .

`v  
′==1       

ノ    ′

である。 すなわち,最後の式は境界値の平均にす ぎないから,そ の結果

の正確さの尺度 と して,標準偏差,分散を使用す る。

従つて近似値/｀
の誤差をどの範囲でおさえるかによつて, ラン ダ ム歩

行数 Ⅳがきまる。

/(%)を んで表わすと,

_ l  π

/=―下ノぎ1為
IIプ

E(/)=%(Po)
σ2(4)=可 (/ノ _/)2}

σ2(ァ)==二 σ2(∴ )υ
   Ⅳ   ・ J

Ⅳ回の歩行の後に,小数以下 ι桁 まで」Eじ 1/ヽ 確率が PAア であるとすると ,

十分大 きい ハアに対 して ,

1 /′  -4-
犠=√可再戸ノ_ト

フ乙己χ

故に Ⅳ=40102`.ι 2σ 2(/ノ )  と4:忠。     (E2〕 )

5。 計算手順

P。 のまわり(ア)4点 為 (づ =1,2,3,4)

D-29
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にお 1.^て の %(P:)も 同時に求めるように した。 即 ち′0か らランダム

歩行 を i井i始す ると同時に, Pi l′′こついて も通過 したか否か標示 してお き ,

通週 した場合 ,新ただ P」 か ら も歩行が始まつた もの と考え,最後に σノ

|(到達 したとき,標示の ある PJ l(つ :.^て も%(PJ)を 求 める()こ れは

%(P。 )の チエックに もなる。

記号 (乃 lill明

」′
Jノ   ;」

7)Jか
ら %|(到 達 した ラ〕/ダ ム`歩行数

じ=□ ,1,0… 。,4

.′
=1,0・・0・・。・,ηι

A,「J  :孔 か ら 出発 した ランダ
｀
ム 歩行 の総 数

鴫ta x;Ⅳ。のよ士大値

毎」v: :歩 行 Ⅳ
ピ |こ かけ る ランダム・ステ ップ数

JJ  ; 孔 を通過 した場合にt rJ=-1, じ巧tl、∩場合 は fi=1 と

標示す るc

r   ;乱 数

(″D, y,) υ
ん

(1}定数の読込み

入カデータ,(″D,yぅ )の すべて,お よび境界の一部 /E間 の境

界点 を読込む。

12)境界値 ん と 巧
,お よび各 (″D,yD)に 対す る格子間隔 ん2,ん3を

計算 し貯える。

13)Ⅳ J DガπⅣJ:五 Jノ
などカウンターをすべて0にはら,9

{4}Pを 出発点 P。 にセ ツ トする。
.πⅣJ(う =0,・ … ,■ 4｀)を 0に する。

ri(じ =1,―・,4)を 1に セ ツトす る。

(5)π祐
に 1を 加え る。 rJ=-1(づ =1,・ 。_4)の ときは πⅣJに も 1

を刀日え る。

16)Pが こ)ん 内に入つたか否か判定 し,

t→  ρ∝υんのときはそのまま17)へ :ハ 〈。



D-51

o P∈ υヵのときはん2,ん3,yか ら確率β子を計算する。

17)乱数 を発生す る。.

(8)上の乱数を用いて,確率β:((6)の 0を 通つたときはβ:)で ′は次

の点へ移 る。

(9) fJ=1 の とき新 しく牙多つた点 ′)が ら ク(等 し1.^と きは rJ=-1に

セ ツ トす る。

伍0 ′)が 境界に到達 したか否か を判定 し

(a)境界上に なければ ,(5)へ 戻 る。

(b)境 界上 |′てあれば ″に対応する。ノを探 し, Iη。に 1を 刀日える。 Aア 。

にも 1を 刀日える。 (11)へ すすむ。

(11) `「π」Vピ 〔̀こ れ
A「Jを

刀日久̈る。 (づ =0, ・・・・, 4)

f:=-1の ときは, I′
Jノ

i(1を 刀11え ' ル
・
J Iこ も

″
i t ylえ るc(じ =

1,O c・ 0, 4)

(12)Ⅳ がギmax』1ク 小さいか否かを判定し

(a)鴫la,x lτ 達して1.^な いときは,(41へ .戻_り ,1り iた lr摯行を開始する。

(0 ハ'max iC達 して 1.⌒ れば ,各 ″ピ |、1つ き

1

%(″′)=―Tガ i_√ ..
ιv J ′  こ′ノ′

1

σ2(/ノ )=_玉

=ガ
ェ゙」ノノ;_tι (J≒ぅ2

ι▼
ゴ  ノ

1

ガ
ノVi‰ =丁

:~

71′ Ar
・

V:

を計算 し,

与 Ⅳf,し (P:)J;(4ρ ,■ 1プ リントする(

計算は終了す る。

4.フ ローチヤー ト

フローチヤー トを図 4(次頁折込 )I(示 す。 ただ し図中の番号は, 6
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の計算手順 の番号 |(対 応 してい る。

5。 計 算 例

(1)乱数 の作 成方法

次の 方法 に よる擬似乱数 を用 l。

^た 。

ri=二 5 15 γJ_1(■Od 259

γO=516

1≦ γ:≦ 259-1で あり,γ :=2~′ r」 は (|〕 , 1)の 間に一様に

分布する乱数である。

与えられた乱数 ri l夕Cよ り点 ′)は 次のよう|こ して新 しい点へ移 る。

0   ≦γ:く βl     のとき″1へ

βl  ≦γ:く β二十β3   のときP3へ

βl+β 3 ■i≧ γlく β」+β 2+β3 のときP2へ

βl+β 2+β 3≦ 7・ :く 1     のときP4へ

ただし, P υんのときはβ
′を用いる。

この乱数の周期にt2夕～1。 37× 1011で ある。(ラ ングムネス′)イ剣li:il[LE5〕 参照)

12)入 カデー タ

″。=6.5, y。 ==16。 5, ん=0。 5

Xl=-2,X2=2 6 ,X3=9
yl=11,y2=16, y3=20

沢 =二 5

%ax=500,
(″D,yD); 12だ 簑

σノ(αし ,yノ
):ノ・=1, °0° 0, 18

13)計 算結果

N。 =500を 単位とする演算を んで数え,合計 た=20回 まで得たの

で, P。 か らラングム歩行数は,全体てif通 して 10,01]l]回 である。

ta)各 P′ |〔 ついてヴ)イliを 表 1-1～ 1--51C示 す。



START

十 1-―′7い′
J

得

ろん  1
κ=一一"・ ―一

8′  4

0,πⅣ
J

づ=0,… ,4

1-J]
じ=1,… ,4

P。 (″D,yD)―′′)(″,y)

~11~′ π Ar」lj掲
Ⅳ

″ :0

+( y~y2+R)2:(R+

乱数

0く γく 1

0
1

(″ ,y)=(″D,yD)と
なる点(″D,yD)を
sOckし ん2,ん 3を

と_り だす

1

γ― ――ン:

4

β
′
(ん2,ん 3,ん

'

確:≧率βfD β
`,β

3を

計算

,r+.h-,try + /t-'Y ″_ん―′″ターん―′y

乱 数

0く γく 1

(β f一 β6)

つ ′・~P]・ 0:+:β +島ρ′
′ノ]

)(

ff 1- /t,-,r″_ん――′″y - /t-,yy - h*,y

舌L 作 成

t7'tv-f'Y

く

<l

<l

/く1)、

∠ヽノ

○
>

>

~~~~~| ④ (。

|_____

PIP

_1_rJ

RESTART

0-毎
「

πⅣj

D― N」

0,ル …
3′

づ==0, ・0, 4

ブ=1,。・〕2

計 算

培界イ苗 f.
.′ Uノ , :,一  ノ ′

ん2' ん3

READ

定数

(α
lD, yD)

ガ■_上σ)(″ノ,yノ )

〆
'ヽψ

図 4 フ ロ ー チ ヤ ー ト
⌒

kこノ

′く=ヽ
く⊇ノ

⌒

モノ

く こ

<l ≧

/″
=)、

V

③ >

＞
一

く 1

≧ く

∪
―
御
Ｎ
Ｉ
ハ

/て:ヽ

t〔ソ

■

く  ≧
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⑩ ⑩Φ)

YES

YES

<1

12

No

γによりP

置:を きめるときyに

No

〇

TYPE

%(Pi),σ (/ノ )

πlvj,Ⅳ
:

じ=o,0… ,4

≧ ⑫(。

Ⅳ。+1-′ Ⅳ。・+1-サ二

境界点 0ノ (″,y)

に対応するノを選

定
境界上にあるか

P(″,y)は

\n,Ni+ 1-tnn,
じ=0, 4

REST ART

二
′

キ 1-だ′..1  '     3′

じ=1,… ,4

N:+1-′ Ⅳ
J

じ=1,…,4

TYPE

ブ,I`:ノ

じ=lo,0-,4

ブ=1,… ,77L

%(り =~瓦
=~、¬ r    r2

ノ, ■′・・ ′ f

`"r   :′  ′ J            __

σ2(ん )=上計
_― %(Pl)`

計 算

得
Ⅳj=

ガ五jノ ん
′

ガπⅣj

ハ
「

:

ST OP

Ｈ
Ｙ
‐
い
い
ゝ
く
Ｎ

λ「      ・ fn
~‐ lVIn ax° lJ
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口
「

(O P。 から各σノ
ヘ到達した歩行の相対度数 」w卜

を表 2に示す。

(C)POか らの ラングム歩行のは じめの数例の動 きを図 5に示 す。

表 1-1

″。=ろ.5, yO=16.5,

σ。(/ノ )=0.380371

P。 1′(かけ る値

ん=0。 5

0.211536

0。 2□ 0248

0。 198669

0.197479

0。200462

0.20681]6

0。 206270

0。 20ア 465

0。 20651]9

0。 203135

0。 201〕 825
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表 1-2 Plに かける値
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表 1~3 /)21こ お`け るイ111
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″3=2.5

σ3(ん )=0・ 5181〕 89

表 1-4 P3に お け る値
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表 1 5 P41′ 'て おけ る値

″4=6. 5 , y4=16。 0 ,

)=0。441]450

ん=0。 5

σ4(。ノノ

ん Ⅳ %(J〕4)

歩イ〒1回当夕5「

均ステツフ数
′
ル
Ⅳ

′
Jヽ
、〕|:彙」ズ下2桁の

正し1バ罐率
p
′
」Ⅳ

212

460

661

893

1112

1555

15ア 3

1795

2〔]2ア

2254

2471

2698
'29D8

6089

5254

6408

5568

3714

5832

6966

0。 355266

0。 305738

0.295843

0。 312159

0。 61]759″ |

0。 516268

0。 517268

0。 321365

0。 61845ア

0.615466

〔〕。312u74

0。 612654

o。 509650

0。611409

0.511608

o。 3115ア |]

0.507120

0。 608566

0.ろ 〔〕9455

0。 311356

5ろ.54

50。 27

46.65

46。 16

46.56

47。 58

47.26

47。 5:5

4ア.59

4ア.22

46.ア 1

4ア.〔〕6

46。 73

∠16。 76

46。 67

46.81

46.64

46。 54

46.59

46。 66

0。 186

0。 265

0。 325

0。 369

0.409

0.4/15

0。 472

0。 495

o。 51[〕

o。 524

D一ろア

1

2

6

4

5

0

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20



I〉-58

表 2 為 から0, へ到達 した歩行 の相対度 数
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