
種々の比伊r場聯IIアルゴリズムの比較について

山梨大学工学部 有沢 誠

The French never care what they do,

actually, as long as they pronounce it
properly. Profesor Higgins

Mv Fair L"dy (by Alan Jay Lemer)

議席配分アルゴリズムが適切でさえあれば,

どの政党が何議席獲得したかには興味がない。

一―一M.Arith

概要

1.は じめに

比例代表制は,按分比例の考えかたによって ,

整数単位にものを配分する方法である。代議員

定数の配分や,政党別当選者の配分など,比例
代表制を適用すべき応用分野は多い.比例代表
制のアルゴリズムとしては,こ れまでに種々の

方法が提案になっている。現在 日本の参議院比

例代表区で採用 している ドン ト法は,そ うした

アルゴリズムの中のひとつに過 ぎない。

一般にここで扱 う問題は,次の形にモデル化
できる。

On Proportional Representative Assignrnent

Algorithms Comparison, by Makoto Arisawa

(Yamauashi Universi ty )

第30回 プログラミング
シンポジウム 1990.1

比

"脚

け覗ヨ1ム l安分比伊μ髪,え力ヽたによって,1整数単位にものを配レ〕する
方法である。1複数|のアルゴリズムを比較する1場合には,そのための基準が

必要,こなる.ここでは 得票数華到生 クォータ1充日L総議席数単調性
の3種翼彩理ぎ隼をもとにして,ドント法 ハミルトン法,ク ォータ法をは
じめとする,種 の々出口I遍諦lアルゴリズムを上螂 :する.こ

`叫
コでlt軽

微な欠陥はあるれ クォータ法が最も適切はアルゴリズムであると結論する。

箱 1～ ■の容量 が ■[1〕～ zlm]で あ ると

き,総 数 り の玉 を箱 の容量 に応 して配分 せ よ .

ただ し配分数 ν[ll～ νlnIは す べて正整数 また

は 0。

ここで ,箱 が選挙区や政党に相当 し,容量が

有権者数や得票数に相当する.配分数の合計が

配分すべき総数になることか ら,

ν[11+¨・+y[nl=υ
がな りたつ .

議員定数の配分では,ど んなに有権者が少な

い場合にも最低限 1名 の代議員定数を確保 しな

ければならない.し たが って り は ■に等 しい

かそれより大 きいことが必要条件になる.そ れ

に対 して代議員を政党に配分する場合には,そ

うした制約はない.ま た νlll～ ν同 がすべて 2

以上などの制約条件を課す こともありうる .
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しか し配分の基本アルゴリズムは,そ ぅした
条件によらず本質的には同 じである.容量 と配
分値の比を制約条件の下で¬i「 きるだけ近い値に

するように,す なわち ,

・ [11/ν [11～ 2[・1/yレ l
ができるだけ近い値になるように,y[11～ 」」を
決めてやればよい .

以下では,y[11～ Л」 に関する制約がない場

合 ,す なわち政党に議席を配分する場合を前提
として議論を進めていく.

一般に個々の容量 a111～ 2[π ]と 総容量 zの

比を配分比率 とよぶ.す なわち ,
2[11+¨ .+=inl=z

とすると,

2[l1/Z,… ,2in1/z
が配分比率であり,そ れぞれ 0～ 1の 間の小数
になる。配分すべき総数に配分比率を掛けた値

を厳密な配分数 とよぶ.す なわち ,
υ× =[11/Z,… ,υ× =[n1/Z

が厳密な配分数である.こ の厳密な配分数がす
べて整数の場合には,そ のまま ν[11～ ν[πlと し

て採用すれば,容量 と配分値の比はすべて等 し
くなる。しか し現実には整数にはならない。

小数部分の端数を切上げた値を厳密な配分数

の上限値 ,小数部分の端数を切 り捨てた値を厳
密な配分数の下限値 とよぶ.両者はたかだか 1
しか違わない.厳密な配分数は無理として も,そ
の上限値か下限値かのどちらかに配分値を定め

たい,と 考えることはきわめて自然である。

以上の問題設定 と個々のアルゴリズムで用い

る記号を,以下に整理 してお く。
■:政党数 (integer);

`:政
党を表わす添字変数

=(1¨ n)の 要素 lnteger);

中l:政党別得票数onteger arrり );
Z=Σ a同 :総得票数(integer);
y[jl:政 党別議席配分数 lnteger array);
υ=Σ y[`l:総 議席数 lnteger);
Z/り=u:議席あたり得票数(real);

“
同/Z=P同 :政党別得票比率 (real);

“
[j1/u=g[jl:政 党別議席配分比率 (real);
CCttng(g‖ ):政 党別配分上限数 (integer);
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∫Iοοr(中l):政党別配分下限数lnteger);
z/(υ +1)=u′ :議席あたり疑似得票数(real);

=[j1/g′
=g′同:政党別疑似議席配分数

(real=r可 );

2。 アルゴリズムの比較基準

一般に複数のアルゴリズムを比較する場合に

は,そ のための基準が必要になる.比例代表制ア

ルゴリズムの場合には,次 の 3条件を採用する

ことが妥当だと考えられる.た だ し「決めかた

をどう決めるか」は,本質的に再帰構造であっ

て,最終的にはどこかで,無限ループを断ち切
る必要がある.そ のことについては本稿ではふ

れない。

1ll 容量に対する単調性があること.す なわち ,

得票数が多い政党は少ない政党より議席が少な

くなることはないこと.式 を用いれば ,任意の添

字 jと Jに ついて,2[づ l≦
"[プ
]であれば ν[jl≦

yIノ]と なること.こ れを「得票数単調性」と呼

3ゞ .

[21 厳密な配分数の上下限に収まること.こ れ

は,y[11～ y[ηlが厳密な配分数の上限または下

限のどちらかに等 しいことを意味する.こ れを

「 クォータ充足性」 と呼ぶ .

[31 定数増加に伴 うパ ラ ドックスがないこと.

これは,容量 =[11～
■
[η]を 固定 した状態で,総数

り を増加 した場合に,ν[ll～ Л」 は増加す るこ

とはあって も減少することはないことを意味す

る.こ れを「総議席数単調性 (house monotone)」

と呼ぶ。この反例を,ア ラバマパラ ドックスと

呼ぶ .

実は 4番 目の性質 として,得票率単調性を考

えることができる.こ れは,あ る政党が前回の

選挙に比べて今回の選挙で得票率を増加 させた

場合に,前回より議席が減少す ることはないと
いう性質である.し か し,こ の性質を満足する
ことが不可能なことは,ス テインハウスの甲羅

三角形 ISteinhaus 48]に よって証明できる.し た

が って ,こ の意味での選挙のパラ ドックスは,比

例代表性アルゴリズムによらず ,生 じる可能性
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がある。

ここにはいくつかの比例代表制アルゴリズム

についての甲羅三角形の例を藤井等君のプログ

ラムで作図 した I有 沢 811,政党数が 3,議 席数

が 5の 場合について描いた ものを図 1に あげて

お く.あ る政党が得票を増加 させて も,他 の 2

政党の得票増減によっては配分議席数が減少す

る可能性があることを,こ れ らの図か ら読みと

ることがで きる.

いっぼ う [21の クォータ充足性は,配分数を厳

密 な割当数の上限下限の範囲に収 めることで ,

で きるだけ按分比例に近い形にす ることを意味

している.た だ し以下に述べるクォータ法やハ

ミル トン法など,こ の性質を満足する方法にも,

ひとつ問題がある .

たとえば 10の 議席をめ ぐって政党が 122あ

り,得票総数 10000票 の割れかたが ,次 に示す

通 りだ った とす る .

■111=5900(59%),
■[21=2900(29%),
a131=2[41=・ =̈2[1221=10(0。 1%).

このとき,議席獲得数 ν[jl(1≦
j≦ 122)は ,次

のようになる。

ν[11=6,
y121=3,

ν[31=1,
y141= y151=・・・= y[1221=0。

大政党の 1と 2がすでに上限値を得て しまっ

た状態で ,ま だ 1議席残 っている。このためど

のアルゴ リズムを用いるにせよ,残 りの 1議席

は 0.1ど こかに与えることになる。 ミニ政党は

それぞれ個々には 0。 1け れ ども,120全 部の支

持 を合計す ると全体の 12ミ ニ政党全体 として

議席 1を 確保 している.

ドループ法の甲皿三角形

ドント法の甲肛三角形

改良 ドント法 (定率 1.3の配分)の甲羅三角形

改良 ドント法 (フ ィポナチ配分)の甲履三角形

図 1 各種アルゴ リズムの甲羅三角形

第30回 プログラミング

シンポジウム 1990。 1

「
¬

r ¬

ヘア法の甲羅三角形 (定数 5)
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現実の選挙でこうした状況が万一生 して も,

規定得票数未満の政党は除外 して計算するなど

の方法で,極端な場合を排除す ることは可能で

ある。またこれを極端な場合 とはみなさず,少

数意見の代表 とみなす考えかたもありうる .

3。 種々の比例代表制アルゴリズ

ム

比例代表制アルゴ リズムは,一 回計算型の も

のと反復型のものに,大 きく 2分できる .

(1)反復型の方法

総議席数を υ=1,2,… と順に 1ず つ増加
して,新 しく υ番目の議席をどの政党に与える

か決めてい くものである.反復型の方法は,必

ず総議席数単調性を満足する。反復型の方法は ,

さらに次の 2通 りに分けることができる .

(1‐ 1)既 に決定 した ν〔
j]に 関するある基準で次

の υ番目の議席をどこに与えるかを決定す る.

それを ν[ん]と すると,υ +1番 目では y[ん]に 関
す る部分だけ基準を計算 し直 して ,`≠ んとな

る 痺 1に ついては ,υ 番目のときの値をそのま

ま使用できる.

このグループに属す るアルゴリズムは,以下

の (a)(b)(f)(g)(h)(i)で ある.

(1-2)υ 番 目の議席をどこに与えるか決定 して

も,υ +1番 目についてはすべての 市 ]に つい
て基準値を計算 しなおす。

以下の 6)が このグループに属するアルゴリズ

ムである.

(2)一 回計算型の方法

政党 ごとの得票数 と総議席数を元に,す べて

の議席配分を一度に計算 して しまうものである。

このとき上限数と下限数に収まるようにすれば ,

クォータを満足する .

このグループに属す るアルゴリズムは,以下

の (c)(d)(e)で ある.
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本稿では,特 に考慮すべきアルゴリズムとし

て,以下の 10種 類をとりあげる.そ れぞれが

ある方針で議席配分を行なうように設計 してあ

る.た だ し政党に議席を配分するのでな く,選

挙区に議員定数を配分することを前提とし,ylil

が正数 (ゼ ロにならない )と した ものも混 じって

いる。

(a)ド ン ト(d'Hondt)法

最 も広 く知 られている方法で,別名 も多い .

Thomas Je■ erson法 ,最大除数法 (method of
greatest divisors:GD),ハ ーゲ ンパ ッハ ビショ

フ法 はすべて ドン ト法 と等価である。

政党ごとの得票数をその政党がこれまでに得

た議席数 +1で割 った値 ,す なわち ,
2[j1/(y[jl+1)

が最大な政党に次の議席を与える,と いう方法

で計算す る。仮の議席総数 υを 0か ら 1ず つ

増加 しなが ら,

中1/(葬 l+1)≦ alJ〕 /(ν〔J]+1)
で等号を満たす添字 Jについて,1議席を追加
する。

あるいは,仮 の議席総数 υを t〃 か ら 1ずつ

増加 しながら,各政党に ″00r(gijl)ず つ議席を

与える.配分議席総数がちょうど り になった

ところで反復を打ち切る.一般には υ≦υで ,

通常 は υ<υである .
このどちらの計算方法を採用 しても,同 じ議

席配分結果になる .

参議院の比例代表区で採用になっているアル

ゴリズムが ドン ト法である。このアルゴリズム

は,そ れぞれの政党が最適な人数を立候補させ

て完全な票割を行 ったという状況で ,得票順に

上位から配分総数まで割 り当てることを意味 し

ている.し たが って,容量の大 きな箱 (大政党 )
に有利なアルゴリズムである。 ドン ト法は下限

数は保証す るが ,上限数より大 きい場合が生 じ

る。クォータ充足性を満足 しない .

(,b)改訂 ドン ト法 (サ ンラゲ法ほか )

ドン ト法の 2番 目の計算方法の途中の過程で ,

分母をν〔づl+1よ りも大きい値にして,大政党

に有利 な点 を薄 め る方法である.た とえばサ ン

ラゲ法 は ,1,2,3,… の代 わ りに ,1,3,5,¨ .で割

第30回プログラミング
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る方法である.こ この記法では ,

2[j1/(ν
[j〕
*2+1)

の値が最大な政党に次の議席を与える。

また,票割が完全 という条件をゆるめて,票

割が不完全な場合を想定 して当選者数を決める

方法がいくつかある.統計的にみて,票 割は調
和級数に近い形になることが多い。そこで各政

党の得票を調和級数に応 して候補者に配分 した

という前提で,得票の多い順に当選者を決めて
いく方法が調和 ドン ト法である。

すなわち通常の ドン ト法では ,

1:1:1:…
という比率で票割をするが ,調和 ドント法では ,

1:1/2:1/3:1/4:…
という比率で票割をする.こ のようにすると大

政党にとって不利な結果が生 じやすい。

なお調和級数の代わりに,単純な等比級数 rた

や,二項級数 たσ2な どを用いることも提案され

ている.し か しどの級数について も一般的傾向

は大政党に不利であり,ま た特定の級数を用い

る妥当性の説明が難 しい .

(c)ハ ミル トン(Alexander HamiltOn)法
この方法は Samuel F.Vinton法 とも呼ぶ.こ
の方法では,ま ず各政党に ∫rοοr(中l)ずつ議
席を与える。次に,c同 =g[jl― ノ′οοr(中1)を計
算し,c同 が大きい順に,余 った議席,すなわち

Σc同 を 1議席ずつ追加配分する.

下限数 と上限数のどちらかに収まるが ,ア ラ
バマパ ラ ドックスを生 じる.総議席数単調性を

満足 しない .

ハ ミル トン法は 19世紀にアメ リカ下院の議

席定数を州に配分する方法として採用になって

いたことがある.し か しアラバマ州で総議席数

単調性を満たさない現象が実際に起 こったこと

か ら,ア ラバマパラ ドックスという名称がつい

た .

以下にハ ミル トン法の欠陥例を単純化 した例

で示す。5党 の得票率が ここに与えたような比

率であるとき,総数を 26か ら 27へ増加 させ

たときの配分数をみると,B党 と C党 の配分
は増加するが,D党 の配分は減少 している.

第30回プログラミング
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政党

A党

B党

C党

D党

E党

合計

得票率

34。 8%
27。 6%
20.2%

12。7%
4。5%
100。 0%

議席配分数の変化

9。 300-→ 9  9。 396→ 9

7.176-→ 7  7.452-→ 8

5.252→ 5  5.454…→,6

3.302-→ 4  3.429-→ 3

1。 170-→,1   1.215-→,1

26          27

(d)ド ループ法

まず各政党に ノ100r(g′同)ずつ議席を与える。

次に ,

C′FI=g′ [`l一 ノIοοr(g′ [:l)
を計算 し ,c′国 が大 きい順に,余 っている議席
を 1議席ずつ追加配分す る.

下限数 と上限数のどちらかに収まるが ,ア ラ

バマパラ ドックスを生 じる.総議席数単調性を

満足 しない.こ の方法はハ ミル トン法の改善を

めざしているが,同 じ欠陥を除去できていない。

(e)改 訂ハ ミル トン法

ハ ミル トン法を一部修正 した方法で,別名改

訂 Vinton法 .ま ず各政党にノIοοr(gijl)ず つ議
席 を与 え る.次 に ,
CIj]=(gijl― ∫′οοr(g同 ))/・ [jl

を計算 し,中lが大 きい順に,余 っている議席を

1議席ずつ追加する。

下限数 と上限数のどちらかに収 まるが ,ア ラ
バマパラ ドックスを生 じる.や はり総議席数単

調性を満足 しない.し たが って同 じ欠陥を除去

できていない。

(f)ウ ェプスター (Daniel Ⅵたbster)法

別 名 を ,端 数 四捨五 人 法 (method of mttor
fractions:MF)と もい う.仮 の議席総数 υにつ

いて ,

t″ ≦υ=Σ″οοr(■ [j]/λ +1/2)
となるような除数λを選ぶ.そ して仮の議席総
数 υを 1ずつ増加 しなが ら,各政党に ,

ノ′οοr(gijl+1/2)
ずつ議席を与えていく.配分議席総数がちょう
ど t〃 になったところで打ち切る.り <υ という

保証はないか ら,下限数を満足する保証 もない .
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(g)ハ ンティン トン(E.V.HuntingtOn)法
等比例法 (methOd Of equal proportions:EP)
という別名 もある.仮の議席定数 υを 0か ら順
に 1ずつ増加 しなが ら,ラ ンク指数 (rank index)
r同を計算比較し,1≦

`≦

nの範囲のすべての
iに つ いて ,

中l≦ rレ l
となるような政党 jに υ+1番目の議席を与え
る.た だ しランク指数 として ,

ν〔J〕×(ν [J〕 +1)
を用いる.

アラバマパラ ドックスは生 じないが ,ク ォー

タを満足 しない。

ランク指数の定義を変えると,他の方法 と等
価な方法を得 ることができる.

(h)調和平均法 (harmonic mean method)
除数法 (d市 isor methOd)の 一種である。調和

平均法の除数基準は ,

dlαl=2α (α +1)/(2α +1)
である。

除数法 IBalinski 75]は 一般に次のように述べ

ることがで きる.

議席定数 りを与えたとき,0≦ λ≦ ooの範
囲の任意の人について ,

α(j,λ )を ■[づ 1/λ ≦ご[α (ちλ)]
となる最小の整数 とする。

Σα(J,λ )=υ
′
≦t〃

かつ十分小 さい cに ついて ,

Σα(j,λ―C)=υ
′′>り

となるように入を選ぶ .

また添字集合 E(λ )を ,

E(λ)=j:ご [α (`,λ )]="同 /λ ,

IE(λ)|=W′
′一 W′ ≧1

とする。もし υ″――υ′>1で あれば,E(λ )の 要
素を適当に順序づけ してα個だけ要素を選ぶ。

ただ し り′+α<♂ tそ のα個の添字について
のみ,中]を 1ず つ増す.そ れ以外の添字につ
いては ν[j]は そのまま変えない .

除数法は,ア ラバマパラ ドックスを生 しない

が ,ク ォータを満足する保証はない.除数基準
の定義を変えると,他 の方法 と等価になる .
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(i)最小除数法 (Smallest divisors method:SD)

除数法の一種である.こ こでの除数基準は ,
ご
[αl=α

である.

ランク指数を用いる方法と除数基準による方

法は関連性があり,(a)(f)(g)(h)(i)の 方法につい

て,ラ ンク指数 ri■ ,alと 除数基準 ご[α]は ,次
のような対応になっている。ただ し,

・
← 中 l,α ← 州 ,α +1← 州 +1,

として適用する.

(a)rレ ,αl=2/(α +1),ご [αl=α +1
(f) rll,al - tl@ + 0.s dl"l-a+0.5
(g)r[・ ,αl=・ / a(a + 1),

ご
[αl= a(a + 1)

(h)ri3,α l=3/(2α (α +1)/2(α +1),
ご
[αl=2α (α +1)/2(α +1)

(1)rレ ,αl==/α ,ご [αl=α .

(j)ク ォータ法(Quota method)
上限下限の範囲内に収まり,し か もハ ミル ト
ン法のような欠陥 もない方法である。パ リンス

キィの文献 IBalinski 75]に この方法の数学的な

性質が出ている.

最初に ,ν [11～ ν[π]の初期値を 0に 設定 して
お く。総配分数を んとして ,ん =1,2,… ,1〃 と順
に,厳密な配分数から既に配分 した数を引いた

値が最大な箱に 1ずつ追加配分する.す なわち ,
ん× =[11/Z― ν[11,… ,ん × π同 /Z― y[π l

が最大 となる添字 んについて ,yIル lを 1増加す
る.こ れを υ回反復する .

アラバマパラ ドックスを生 しない議席総数単

調性を満足する方法で,か つ上限数 と下限数に

収まリクォータを満足する唯一の方法である。

直感的には ,ク ォータ法はハ ミル トン法に沿 っ

た考えかたを受け継 ぎなが ら,そ の欠陥を是正

したアルゴ リズムだといえる.

4。 おわりに

以上のアルゴ リズムを比較 してみると,2節
にあげた 3条件 ,得票数単調性 ,ク ォータ充足
性,総議席数単調性をすべて満足する方法は,(j)

第30回プログラミング
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rijl="同 /



クォータ法だけである.し たがって比例代表制

アルゴリズムとしては,ク ォータ法を採用する

ことが最善だと結論できる.ま た 2節 に示 した

クォータ法の問題点については,選挙区の有権

者数に応 して代議員数を割 り当てるのか,政党
の得票に応 して当選者数を割 り当てるのか,あ
るいはその他の場合かに応 して ,あ らか じめ対

応策を用意 してお くべきであろう.

クォータ法による配分は,ク ォータ充足性を

満足することか ら,ド ント法による配分に比べ

て容量が小 さい箱により多 く配分する傾向があ

る.す なわち,少数意見の尊重の度合が高いと
いえる。

参考のために,ド ン ト法 ,ク ォータ法 ,ハ ミ
ル トン法による議席配分のようすを,最近の参

議院議員選挙比例代表区の実際のデータに適用

した ものを付録に示す .

ここでは,個 々にどの政党が何議席を獲得 した

かには興味がな く,ア ルゴリズムごとの差異に

だけ興味がある.し たが って,個 々の政党名は

明示 しない。

比例代表制アルゴリズムの選択では,ド ン ト

法だけが唯一無二の比例代表制アルゴリズムだ

と信 じ込 まないで,別 の可能性を念頭に置いて

「決めかたをどう決めるか」を考えていくこと

が重要である.ま た,個 々の政党がどの くらい

議席を獲得するかという結果によって,ア ルゴ

リズムの選択をすることがないような機構を備

えていることも大切である .
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順位 得票

1==22132575

2== 9869088

3== 7438501

4== 5430838

5== 3940325

6== 1803051

7== 1759484

8== 1455532

9== 1367291

10==  570995

11==  353334

12=〓‐  247559

13==  156100

14〓=  146243

15==‐   138656

16=〓  109607

17==  103375

18==   68972

19==   60488

20==   42804

21〓=   41275

22==   31464

23=〓   29278

24=〓   18025

25==   17827

26==   16048

27〓=   14010

付録

◇ 1986年 のデータによる配分結果の比較

政党数 =27当選者数 =50総得票数 =57362745

◇1989年 のデータによる配分結果の比較

政党数 =40当選者数 =50総得票数 =56171228

順位 得票

1==19688252

2==15343455

3== 6097971

4== 3954408

5== 2726419

6== 1250022

7== 1179939

8==  993989

9==  872326

10==  711980

11==  682610

12==  341003

13==  334805

14==  319298

15==  173314

16〓=  161523
17==  150735

18==‐  147090

19==  145194

20==  139682

21==  132130

22==‐   121248

23==   72894

24==   60193

25==   44736

26==   43048

27==   41481

28==   41464

29==   32305

30==   29929

31==   24030

32==   23790

33==   18953

34==   15872

35==   14514

36==   10192

37==    8857

38==    8585

39〓=    8127

40==    4865
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