
第 61 回プログラミング・シンポジウム 2020.1.10-12 

 

項書換による証明付き最適化

池渕 未来1,a)

概要：プログラムの最適化には，たとえば short cut fusionのように項書換として実現でき

るものが多くある．書換による最適化が実用されている例として，Haskellのコンパイラで

ある GHCは，Haskellプログラムに対してプログラマの指定した書換規則を適用し最適化

する機能を持つ．一方，証明支援系 Coqは自動証明機能の一環として，等式証明のための

自動的な書換の機能を持っている．今回の発表では，その機能を利用して Coqで記述され

たプログラムを最適化する方法について示す．この方法ではプログラムは最適化されるだけ

ではなく，最適化前のプログラムと最適化後のプログラムが同じ振舞いをすることが自動的

に証明され，最適化の安全性が保証される．具体例として，リストを操作する関数に対する

簡単な書換規則による最適化や，さらに高速フーリエ変換の一般的な場合に対する実装から

特別な場合での効率的な実装の導出を見る．
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1. はじめに

項書換による最適化は，Haskellのコンパイラで

ある GHCなどで採用されている [3]．たとえば，

リストに対する関数 mapを考える．関数 f, リスト

xsに対し，map f xsは xsの各要素に fを適用し

たリストを返す．このとき，さらにもう一つの関

数 gが与えられたとき，以下の式が成り立つ．

map g (map f xs) = map (fun x ⇒ g (f x)) xs

左辺は中間的にリスト map f xsを生み出すため，

右辺のほうが効率がよい．ソースコード中に左辺

の形の項が現れたときは右辺に書き換えるとより

効率的なプログラムになる．実際，GHCはこのよ

うな書換による最適化を施す機能を持つ．書換の

ための規則はユーザーも定義できる．

本稿では，Coq内で書換による最適化を行う方法
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を示す．Coqはプログラムを記述できると同時に

そのプログラムの性質などに関する論理的命題や

その証明を記述し証明の正しさを機械的にチェッ

クできる．Coq内には証明の対象となるプログラ

ムを記述する言語 (Gallinaと呼ばれる)に加えて，

証明を対話的に進めるためのタクティクと呼ばれ

るコマンドを持つ．さらに，ユーザーがタクティ

クを組み合わせて独自の自動証明コマンドを与え

るための Ltacと呼ばれる言語も実装されている．

標準の自動証明タクティクや Ltacを用いると，与

えた性質をみたすようなプログラムを自動的に導

出できることが知られている [1]．本稿で紹介する

内容は，そういった自動証明によるプログラム導

出のうち書換に特化したものである．この方法で

は用いる書換規則にその等式が正しいことの証明

をつければ，最適化前のプログラムと最適化後の

プログラムが等価であることが証明され，最適化

の正しさが機械的に保証される．
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二章でまずリストを操作する簡単なプログラム

に対して最適化の例を見た後，三章で高速フー

リエ変換 (FFT) の一般的な実装から整数環の剰

余環 Z/(22N + 1)Zでのより効率的な実装を導出
する．著者の実装した最適化のための Ltac プ

ログラム optimize, optimize’ の詳細な説明に

ついてはより多くの Coq の知識を必要とする

ためここでは省略するが，それらの実装や今回

扱う最適化対象のプログラム全体を載せたコー

ド は https://gist.github.com/mir-ikbch/

6df11b5ba869c1d17fed5681104f5eb5 で見るこ

とができる．

2. 簡単な例

以下の Coqプログラムを考える．

Definition sqr_list xs :=

map (fun x ⇒ x ∗ x) xs.

Definition sqr_add2_list xs :=

map (fun x ⇒ x + 2) (sqr_list xs).

このプログラムは，Definitionキーワードを使っ

て二つの関数 sqr_listと sqr_add2_listを定義

している．関数 mapは前章で説明した通りである．

関数 sqr_add2_listは，sqr_listの定義を展開

すると

map (fun x ⇒ x + 2) (map (fun x ⇒ x ∗ x) xs)

となり，前章で述べたように中間リストを生成す

る分非効率である．それでは，Coqでこの関数を

最適化することを考えよう．まず，最適化に使う

規則を自動書換のためのデータベースに登録する．

Hint Rewrite map_map : my_db.

Hint Unfold sqr_list sqr_add2_list : my_db.

Hint Rewrite rule : db_name は 規 則 rule

を 書 換 デ ー タ ベ ー ス db_name に 登 録 し ，

Hint Unfold ident : db_nameは定義 identを

データベース db_nameに登録する．map_mapは標

準ライブラリで証明済みの前章で述べた定理

map g (map f xs) = map (fun x ⇒ g (f x)) xs

である．著者の実装したLtacプログラムoptimize

を用いて以下のように入力すると最適化が行わ

れる．

Definition sa_optimized_sig :

{ f | forall xs, sqr_add2_list xs = f xs } :=

ltac:(optimize my_db).

最適化の結果は

proj1_sig sa_optimized_sig

で取り出すことができる．Eval simpl inコマン

ドを使うと結果を確認することができる．

Eval simpl in proj1_sig sa_optimized_sig.

このコマンドを対話環境で実行すると以下を得る．

= map (fun x : nat ⇒ x ∗ x + 2)

: list nat → list nat

二つの mapが一つに融合されたことが確認できた．

もう一つ短い例を考える．

Definition sum xs :=

fold_left Nat.add xs 0.

Definition sum_of_sqr xs :=

sum (sqr_list xs).

ここで fold_left はリストの左畳み込み関数で

あり，

fold_left f [x1; x2; ...; xn] init =

f (...( f (f init x1) x2)...) xn

のように振る舞う．Nat.add の中置記法+を用い

ると，

fold_left Nat.add [x1; x2; ...; xn] 0 =

0 + x1 + x2 + ... + xn

と書け，sumはリストの要素の総和を計算する関数

として定義されていることが分かる．sum_of_sqr

は，その定義からリストの各要素を二乗した後に

総和を取る関数であることがただちに分かるが，

中間リスト sqr_list xsを生成しない実装も存在

する．その実装を導出するためには以下の書換規

則を使う．

fold_left f (map g xs) init

= fold_left (fun x y ⇒ f x (g y)) xs init
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この定理は Coqの標準ライブラリで証明されてい

ないため自分で証明する必要があるが，ここでは最

適化に着目するため証明は省略する．上の規則の

名前を fold_left_mapとし，これや新たに定義し

た関数をデータベースに登録して sum_of_square

の最適化をする．

Hint Rewrite fold_left_map : my_db.

Hint Unfold sum sum_of_sqr : my_db.

Definition ss_optimized_sig :

{ f | forall xs, sum_of_square xs = f xs } :=

ltac:(optimize my_db).

Eval simpl in proj1_sig ss_optimized_sig.

結果は以下となる．

= fun xs : list nat ⇒
fold_left (fun x y : nat ⇒ x + y ∗ y) xs 0

: list nat → nat

sum_of_squareの中間リストを生成しない実装が

得られた．

最適化に使ったコマンドたちの簡単な説明に移

る．sa_optimized_sig，ss_optimized_sigの型

は一般的に{x|P x}の形で書かれ，「命題 P xをみ

たす項 xと P xの証明のペア」の型を表す．つま

り，sa_optimized_sigは

forall xs, sqr_add2_list xs = f xs

をみたす fとその証明のペアとして定義されるこ

とになる．その定義の部分の ltac(..)は Ltacを

使って定義となる (Gallina言語の)項を生み出す

ために使われる．Ltacプログラム optimizeにつ

いては詳細は省略するが，基本的な動作としては

引数 dbに対して

( 1 ) Hint Unfoldで登録した db内の定義をすべ

て展開し，

( 2 ) Hint Rewriteで登録した db内の書換規則を

すべて適用し，

( 3 ) 書換後の左辺の項を結果として返す

というものである．

3. 整数での高速フーリエ変換

高速フーリエ変換 (FFT)は離散フーリエ変換を

分割統治を用いて高速に計算するアルゴリズムで

ある．離散フーリエ変換は (連続の)フーリエ変換

と同様に複素数や実数の上で考えられることが多

いが，整数の上でも考えることができる [4][2](4.3.3

C)，高速な整数乗算や多項式乗算の実装に使われて

いる．より一般には 1の主 n乗根を持つ環で考え

られる．1の主 n乗根とは ωn = 1,
∑n−1

i=0 ωik = 0

(1 ≤ k < n)をみたす ω のことであり，複素数体

では ω = e−2πi/n にあたる．

一般の FFTアルゴリズムは以下のように振る

舞う．Rを 1の主 2N 乗根 ωN を持つ環とし，各

0 ≤ n ≤ N に対して ωn := ω2N−n

N が 1の主 2n 乗

根になっているとする．FFTは長さ 2n のリスト

lを受け取り，

• lの長さが 1(= 20)ならば，lを返す．

• そうでなく，l = [v0; v1; . . . ; v2n+1−1]ならば

l0 := [v0; v2; ...; v2n+1−2]

l1 := [v1; v3; ...; v2n+1−1]

l′0 := FFT(l0)

l′1 := [ω0
n+1;ω

1
n+1; . . . ;ω

2n−1
n+1 ] · FFT(l1)

を計算し，(l′0 + l′1) ++ (l′0 − l′1)を返す．

ここで，リストに対する ·, +, −はそれぞれリスト
の要素ごとの積，和，差を表し，++ はリストの結

合を表す．Strönhage-Strassen [4]は整数環の剰余

環 Z/(22N + 1)Zに対する FFTを整数の高速乗算

のために用いた．Z/(22N + 1)Zでは ωn = 22
N−n

が 1の主 2n乗根となる．ここで，2k ·mは左シフ
ト演算によってより効率的に計算されることを利

用すると上記の一般の FFTアルゴリズム (特にそ

の中の l′1 の計算)はこの場合に関してさらに高速

化される．

この高速化を Coq上で実現しよう．FFTアル

ゴリズム内の l′1 の計算のみを取り出して以下のよ

うな関数を考える．

Definition prt N n := pow 2 (pow 2 (N−n)).

Definition fft_aux xs N n :=

let omegas :=

map (fun k ⇒ pow (prt N (1+n)) k) [0;..;2ˆn]

in
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map2 mul omegas xs.

Z/(22N +1)Zでの演算としての乗算 mul，累乗 pow

は既に定義されているものとした．また，[a;..;b]

はリスト[a; a+1; ...; b]を表し，map2は関数f

と二つのリスト [x1; ...; xn], [y1; ...; ym]

に対して

map2 f [x1; ...; xn] [ y1; ...; ym]

= [f x1 y1; ...; f xk yk]

と振る舞う関数である．(k=min(n,m) としてい

る．) つまり，map2 mul omegas xs は二つのリ

スト omegasと xsの要素ごとの積を取る．これら

をふまえると，prt N mは ωn，fft_aux xs N n

は xsに FFT(l1)を代入すると l′1 に対応すること

が分かる．

使う書換規則として，以下を用いる．

shiftl_mul_pow2 :

forall x y,

mul (pow 2 x) y = shiftl y x

pow_pow :

forall x y z,

pow (pow x y) z = pow x (mul y z)

map2_map :

forall A A’ B C

(f : A → B → C)(g : A’ → A)

(xs : list A’)(ys : list B),

map2 f (map g xs) ys

= map2 (fun x y ⇒ f (g x) y) xs ys

これまでと同じように上記の書換規則を書換デー

タベースに登録して optimize タクティクを使

いたいところだが，Coq の自動書換タクティク

(autorewrite)の制限により mapや map2に渡さ

れた関数内の書換に一般に失敗するため，その点を

改良した optimize’を実装した．書換データベー

スを使う代わりに，optimize’は使いたい書換規

則を列挙したものを受け取る．

Definition ffta_optimized_sig :

{ f | forall xs N n,

fft_aux xs N n = f xs N n} :=

ltac:(optimize’ my_db

(shiftl_mul_pow2,

pow_pow, map2_map))

Eval simpl in proj1_sig ffta_optimized_sig.

結果として以下が表示される．

= fun (xs : list Z)(N : Z)(n : Z) ⇒
map2 (fun x y ⇒

shiftl y (shiftl x (N+1−(n+1))))

[0;..; 2 ˆ n] xs

: list Z → Z → list Z

中間リストの omegasがなくなり，2の累乗との積

が左シフトに置き換えられた．

4. まとめ

本稿では，Coqでリストを操作する関数や FFT

の一般な場合から整数環の剰余環の場合の書換に

よる最適化が施されることを見た．この方法では

最適化の結果が最適化前と同値であることの形式

的証明は，各書換規則の正しさが証明されている限

り自動的に得られる．今回は最適化に使う Ltacプ

ログラムの中身については詳しく説明できなかっ

たが，内部での挙動を知らなくても，展開したい

関数定義や使いたい書換規則を渡すだけで利用で

きるものになっている．プログラムの高速化は重

要であるがバグを生み出す可能性もある．今回の

手法は手軽な形で安全性の保証された最適化を行

う際に有用であると考えられる．
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