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1 はじめに
量子乱流は多数の渦糸からなる非粘性流体で

あり，その解析は渦糸を直接モデリングする渦
糸近似法が有効である [1]．流体のある位置に
おける速度は渦度場から計算されるが，計算機
上でこれを計算する場合，流体中の渦粒子のそ
れぞれについて Biot-Savartの法則による相互作
用を計算する必要がある．これは N体問題の一
種であり，単純に全ての組について相互作用を
計算した場合，流体中のN 個の渦粒子に対して
O(N2)の時間計算量が必要となる．本研究では
高速多重極展開 (FMM)を用いて上記の渦糸の
速度計算の計算量を O(N)に低減する．また，
GPU上で FMMを実装することで更なる高速化
を実現する．

2 渦法
渦糸近似法では流体を渦糸の集合としてモデ

リングし，渦糸間の相互作用を計算することで
流体運動を解く [2]．具体的には，以下の速度の
ポアソン方程式と非粘性の渦度方程式を解くこ
とで解を得る．

∇2u = −∇× ω, (1)

Dω

Dt
= ω · ∇u. (2)

ここで，uは速度ベクトル，ωは渦度ベクトル，
ν は動粘性係数である．渦糸がある点において
誘導する速度は，式 (1)をグリーン関数 Gで重
み付けして積分することで得られる Biot-Savart
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の法則に従う．

ui =

N∑
j=1

αjgσ ×∇G. (3)

ここで用いる 3次元ラプラス方程式のグリーン
関数はG = 1/4πrと表される．式 (3)の計算がN

体問題となるため，この部分の計算を FMMで
高速化する．また，式 (2)は Biot-Savartの勾配
と渦度の内積により計算され，ここにも FMM

を適用することができる．

3 高速多重極展開法 (FMM)

FMMは N体問題を O(N)の時間計算量で解
くアルゴリズムである [3]．FMMでは粒子が存
在する空間を階層的に箱に分割し，末端の箱の
粒子数が一定の以下になるまで分割を繰り返
す．この木構造を元に近傍の箱同士の相互作用
は直接式 (3)を計算し，遠方の箱同士の相互作
用は近似的に計算することで計算量を O(N)に
低減する．遠方の箱同士の相互作用は多重極と
局所展開を用いるが，その次数を大きくすると
精度が高くなる．周期境界条件は空間の一定方
向に同じ場が一定の周期で繰り返されるという
条件であるが，FMMでは木構造の根の多重極
を有効に用いることで，その場合でも O(N)で
計算することができる．

4 実験
FMMの速度と精度を検証するために，まず

は乱数で配置した粒子について実行時間と誤
差についての実験を行った．実験で使用した
CPUは AMD EPYC 7402 24-Core Processor，GPU

は NVIDIA GeForce RTX 3090である.

4.1 粒子数と実行時間
Biot-Savartの法則による渦糸同士の相互作用

の計算を，相互作用を直接計算する場合と，
FMMを用いた場合の実行時間を計測したとき
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の結果を図 1に示す．粒子数 N を増加させた
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図 1 Biot-Savartの法則による渦糸同士の相互
作用計算の実行時間

時，全ての組についての相互作用を直接計算し
た場合には計算時間がO(N2)のオーダーで増加
しているが，FMMを用いて計算した場合は，計
算時間が O(N)のオーダーで増加していること
が確認できる．
4.2 級数展開の次数と誤差

Biot-Savartの法則による渦糸同士の相互作用
の計算について，FMMの次数 P を変化させた
場合の出力の誤差を計測した時の結果を図 2に
示す．次数 P の増加に伴い誤差が減少している
ことがわかる．
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図 2 FMMの次数 Pと誤差の関係

4.3 周期境界条件の範囲と誤差
周期境界条件下において FMMで計算した場

合と周期境界をフーリエ変換を用いて厳密に
計算できる Ewald法で計算した場合とのその誤
差を計測した結果を図 3に示す．FMMの周期
鏡像を増やすことで周期境界条件の近似精度
が厳密な Ewald法に近づいていることが見てと
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図 3 周期境界条件下の FMMの鏡像の数と誤
差の関係

れる．

5 まとめ
量子渦計算を渦法で計算する場合，渦粒子間

の相互作用を Biot-Savartの法則に基づき計算す
る必要がある．これは N体問題の一種であり，
単純に計算するとO(N2)の計算量が必要となる
ところを，FMMを用いることで O(N)の計算量
できる．本稿ではGPU上で FMMを実行するこ
とで，N = 217のときには相互作用を同 GPUで
直接計算した場合よりも 5.33倍高速に計算でき
ることが確認できた．
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