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クラス間の距離を考慮した多変量2値分布における
代表点分析法に関する研究
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概要：概要：多変量 2値分布をよく表すような k 個の点として定義された 2値型代表点分析法は，様々な
データ分析へと活用されている．ここで，2値型代表点分析法には，値が同じような代表点が多数出てし
まうと，代表点の解釈が困難となるという問題が存在する．このような場合，代表点どうしの距離が大き
くなるような距離関数を定義することで，代表点間の違いに着目した分析が可能となり，有効なアプロー
チであると考えられる．本研究では，求める基礎としてデータと代表点との適合度の最大化，および代表
点どうしの距離の最大化の双方を考慮した新たな 2値型代表点分析を提案する．ただし，2値型代表点を
求めるための計算量が膨大となってしまうため，効率良く解を求める必要がある．また，近似アルゴリズ
ムを適用する場合，得られる解の精度が保証されていることが実用上望ましい．そこで，提案する 2値型
代表点分析法の目的関数は，劣モジュラ性を持っていることを示し，貪欲法を用いたアルゴリズムにより，
精度の下限を保証した近似アルゴリズムを提案する．さらに，本研究ではシミュレーション実験により本
研究における提案手法の性質を検証しながら妥当性を示したうえで 2種類の実際のデータに提案手法をあ
てはめて，分析の具体例を示すとともに実世界における適用の有効性を確認する．
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Abstract: Principal points for a binary distribution, defined as k points that well represent a multivariate
binary distribution, has been used for various data analysis. The problem with the Principal points method
is difficult to interpret representative points when there are many representative points with similar values.
In such cases, defining a distance function that increases the distance between representative points can be
an effective approach because it allows analysis that focuses on differences among principal points. This
study proposes a method of principal points for a multivariate binary distribution that considers both the
maximization of the goodness of fit between data and representative points and the maximization of the
distance between representative points as the bias for the search. Here, the computational complexity of ob-
taining a binary representative point is enormous, so it is necessary to find a solution efficiently. In addition,
when applying an approximation algorithm, it is desirable from a practical standpoint that the accuracy of
the obtained solution is guaranteed. Therefore, in this study, we show that the objective function of the
proposed an analysis method using principal points for a multivariate binary distribution is submodular and
propose an approximation algorithm that guarantees a lower bound of accuracy by using a greedy algorithm.
We then apply the proposed method to two types of real-world data to demonstrate the effectiveness of the
method in real-world applications and to provide examples of analysis.
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1. はじめに

近年，データ分析の分野において，クラスタリングに基

づき，データ全体をいくつかのグループに分割して解釈す

るための方法が数多く展開されている．その中で，多変量

2値データに対して実現値（2値）として求められる代表的

な点をもとに，2値データを複数のクラスタへと分割する

2値型代表点分析法 [1]が提案されている．しかしながら，

この問題は NP困難な問題 [1]であるため，その性質を活

用した近似アルゴリズムに関する研究 [2], [3], [4]や，応用

例 [5], [6]に関する研究を通して有効性が示されてきた．

この分析手法は確率分布の代表として Flury [7]によって

提案されたPrincipal Pointsの定義を基礎としたモデルであ

る．Principal Pointsに関する研究は，存在する部分空間を

特定し，任意の分布に対するPrincipal（代表的な）点を容易

に探索することを目的とした理論的な研究 [8], [9], [10], [11]

や，その実データ分析への応用など [12], [13]，数多く存在す

る．また，機械学習の分野において有名な k-means法 [14]

の理論的な性質を明らかにするための研究と位置付けるこ

ともでき，注目を集めている．

ここで，分布を多変量 2値分布に限定したときの Prin-

cipal Pointsとして定義され，その分布に従って生成され

るデータとあてはまり（適合度）を最大化するような点を

探索する 2値型代表点分析法では，分布を分割する，すな

わち分布のクラスタリングと，分布全体の代表点による簡

潔な表現，すなわち，分布の量子化という 2つの側面 [15]

が存在する．特に代表点に興味がある場合において，2値

型代表点分析を適用したとき，データの偏りが大きく偏っ

た 2値分布の形をしている場合に，値が同じような代表点

が多数出てしまい，代表点の解釈が困難となる場合が指摘

される [6]．このような場合，代表点どうしの距離が大きく

なるような距離関数を定義することが有効であると考えら

れる．

そこで，本研究では 2値型代表点 [1]を基礎として 2値

分布と代表点との適合度の最大化，および代表点どうしの

距離の最大化の双方を考慮した新たな 2値型代表点分析法

を提案する．ただし，2値型代表点を求めるための計算は

NP-困難問題として知られているため [1]，効率良く解を求

める必要がある．そのため，本研究では近似解法として貪

欲法を適用する．提案する目的関数は，劣モジュラ性 [1]

を持っていることが示される．よって，貪欲法に基づくア
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ルゴリズム [16]により，精度の下限を保証した近似解を得

ることができる．さらに，本研究ではシミュレーション実

験により本研究における提案手法の妥当性を示したうえで

2種類の実際のデータに提案手法をあてはめて，分析の具

体例を示すとともに有効性を確認する．

2. 準備

2.1 2値型代表点分析法

多変量データが 2 値の場合，連続値と同じ方法で代表

的な値をとろうとすると，連続値になることが多く，実現

値をとることは少ないので，解釈が難しくなる．そこで，

Yamashita らは 2 値型代表点を以下のように定義してい

る [1]．

まず，p次元 2値の確率変数を xi ∈ {0, 1}p とし，xi を

並べた確率変数ベクトルをX とする．また，2p 個の p次

元 2値ベクトルを yj ∈ {0, 1}p（j = 1, . . . , 2p）とする．こ

こで，I を 2値の確率変数の添え字集合（∀i ∈ I），J を k

個の 2値型代表点の候補ベクトルの添え字集合（∀j ∈ J），

U を 2値型代表点の添え字集合（U ⊆ J，|U | = k）とす

る．このとき，集合 U に対する集合関数 L(U)を，xi と

yj の適合度を用いて以下のように定義する．

L(U) =
∑
i∈I

P [X = xi]max
j∈U

p − (xi − yj)T (xi − yj)
p

(1)

このとき，2値型代表点の集合として，式 (2)を最適化す

るような k個の yj を 2値型代表点の集合 U として与える．

argmax
U⊆I

{L(U) | |U | = k} (2)

2.2 2値型代表点の劣モジュラ性と貪欲法に基づく近似

解法

式 (2)で求められる最適化問題は NP困難な問題である

ことが知られており，これに対して貪欲法によるアプロー

チが有効であることが理論的に，実験的に明らかになって

いる．台集合 V とその部分集合 S，T（∀S, T ⊆ V）に対

して，以下の式が成り立つ集合関数 f を劣モジュラ関数と

呼ぶ．

f(S) + f(T ) ≥ f(S ∪ T ) + f(S ∩ T ) (3)

また単調な劣モジュラ関数を貪欲法アルゴリズムに基づい

て最適化した場合，|U | = kとすると最適解に対して精度の

下限を
(
1 − 1

k

)k
倍以上と保証した近似解を得られること

が知られている [17]．この性質を用いて最適なパラメータ

の探索が難しいが劣モジュラ性は有しているような関数の

最適化に関する研究も数多く行われている [18], [19], [20]．

この性質を用いた 2 値型代表点の貪欲法に基づく近似解

法 [1]が提案されており，複数の事例を通して実用上の妥

当性に関する議論も行われている．
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2.3 2値型代表点分析法と確率分布

Flury [7]によって定義された代表点は，確率分布におけ

る代表点である．与えられたデータはあくまで母集団から

のサンプルにすぎず，観測値の裏の確率分布から代表点を

抽出すべきといった立場をとっている．よって，データが

与えられた場合の代表点は， 1©まず確率分布を推定する 2©
得られた確率分布の代表点を求めるといった 2段階のアプ

ローチがとられる [3]．すなわち，具体的な代表点を求める

フェーズは，確率分布を仮定しようとしまいと最適化問題

としては同じアプローチをとることになる．

また，データから多変量 2値の確率分布を推定する際に，

対数線形モデルが用いた推定が提案されている [3]．これ

は，2値変数それぞれの出現確率を線形モデルで表すため

の方法であり，代表点を求める際には実現値ごとの生起確

率を対数線形モデルによって推定する．また，この方法は

データが十分に存在する場合にのみ有効であることが実験

的に調べられており，データの数が少ない場合については，

対数線形モデルにあてはめず，データから得られる頻度分

布をそのまま確率分布と見なす “ノンパラメトリックな方

法”を用いるべきであることが指摘されている [3].

3. 代表点間の距離を考慮した 2値型代表点分
析法の提案

3.1 提案の着想

2値型代表点分析には，クラスタリングする側面とクラ

スタごとに解釈をするための代表点を表す側面があると考

えられる．そのうち代表点に興味がある場合において，従

来の 2値型代表点分析ではデータと代表点の適合度の最大

化により代表点を決定しているため，データによっては複

数の代表点が似たような値をとってしまうことがある [6]．

代表点どうしが似たような値をとり，代表点どうしの距離

が近くなってしまった場合，それらの代表点の間で差異が

小さくなって代表点に特徴がなくなり，解釈がしにくく

なってしまう．逆に，代表点どうしの距離が離れれば，代

表点において，異なる代表点にはない特徴が生まれ，解釈

しやすくなることが期待される．また，代表点どうしの距

離が大きくなるとそれぞれの代表点が様々な値をとるよう

になり，多様なデータに対応することも期待できる．

そこで本研究では，代表点間の距離を大きくするために，

式 (2)で表される 2値型代表点における最適化問題に対し

てペナルティ項を加えることでデータの偏りに対応した 2

値型代表点を提案する．

3.2 代表点間の距離を考慮した 2値型代表点分析法の提案

前節の着想に対して，求める 2値型代表点どうしの距離

が大きくなるようなペナルティ項 R(U)を式 (2)に加えた

代表点間の距離を考慮した 2値型代表点を以下のように提

案する．

まず，ペナルティ項に対して，代表点どうしの距離を大き

くするために，変量ごとの 0の数と 1の数が近くなるような

集合関数を設定する．ここで，yj = {yjh(1≤h≤p) ∈ {0, 1}p}
とし，そのペナルティ項を集合 U に対する集合関数 R(U)

として，以下のように表すことにする．

R(U) =
∑

1≤h≤p

⎛
⎝√∑

j∈U

(1 − yjh) +
√∑

j∈U

yjh

⎞
⎠ (4)

式 (4)において，
∑

j∈U (1 − yjh)は，2値型代表点の変量

hにおける 0の数の和，
∑

j∈U yjhは，2値型代表点の変量

hにおける 1の数の和を表している．ここから，式 (4)の

R(U)を最大化させるときの右辺について考える．

任意の変量 hにおける
√∑

j∈U (1 − yjh) +
√∑

j∈U yjh

について考える．関数 f(x)を式 (5)のようにおく．

f(x) =
√

k − x +
√

x (0 ≤ x ≤ k) (5)

この関数 f(x)は，0 ≤ x ≤ k において，つねに f(x) ≥ 0

であるので，2乗しても大小関係は変わらない．f(x)を 2

乗すると，以下のように変換される．

f2(x) = (
√

k − x +
√

x)2

= k + 2
√

−x2 + kx

= k + 2

√
−

(
x − k

2

)2

+
k2

4
(6)

式 (6) より，x = k/2，つまり，k − x = x に近づく

ほど f(x) は大きくなる．よって，任意の変量 h におけ

る
√∑

j∈U (1 − yjh) +
√∑

j∈U yjh は，
∑

j∈U (1− yjh) =∑
j∈U yjh に近づくとき，つまり 2 値型代表点の変量 h

における 0 の数の和と 1 の数の和が近づくほど，大き

な値をとる．また，R(U) は変量 1 ≤ h ≤ p における√∑
j∈U (1 − yjh)+

√∑
j∈U yjhの線形結合和である．よっ

て，R(U)を最大化するとき，各変量において 0の数の和

と 1の数の和が近づく．これにより，変量ごとに代表点の

値が散らばるようになり，代表点をばらつかせることが可

能となる．

このように求めた R(U)を 2値型代表点の定義式に加え

た関数 Z(U)を最大化する集合 U∗ の要素に対応する k個

の yj を代表点間の距離を考慮した 2値型代表点分析法と

して定義する．ただし，λはハイパーパラメータである．

U∗ = argmax
U⊆J

{Z(U) = L(U) + λR(U) | |U | = k} (7)

ここで，式 (7)における第 1項 L(U)を最大化させる集

合 U を求める問題は，NP 困難な問題であることが知ら

れている．Z(U)を最大化させるときに関しても，ペナル

ティ項の R(U)を加えても計算量は減少しないため，NP

困難な問題である．そのため，近似解法を用いて計算量を
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抑えることが望ましい．一方で，式 (7)で表される目的関

数は劣モジュラ性を指摘することができるため（詳細は付

録に示す）貪欲法によるアルゴリズムが有効であると考え

られる．

3.3 貪欲法に基づく近似解法の提案

本研究では，以下の近似アルゴリズムを提案する．

貪欲法に基づく最適化アルゴリズム

初期値：U0 = ∅，t = 1

STEP1：|Ut| = kになるまで繰り返す．

( 1 ) jt = argmax
j∈J−Ui−1

{Z(Ut−1 ∪ jt) − Z(Ut−1)}
( 2 ) Ut = Ut−1 ∪ jt

( 3 ) t = t + 1に更新する．

STEP2：Ut(t = k)を出力する．

劣モジュラ関数に対して貪欲法を用いて近似解を求め

た場合，その精度の下限は最適解を求めた場合の精度の(
1 − 1

k

)k
倍になることが示されている [2]．また，計算量

に着目すると，全探索により最適解を求める場合の解の候

補の組合せはO(2pk)通りあり，変数が増加すると計算量が

爆発的に増加する．一方，貪欲法を用いて近似解を求める

場合の解の候補の組合せは O(k2p)通りとなり，計算量を

2p の塁乗倍から 2p の定数倍に減少させることができる．

4. 数値例による実験

4.1 実験設定

提案手法の性質を調べるために，数値例による実験を行

う．ここでは，あらかじめ 3つの代表点を決定した（3つ

のクラスタを想定した）下で 4変量の 2値データを発生さ

せ，2値型代表点の貪欲法に基づく近似解法 [1]と提案モデ

ルの貪欲法に基づく近似解法の結果を比較し，推定された

2値型代表点の分布に対する適合度（L(U)）と推定された

2値型代表点どうしの距離（d2）

d2 =
1
2

∑
j∈U

∑
j′∈U−{j}

(yj − yj′)(yj − yj′)T (8)

によって比較する．以下に詳細な設定を示す．なお，本来

であれば，Yamashitaら [3]の提案しているような生成過

程に則りデータを発生させることが望ましいが，以下に示

すように複雑なクラスタを想定し，クラスタ内でのばらつ

きを変化させていくような設定を上記の過程で表現するこ

とは難しい．そこで，以下に示すような生成の過程に基づ

き，シミュレーションデータを発生させることにする．

発生されたデータの中で最も大きなサイズのクラスタ

（クラスタ 1）の代表点の座標を (1, 1, 0, 0)として，100個

のデータを確率的に発生させる．このとき，1番目と 2番

目の変数が 1となる確率を a，3番目と 4番目の変数が 1

となる確率を bとし，(a, b) = (0.9, 0.1), (0.8, 0.2), (0.7, 0.3)

と設定する．これにより，クラスタ 1の内部での分布がば

らついているようなデータを生成することができる．次

に，残りの 2つの代表点のうち，一方を (1, 1, 1, 1)として

固定しすべての変数が 1になる確率を 0.9として 10個の

データを確率的に発生させる（クラスタ 2）．また，他方の

代表点として (1, 0, 0, 0)，(0, 0, 0, 0)，(0, 0, 0, 1)，(0, 0, 1, 1)

の 4種類を設定し（クラスタ 1との代表点の距離がそれぞ

れ 1，2，3，4となる），変数が 1の値をとる確率を 0.9，0

をとる確率を 0.1として 10個のデータを発生させる（クラ

スタ 3）．これにより，クラスタ 3と 1との距離を変化さ

せることができ，分布の偏りを調整することができる．こ

の操作を 10000回繰り返し，代表点を算出した．ただし 2

値分布の推定はノンパラメトリックな方法 [3]を採用した．

このとき，d2，L(U)の平均値を用いて比較する．

4.2 実験結果

得られた結果を表 1 に示す．まず k = 3，すなわち，ク

ラスタのサイズを正しく設定したときに関して，考察を

行う．

このとき，以下の傾向を読み取ることができる．

1© (a, b)の値が近くなるにつれ，そしてクラスタ 1とク

ラスタ 3 の間の距離が大きくなるにつれて従来でも

提案でも L(U)の値は小さくなることが分かる．ただ

し，その値の減少の仕方は提案手法の方が小さいとい

うことが読み取れる．これは，クラス内の分布のばら

つきが大きいほど従来手法と提案手法のパフォーマン

スの差が小さくなることを示唆しているものと考えら

れる．

2© d2 の値は従来手法では，クラスタ 1とクラスタ 3と

の距離が大きいほど大きな値をとる一方で，提案手法

ではつねに最大値をとっていることが分かる．すなわ

ち，提案手法により，距離が大きな代表点を抽出して

いることが分かる．

上記より，k = 3のとき，かつクラス内の分布のばらつ

きが大きいときに従来手法と提案手法の L(U)は近い値を

とり，さらに d2 はつねに提案手法により違いが明確な代

表点を求めることができていることが分かる．

次に k = 4，すなわちクラスタの個数を正しく設定でき

なかったときに関する考察を行う．

3© (a, b)の値が近くなるほど，そしてクラスタ 1とクラ

スタ 3との距離が大きくなるほど提案手法と従来手法

から得られる L(U)の値が近づく．

4© d2の値は従来手法が提案手法の結果に近づいていくも

のの，提案法の d2 はほとんど変わらない．

3©・ 4©の結果より，提案手法によりクラス数を正しく設
定したときも，多少異なるクラス数に設定したときも，好

ましい結果を得られていることが示唆される．

以上の結果より提案手法の有効性および安定性が指摘さ
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表 1 3 つのクラスタを想定したシミュレーションデータにおける従来手法と提案手法の性能

Table 1 Performance of the conventional and proposed method for analyzing the sim-

ulation data assuming the three clusters.

れ，提案手法を用いた分析の妥当性が示唆される．

5. 実データによる分析

5.1 マンゴーの官能評価データの分析

5.1.1 分析対象データ [21]

まずマンゴーを購入するにあたって何を重要視するかに

ついてのアンケートデータを使用して，変数が少ない場合

のデータにおける提案モデルの適用例を示す．高級フルー

ツとして知られるマンゴーは，その保存可能期間の短さや

大量生産の難しさから，高価な値段で取引がされており，

マンゴーのシェア拡大に向けて品種改良や保存方法，輸送

方法の開発が行われている [22]．その一連の中で，消費者

がどのようなマンゴーを好むのかに関する定量的な調査が

必要になり，行ったアンケートデータである．対象は大学

生 53名である．アンケートデータの使用した項目は，「 1©
酸味がある」「 2©噛み応えがある」「 3©濃厚」「 4©みずみず
しい」「 5©やわらかい」の 5個があり，それぞれ 5段階で

評価している（評価 5が最高評価）．

ここでは提案手法への適用のため，データを 2値化した．

このデータを用いて「マンゴーの好み」を，顧客の傾向ご

とに把握するためには，「違いをよく表す」ような代表点に

基づく解釈が好ましい．そこで，このデータに対して距離

が離れる代表点を推定する．このときの実現値ごとの頻度

分布は，表 2 のとおりである．なお，2値分布の推定はノ

ンパラメトリックな方法 [3]を採用した．

5.1.2 分析方法

このデータに対し，提案手法を適用してクラスタごとに

2値の代表点を求める．このとき，ハイパーパラメータで

ある λは 1で固定した．また，代表点の個数は 5個とし

た．上記のデータに対して提案手法と，従来手法（2値型

表 2 2 値のアンケートの頻度分布

Table 2 A distribution of the real binary questionnaire data.

表 3 得られた 2 値型代表点

Table 3 Result of the analysis with principal points for a bi-

nary distribution.

代表点分析 [1]）を適用した．その結果として，それぞれの

代表点，以下の式 (4.1)で表される代表点どうしの距離の

和 d2，代表点に含まれるデータの個数を以下の表 3 に記

載している．ここで，代表点ごとの個数に関して，データ

によってはデータからの距離が最短となる代表点が複数個

ある場合が存在する．その場合は，その個数を m個とし

て，1/m個をそれぞれの代表点の個数にカウントした．

5.1.3 分析結果

提案法を用いて分析した結果を表 3 に示す．表 3 におい
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て，それぞれの手法の一番上の行にある代表点（代表点 1）

がそれぞれの手法で異なる代表点である．従来の 2値型代

表点分析では，代表点 1と 3，代表点 1と 4の代表点どう

しの距離が 1しか変わらず，似た代表点が求められている．

そのため，それらの代表点においてほかの代表点と異なる

ような特徴が少なくなっている．それに対し，提案手法で

は，代表点どうしの距離は少なくとも 2は離れていて，代

表点どうしの距離の総和も，提案手法のほうが大きくなっ

ている．

ここで，実際に提案手法によって得られた解釈を以下に

示す．まず，提案手法から得られた代表点の解釈を示す．

代表点 1：「やわらかさ」を重視

代表点 2：「濃厚」，「みずみずしい」，「やわらかさ」を重視

代表点 3：「酸味がある」，「噛み応えがある」を重視

代表点 4：「やわらかさ」以外すべて重視

一方の従来手法では，代表点 1が「酸味がある」，「噛み

応えがある」，「濃厚」を重視となっており，代表点 3，4と

似た解釈となっている．以上の結果より，提案手法のほう

が代表点それぞれに明確な特徴の違いが出ていて，解釈が

しやすいことが分かる．また，クラスタごとにマーケティ

ング施策を考えようとする場合，代表点に明確な特徴の差

があると，たとえば「酸味がある」，「噛み応えがある」と

答えた人に合うようなマンゴーのブランディングができ，

ターゲットを明確に絞った施策ができる．

また，代表点間の距離を考慮した 2値型代表点分析にお

いて，貪欲法を用いた近似アルゴリズムを適用し，近似解

を求めた場合と全探索により最適解を求めた場合におい

て，それぞれでかかった CPU時間と適合度 L(U)の値を

以下の表 4 にまとめた．

表 4 より，貪欲法を用いた近似アルゴリズムを適用した

場合，CPU時間が全探索に比べて 5,612× 10−3倍になり，

また近似解の精度は，最適解の精度と同じ値が得られた．

これらのことから，提案手法の妥当性が示唆される．

5.2 新聞におけるアンケートデータの分析

5.2.1 分析対象データ [23]

次に，変数の数が 17個のアンケートデータの解析例を

紹介する．解析するデータは，日刊工業新聞 2010年 9月

28日に掲載されたアンケートデータである．これは，日本

100社の社長をアンケート対象としており，「今後の日本

経済に影響があると考えられる項目」を 15項目の中から

5つ選択するものである．17項目の内容は以下のとおりで

ある．

(1)個人消費，(2)為替，(3)規制緩和，(4)株価，(5)税制

改革，(6)設備投資動向，(7)中国景気，(8)米国景気，(9)

新興国の景気，(10)国内の政局，(11)新技術・新製品開発，

(12)鉄鋼などの素材価格，(13)原油・石油製品価格，(14)

国際情勢，(15)製品価格動向．

表 4 CPU 時間と精度の比較

Table 4 Comparison of CPU time and Accuracy.

表 5 新聞データの 0 と 1 の分布

Table 5 A distribution of binary variables of newspaper data.

このときの有効回答者数は 94人であった．また，この

アンケートデータでは，選択する項目の数が 5つと定めら

れているため，とりうる実現値の集合は，1の数が 5つ，

すなわち |x| = 5となる有限集合を 2値型代表点の候補と

した．このデータでは，従来法（貪欲法による近似解）と

提案法（提案法による近似解）の結果を比較し，それぞれ

の性能について評価した．ここで与えられたデータの変数

ごとの分布を表 5 に示す．なお，2値分布の推定はノンパ

ラメトリックな方法 [3]を採用した．

5.2.2 分析条件

まず，k の数を決定するために，このときの λの値を 1

と固定し，k = 2, . . . , 10のすべての場合において提案法お

よび従来法による代表点を算出し，d2 および L(U)を計算

した．ただし，d2は代表点どうしの距離の和として計算さ

れる．よって，代表点の数が増加すればするほど，その値

が大きく増加してしまう．そこで，この分析では，d2に対

して，代表点の組合せの数で割り算をした値を修正 d2 と

して，L(U)および修正 d2 の 2つの観点から最適な kの数

を決定する．以下に詳細を示す．

図 1 の結果より，提案手法の L(U) は k = 2, . . . , 5 ま

では k の数が増加するにつれて大きく改善されているが，

k = 5を境に増加が緩やかになっていることが分かる．さ

らに，従来手法と提案手法の違いが最も小さくなっている

ことが分かる．また，修正 d2 の値は k = 5のときに最も

良い値が得られている．そこで最も代表点間の距離が大き

くなり（違いが明確になり），かつ分布に対するあてはまり

が従来手法に最も近い k = 5のときの結果について以降で

詳しく検討する．

5.2.3 分析結果

分析結果を表 6 に示す．まず，従来法では，v4，v5，v14

がすべて同じ値となっており，これらの変数は代表点とし
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表 6 従来手法および提案手法で得られた代表点 (k = 5)

Table 6 The result of analysis with conventional and proposed method for principal

points (k = 5)

図 1 k の値の変化による L(U) の変化および修正 d2 の値の変化

Fig. 1 The value of the adjusted d2 for each number of k.

て解釈されない．一方で，提案手法ではすべての代表点が

同じ値をとることがないため，すべての変数が代表点とし

て解釈に含むことができる．1番目の代表点と 2番目の代

表点は従来手法および提案手法ともに共通となっている．

異なる代表点として抽出された 3，4，5番目の従来法およ

び提案法の結果に着目すると，その代表点に含まれるデー

タの数は従来手法で得られた代表点に含まれるデータの

数よりも少ないことが分かる．これが従来手法と比較して

Z(U)を低下させる要因となっているものの，一方で代表

点間の距離を増加させる役割を持っている．

次に 1つ 1つの代表点に対する解釈を行う．従来手法の

代表点を具体的に記述する．

代表点 1：（為替，設備投資動向，中国景気，米国景気，新

技術・新製品開発）【高い技術を有し，輸出することに

重きをおいている企業】

代表点 2：（個人消費，税制改革，新技術・新製品開発，原

油・石油製品価格，製品価格動向）【国内での製造業に

力を入れている企業】

代表点 3：（個人消費，税制改革，鉄鋼などの素材価格，原

油・石油製品価格，製品価格動向）【資源を扱う国内の

製造業に力を入れている企業】

代表点 4：（規制緩和，株価，設備投資動向，国内の政局，

製品価格動向）【日本における金融に力を入れている

企業】

代表点 5：（為替，中国景気，新興国の景気，国内の政局，

国際情勢）【高い技術を有し，輸出に力を入れている

企業】

となり，それぞれの企業の名前を参照したものと解釈を比

較すると，よく説明ができていることが分かる．すなわち．

提案手法により，解釈性に優れ，確率分布へのあてはまり

が大きい代表点を抽出することでき，提案法の妥当性が示

唆される．

6. 解釈

6.1 データに対する提案手法の適用

本研究で提案する手法は，多変量の 2値データ，かつ変

数ごとにデータの偏りが大きいものがある（0に偏ってい

る変数や 1に偏っている変数がある）分布に対して有効な

手法である．逆に，分布に偏りがないものに関しては従来

手法と提案手法のパフォーマンスは変わらないことが懸念

される．

そこで例として，4章の数値例による実験を基に，代表

点を (1, 0, 1, 1)，(1, 1, 0, 0)，(0, 1, 1, 0)，(0, 0, 0, 1)として，

各変数に対して代表点が持つ 1の数と 0の数が等しくなる

ように設定し，代表点が 1となっている変数では 1をとる

確率を 0.9，代表点が 0となっている変数では 0をとる確

率を 0.9として代表点ごとに 2値データを 100個ずつ発生

させる．この状態で得られた 400個のデータから 4つの代

表点を求め，これを 10,000回繰り返した場合の確率分布に

対するあてはまり L(U)および代表点どうしの距離 d2 の

平均値と分散値を表 7 に示す．
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表 7 従来法および提案法の L(U) および d2 の平均値と分散値

Table 7 Average and variance values of L(U) and d2 of con-

ventional and proposed methods.

これらの結果を比較すると，L(U)の値は従来手法の方

が値が大きくなった一方で d2 の値に着目すると，より違

いをよく表すような代表点を選択していることが分かる．

よってこのような場合においても提案法を用いるメリット

があることが分かる．ただし，計算コストが大きくかかる

ため分析の際には生データの様子を十分に確認し，必要性

を確認したうえで提案手法を用いることが望ましい．

6.2 高次元データに対する適用について

本研究で提案する 2値型代表点は，データが高次元であ

る場合（高次元の確率分布を仮定する場合）にも定義する

ことができる．ただし，多変量 2値分布のとりうるすべて

の値の中から最適な代表点の組合せを探索する必要がある

ため，目的変数である式 (7)の集合 J の要素数が爆発的に

大きくなってしまい，計算量コストの少ない貪欲法であっ

ても最適化のための計算量が膨大になってしまう．よっ

て，このような場合に関しては，データとして発生してい

るパターンのみに J の要素を限定する，または，対象と

なるデータの特徴を調べ，変数の数を減らしたうえで最適

化を行う必要がある．1の数や 0の数の偏りによって変数

を限定することは，本来，本研究において対象としている

データの偏りを解消することになる点には注意が必要であ

ると考えられる．

7. おわりに

本研究では，多変量 2値分布に対するあてはまりの最大

化の観点から探索される 2値型代表点におけるクラスタリ

ングと解釈の 2つの視点を同時に考慮した新たな 2値型代

表点分析を提案した．さらに，2値型代表点を求めるため

の計算量が膨大となってしまうため，効率良く解を求める

ための近似解法として解の精度の下限を保証したアルゴリ

ズムを提案した．この目的関数は，劣モジュラ性を持って

いることが分かるため，貪欲法を用いたアルゴリズムによ

り，精度の下限を保証した近似解を得ることができること

を示した．さらに，本研究ではシミュレーション実験によ

り本研究における提案手法の妥当性を示したうえで 2種類

の実際のデータに提案手法をあてはめ，分析の具体例を示

すとともに有効性を確認した．

今後の課題として 2点を指摘する．1点目はハイパーパ

ラメータの設定方法である．今回のモデルにおけるクラス

数 kやハイパーパラメータである λは，現状，結果の比較

をすることで，最適な値を決めている．その結果，解釈性

やデータへのあてはまりといった評価指標が複数存在し，

それらを総合的に考えるという時点で，恣意性が含まれて

いる．よって，それぞれの指標をどのように評価するのか

に関する汎用的かつ客観的な方法を開発することが 1つ目

の課題である．

2つ目は，モデルの拡張である．今回はクラス間の距離

を大きくするというポリシのもと定式化を行った．しかし

ながら，現実のデータ分析に関する問題では，なるべくク

ラスに含まれる分布の出現確率を均一にしたい，選択され

る 1の数を一定にしたい，というようなニーズが考えられ

る．これに対し，適切な目的変数を設定し，さらに性能の

良い最適化アルゴリズムを提案することによって，データ

分析における数多くの問題を解決することができるように

なるものと思われる．そこで，これらの問題設定とその定

式化について，様々な実データの分析をもとに提案してい

くことも課題としてあげられる．
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付 録

A.1 劣モジュラ性の証明

近似解法を提案する際に式 (7)の劣モジュラ性を示すこ

とができれば Yamashitaら [1]と同様に貪欲法に基づく精

度の下限値を保証した近似解を現実的な計算量によって求

めることができる．

A.1.1 命題

U を集合，λを実数とする．このとき，下式で表される

集合 U に対する集合関数 Z(U) = L(U) + λR(U)は劣モ

ジュラ関数である．

以下，この命題を示すために 1つの補題を示す．

A.1.2 補題

集合 U に対し，その要素 jに対応する 2値ベクトルを yj

とする．また，そのベクトルの要素を yj = {yjh(1≤h≤p) ∈
{0, 1}p} とする．このとき，集合関数

√∑
j∈U (1 − yjh)，√∑

j∈U yjh はいずれも劣モジュラ関数である．

〈証明〉

h(x) =
√

x（x ∈ R | x ≥ 0）は単調増加関数であり，

かつ補凹関数であるので，0 ≤ ah < bh，th ≥ 0 となる

ah, bh, th ∈ Rに対して，以下の式が成り立つ．

√
ah + th −√

ah ≥
√

bh + th −
√

bh (A.1)

ここで，T ⊆ U ⊆ J，i ∈ J − U となる集合，要素に対し，

ah，bh，th を以下の式のようにおく．

ah =
∑
j∈T

(1 − yjh) (A.2)

bh =
∑
j∈U

(1 − yjh) (A.3)

th = 1 − yih (A.4)

このとき，
∑

j∈T (1 − yjh)と
∑

j∈U (1 − yjh)に対して，

下式が成り立つことに注意する．∑
j∈T

(1 − yjh) ≤
∑
j∈U

(1 − yjh) (A.5)

この式 (A.2)から式 (A.5)を式 (A.1)に代入すると，以

下の式が成り立つ．√∑
j∈T

(1 − yjh)+1 − yih −
√∑

j∈T

(1 − yjh) ≥
√∑

j∈U

(1 − yjh)+1 − yih −
√∑

j∈U

(1 − yjh) (A.6)

√ ∑
j∈T∪{i}

(1 − yjh) −
√∑

j∈T

(1 − yjh) ≥

√ ∑
j∈U∪{i}

(1 − yjh) −
√∑

j∈U

(1 − yjh) (A.7)

この式 (A.7)は式 (3)より，集合関数
√∑

j∈U (1 − yjh)

が劣モジュラ関数であることを示している．

同様に，
√∑

j∈U yjh についても劣モジュラ関数である

ことが分かる．よって，補題は示された．

以下 1 つの補題より，命題が成立することを示す．ま

ず，式 (4)の R(U)に関して考える．任意の変量 hにおけ

る
√∑

j∈U (1 − yjh)，
√∑

j∈U yjh は，補題よりどちらも

劣モジュラ関数である．ここで，劣モジュラ関数の和や実

数倍からできた集合関数は劣モジュラ関数であることが知

られている [23]．よって，
√∑

j∈U (1 − yjh)+
√∑

j∈U yjh

も劣モジュラ関数である．また，R(U)は変量を 1 ≤ h ≤ p
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とした
√∑

j∈U (1 − yjh) +
√∑

j∈U yjhの線形結合和であ

るので，R(U)は劣モジュラ関数である．

次に，Z(U) = L(U) + λR(U)について考える．λR(U)

は劣モジュラ関数 R(U)の実数倍となっているので，劣モ

ジュラ関数である．また，L(U)は劣モジュラ関数である．

よって，Z(U)は，2つの劣モジュラ関数 L(U)と λR(U)

の和でできた集合関数であるので，Z(U)は劣モジュラ関

数である．これにより，命題は示された．
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