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アルファベット順による lex-parse サイズ比

中島 祐人1,a) クップル ドミニク2,b) 舩越 満1,c) 稲永 俊介1,d)

概要：文字列の圧縮表現の一つに macro scheme と呼ばれる表現方法がある．macro scheme では，部分文
字列を別の位置での出現へのポインタで表現することにより，文字列をコンパクトに表現する．lex-parse

は，macro scheme の一つを与える文字列分解であり，辞書順依存の構造である．つまり，辞書順の変化
により lex-parse はその形を変えうる．本研究では，フィボナッチ語と呼ばれる規則的な文字列の系列の
lex-parse について考え，異なる辞書順による lex-parse の変化およびそのサイズ比について議論する．
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1. はじめに
本研究では，辞書式順序に基づいた文字列分解の一つで

ある lex-parse について，アルファベット順による（圧縮）
サイズ比について議論する．

1.1 アルファベット順による lex-parse 最小化
辞書式圧縮 (dictionary compression) は可逆圧縮の一種
であり，反復性の高い文字列に対して有効な圧縮の枠組
みである．例えば，文字列の前方へのポインタで表現す
る LZ77 は gzip と呼ばれる圧縮ツールの核をなし，辞書
式圧縮法の代表格である．また，macro scheme [1], [2] と
呼ばれる辞書式圧縮は，前方に限らない任意の位置の出
現へのポインタで文字列を表現しており，LZ77 の一般化
である．一般に macro scheme は一意に定まらず，最小
サイズの macro scheme を求める問題は NP 困難である
ことが知られている．lex-parse [3] は macro scheme の一
つを与える文字列分解であり，線形時間で計算可能であ
る．任意の文字列 w に対して，最小の macro scheme の
サイズを b(w)，lex-parse のサイズを v(w) としたとき，
v(w) ∈ O(b(w) log(n/b(w))) が成り立つことが知られて
いる．
lex-parse は辞書式順序を用いて定義される分解であり，

異なる順序に対する分解は一般に異なる．つまり，同じ文
字列に対して lex-parse のサイズが小さくなる順序を選ぶ
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ことができれば，より効率的に圧縮できることを意味する．
ここで，アルファベット Σ 上の全順序 ≺ における文字列
w の lex-parse のサイズを v(w,≺) とすると，先の問題は，
文字列 w ∈ Σ∗ に対して，v(w,≺) を最小にする Σ 上の全
順序 ≺ を求める問題（lex-parse 最小化問題）として定式
化される．

1.2 主結果
本研究では，lex-parse 最小化問題の効率的解法を開発
するアプローチとして，異なるアルファベット順における
v(w,≺) の比の最大値の上下界を与える．Σ 上の全順序集
合 A について，

LP(w) = max
≺1,≺2∈A

v(w,≺1)

v(w,≺2)

と定義すると，主結果は以下の通りである．
定理 1. 長さ n の任意の文字列 w について，LP(w) ∈
Θ(log(n/b(w))) が成り立つ．
特に，下界についてはフィボナッチ語と呼ばれる文字列

の系列を用いることで示すことができる．

1.3 関連研究
アルファベット順の変更により文字列構造を最適化す

る問題に対する研究は，Burrows-Wheeler（BW）変換や
Lyndon 分解に対して以下のことがこれまでに明らかにさ
れている．BW 変換は lex-parse と同様に，接尾辞の辞書
順の関係により定まる文字列の変換である．変換後の文字
列は同種の文字が連続して現れやすく，連長圧縮によって
コンパクトに表現できると期待される．BW 変換は，索引
構造をはじめとした様々な文字列処理に利用されるばかり
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でなく，実用面においても bzip2 と呼ばれる圧縮ツールに
用いられるなど，重要な技術である．この BW 変換の連
長圧縮サイズの最小化問題について，決定問題が NP 完全
であり，さらに最小化問題は APX 困難であることが知ら
れている [4]．また，Lyndon 分解と呼ばれる辞書式順序に
基づいた文字列分解について，分解サイズの最小/最大化
問題を Clare と Daykin は提案し，発見的解法を与えてい
る [5]．その後も同問題に対するいくつかの発見的解法が提
案されている [6], [7]. 一方で Gibney と Thankachan は，
Lyndon 分解の最小/最大化問題について，決定問題が NP

完全であることや，ユニークゲーム予想 (Unique Games

Conjecture) の下での近似困難性について述べている [8]．

2. 準備
2.1 文字列
Σ でアルファベットを表し，Σ∗ の要素を文字列と呼ぶ．
文字列 w の長さを |w| と表す．また，長さ 0 の文字列 ε

を空文字列と呼ぶ．文字列 w = xyz について，x, y, z をそ
れぞれ w の接頭辞，部分文字列，接尾辞と呼ぶ．文字列 w

の i 番目の文字を w[i] で表す (1 ≤ i ≤ |w|)．任意の文字
列 w と二つの整数 i, j (1 ≤ i ≤ j ≤ |w|) について，w[i..j]

は位置 i を開始位置とし，位置 j を終了位置とする部分
文字列を表すとする．言い換えると，w[i..j] = w[i] · · ·w[j]
である．便宜上，i > j であるとき w[i..j] = ε とする．任
意の異なる二つの文字 a, b ∈ Σ について，a が b より小さ
いことを a ≺ b で表す．

2.2 lex-parse と macro scheme

lex-parse は，接尾辞配列 (suffix array)，逆接尾辞配列
(inverse suffix array)，最長共通接頭辞配列 (longest com-

mon prefix array) によって定義される文字列分解であ
る [3]．
定義 1. 長さ n の文字列 w の非空なすべての接尾辞を辞
書順に整列したときの接尾辞の開始位置の列からなる配列
SA を w の接尾辞配列と呼ぶ．また SA[i] = j に対して，
ISA[j] = i を満たす配列 ISA を w の逆接尾辞配列と呼ぶ．
さらに，LCP [i] が w[SA[i− 1]..n] と w[SA[i]..n] の最長共
通接頭辞の長さを格納する配列 LCP を w の最長共通接頭
辞配列と呼ぶ（ただし，LCP [1] = 0 とする）．
定義 2. 文字列 w の分解 W1, . . . ,Wv が w の lex-parse

であるとは，任意の i について Wi = w[si..si + |Wi| − 1]

が，|Wi| = LCP [ISA[si]] を満たす，または，|Wi| = 1 か
つ LCP [ISA[si]] = 0 を満たすことである（図 1 参照）．ま
た，v を lex-parse のサイズと呼ぶ．
macro scheme [1], [2] は，以下のように定義される文字
列のコンパクトな表現の一つである．
定義 3. 文字列 w の macro scheme は，以下の二種類の規
則による w の表現である．

SA ISA LCP 整列された接尾辞列
9 3 0 a

6 6 1 a a b a

1 9 4 a a b a b a a b a

7 5 1 a b a

4 8 3 a b a a b a

2 2 3 a b a b a a b a

8 4 0 b a

5 7 2 b a a b a

3 1 2 b a b a a b a

1 2 3 4 5 6 7 8 9
a a b a b a a b a

lex-parse

図 1 文字列 aababaaba の SA，ISA，LCP，lex-parse を示す．

( 1 ) w[i..j]← w[i′..j′]

( 2 ) w[i]← a (∈ Σ)

規則 (1) は，部分文字列 w[i..j] は [i′..j′] に出現を持ち，
コピーされることを意味する．規則 (2) は，w[i] = a で
あることを意味する．ここでは，元の文字列を一意に復元
可能な macro scheme のみを考えることとする．また，規
則の数を，macro scheme のサイズと呼ぶ．最小サイズの
macro scheme を求める問題は NP 困難であることが知ら
れている．lex-parse を用いることで，macro scheme の一
つを得ることができる．lex-parse の定義の後者の条件に
よる部分文字列は規則 (2)，前者の条件による部分文字列
は規則 (1) を用いれば良い．図 1 の例では，

w[9]← a

w[8]← b

w[1..4]← w[6..9]

w[5..6]← w[8..9]

w[7..7]← w[1..1]

のように lex-parse サイズの macro scheme を構成できる．

3. lex-parse サイズ比の上下界
本章では，1.2節で述べた主結果の概要を紹介する．

3.1 下界
下界を与えるために，フィボナッチ語と呼ばれる文字列

の系列を用いる．
定義 4. アルファベット {a, b} 上の k 番目のフィボナッチ
語 Fk は以下のように定義される．
• F0 = b, F1 = a

• Fk = Fk−1Fk−2 (k ≥ 2)

以下に，7番目までのフィボナッチ語を示す．
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F0 = b

F1 = a

F2 = ab

F3 = aba

F4 = abaab

F5 = abaababa

F6 = abaababaabaab

F7 = abaababaabaababaababa

次に示す補題は，フィボナッチ語の lex-parseサイズにつ
いて述べている．また，フィボナッチ語 Fk のmacro scheme

のサイズは定数であることが知られているため [3], [9]，下
界 LP(w) ∈ Ω(log(n/b(w))) を得ることができる．
補題 1. アルファベット {a, b} 上の k 番目のフィボナッチ
語 Fk について，Fk の lex-parse サイズ v(Fk) は，
( 1 ) k が奇数かつ a ≺ b のとき v(Fk) = ⌈k2 ⌉+ 1，
( 2 ) k が奇数かつ a ≻ b のとき v(Fk) = 4，
( 3 ) k が偶数かつ a ≺ b のとき v(Fk) = 4，
( 4 ) k が偶数かつ a ≻ b のとき v(Fk) =

k
2 + 1．

この補題の (3) は，Köppl と I のフィボナッチ語の接
尾辞配列に関する定理 [10]より導くことができる．(2) に
ついても同定理に対してフィボナッチ語の偶奇性による性
質を用いることで導くことができる．(1) は Navarro らに
よって示されているが [3]，フィボナッチ語の巡回に関する
性質を用いているため，この結果から (4) を直ちに導くこ
とは容易ではないと考えられる．そこで本研究では (1) に
対して，巡回を用いた議論なしの別証明を与えた．この証
明およびフィボナッチ語の偶奇性による性質から (4) の結
果も導くことができる．本稿では証明の詳細は割愛する．

3.2 上界
lex-parse サイズの macro scheme が存在するため，

v(w) ≥ b(w) が成り立つことは明らかである．また，
v(w), b(w) に関する以下の関係より，lex-parse サイズ比の
上界 LP(w) ∈ O(log(n/b(w))) を導くことができる．
補題 2 ([3]). 任意の文字列 w について，

v(w) ∈ O(b(w) log(n/b(w)))

が成り立つ．
つまり，以下を満たすある定数 c が存在する．

v(w,≺1)

v(w,≺2)
≤ c · b(w) log(n/b(w))

b(w)

= c · log(n/b(w))

4. おわりに
本研究では，アルファベット順による lex-parse サイズ

比についてタイトな上下界を与えた．このような枠組みの
問題は，辞書式順序依存である様々な文字列構造に対して
考えることができるが，著者らの知る限り，lex-parse はタ
イトな上下界を持つことが明らかになった初めての文字列
構造である．
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ings, Part I (Bäck, T., Preuss, M., Deutz, A. H., Wang,
H., Doerr, C., Emmerich, M. T. M. and Trautmann, H.,
eds.), Lecture Notes in Computer Science, Vol. 12269,
Springer, pp. 390–403 (online), DOI: 10.1007/978-3-030-
58112-1 27 (2020).

[8] Gibney, D. and Thankachan, S. V.: Finding an
Optimal Alphabet Ordering for Lyndon Factorization
Is Hard, 38th International Symposium on Theo-
retical Aspects of Computer Science, STACS 2021,
March 16-19, 2021, Saarbrücken, Germany (Vir-
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