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ヒト胚子発生の形態解析に向けた
幾何変換場のスペクトル分解
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概要：本研究では，ヒト胚子発生の形態解析を目的として，発生過程における変形を対象としたスペクト
ル分解の定式化を提案する．変形は 3次元メッシュ上で滑らかに変化する幾何変換の場として表現できる
が，幾何変換は加法で閉じていないため，従来のグラフフーリエ変換を直接適用することはできない．そ
こで本稿では，非可換性を考慮した乗法による定式化を導入することでグラフフーリエ変換を拡張し，幾
何変換場をさまざまなスケールの変形成分へ分解する手法について述べる．また，スパース正則化を加え
て最適化することで，重要な変形成分のみを抽出する手法についても述べる．実験では，提案手法を用い
てヒト胚子の変形を分解した成分の解釈を試みた．

1. はじめに
ヒトの形態形成過程の理解は発生学における重要な課題

である．妊娠 3–9週の発生初期を胚子期と呼び，様々な臓
器が分化する器官形成期であるだけでなく，3次元的に劇
的な変形が生じることで知られている [1]．また，胚子期
は外的要因への感受性が強く，様々な先天異常を生じる可
能性がある [2], [3]．異常発生のプロセスの解明に向けて，
正常な発生を 3次元的に理解することを目的とした様々な
研究が行われている．それらは主に，微細な胚の画像取得
により形態形成を可視化するもので，MR顕微鏡によるも
の [4]，位相 X線 CTによるもの [5]などが挙げられる．ど
ちらも 3次元的な形態変化をイメージングによって詳細に
観察しているが，複雑な変形の解釈には至っていない．
この複雑な変形を解釈するうえで，マルチスケールな変

形へ分解することがアプローチの一つとして考えられる．
Huangら [6]はほぼ剛体とみなせるパーツから構成された
3次元メッシュのアニメーション系列を対象として，メッ
シュ間の変形を少数かつ局所的に定義された変形の重み
付き和として表現し，最適化によりこれらを求めている．
しかしながら，ヒト胚子の変形は全身で生じる変形も含ま
れるため，局所的な変形へ分解する手法のみでは不十分で
ある．
そのため本研究では，ヒト胚子の発生前後における複雑

な変形に対して，マルチスケールな変形成分へ分解できる
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図 1: 解析の対象とする CS17（左）と CS23（右）のモデル

スペクトル分解手法の開発を提案する．
以降，本稿における章構成は次の通りである．2章では

本論文で扱う胚子モデルについて，3章ではグラフフーリ
エ変換と扱われる基底について述べる．そして，4章で提
案するスペクトル分解手法および重要な変形成分の抽出に
ついて述べる．これにより提案手法から得られた結果を 5
章に示し，分解した変形の評価を行う．

2. 問題設定
本研究では，ヒト胚子の発生過程における変形を解析の

対象とする．京都コレクション [5]には正常体・異常体も
含め，さまざまな発生段階にあるヒト胚標本が収蔵されて
いる．また [7]では発生学に関する教材の開発を目的とし，
胚子期における Carnegie stage (CS) 13–23のそれぞれにつ
いて，個体差などを除いた標準的な形態を，デザイナーが
専門家と相談し作成した 3次元メッシュが存在する．発生
過程における変形を示すため，異なる発生段階にあるモデ
ルの頂点間で対応が取れており，共通の三角メッシュ構造
を持つよう構成されている．この時，モデル間の変形は対
応する頂点間での位置変化として記述することができる．
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本研究では，これをメッシュ上で定義された信号とみなし
てスペクトル解析を行うことによって，変形の成分分解を
試みる．本稿では図 1に示す，CS17から CS23への変形を
解析対象とする．
現段階では人手で作成された 3 次元メッシュ系列を対

象としているため，頂点間の対応関係が既知であることや
メッシュ構造が共通であることを仮定しているが，仮に発
生段階によって異なる頂点数やメッシュ構造を持つ場合に
も，例えば [8]のような形状解析手法を用いることにより
メッシュ間の対応付けが得られると考えられる．

3. 3次元メッシュ上の信号に対するスペクト
ル解析

信号処理は，音声や画像といった信号の圧縮・伝送・保
存を目的として，フーリエ変換に代表されるようなスペク
トル解析等を行う技術である．一般的な信号処理では，信
号が時間的あるいは空間的に均等にサンプリングされてい
ることを前提とする．これに対し，グラフは一般に均等で
ないため，その頂点上で定義された信号に対して従来の信
号処理技術はそのまま適用できない．このような不均等に
サンプリングされた信号に対しては，信号の構造を陽に指
定した上で処理を行う，グラフ信号処理 [9]が用いられる．
ここでは，グラフ頂点上で定義された信号に対する解析手
法の基礎理論について述べる．

3.1 グラフラプラシアンと固有ベクトル
有限無向グラフは𝒢 = {𝒱,ℰ}と表現できる．𝓋 ∈ 𝒱 は

頂点，ℯ ∈ ℰ は辺である．このメッシュにおける頂点数
は |𝒱 | = 𝑁 である．頂点番号を 𝑖，𝑖 に隣接する頂点番号
を 𝑗 ∈ N (𝑖) と表記する．グラフ信号を f ∈ R𝑁 と定めると
き，f に対するグラフラプラシアンは次のように表現され
る [10]．

(Lf)𝑖 =
∑

𝑗∈N(𝑖)
𝑤𝑖 𝑗 ( 𝑓𝑖 − 𝑓 𝑗 ) (1)

ここで，𝑤𝑖 𝑗 は 2つの頂点 𝑖, 𝑗 を結ぶ辺 ℯ𝑖 𝑗 に定義された重
みである．式 (1)を行列形式によって表記すると，グラフ
ラプラシアン Lは隣接行列 Aと次数行列 Dを用いて以下
で表される.

L = A − D (2)

A𝑖 𝑗 =


𝑤𝑖 𝑗 ℯ𝑖 𝑗 ∈ ℰ

0 otherwise
(3)

D = diag

(∑
𝑗

𝑤1 𝑗 , · · · ,
∑
𝑗

𝑤𝑁 𝑗

)
(4)

このとき，グラフラプラシアンLも実対称行列となる．Lの
固有値を {𝜆𝑙}，固有ベクトルを {u𝑙}とする (𝑙 = 0, 1, ..., 𝑁−1)
と，固有値問題は次式で示すことができる．

Lu𝑙 = 𝜆𝑙u𝑙 (5)

また，L は実対称行列であるため，固有ベクトル・固
有値により構成される行列 U = [u0, · · · , u𝑁−1]，Λ =

diag (𝜆0, ..., 𝜆𝑁−1) によって以下のように表される.

L = U𝚲U⊤ (6)

3.2 グラフフーリエ変換 [11]
信号 𝑓 (𝑡) に対するフーリエ変換は以下のように定義さ

れる．
𝑓 (𝜉) := ⟨ 𝑓, 𝑒j2𝜋 𝜉𝑡 ⟩ =

∫
R
𝑓 (𝑡)𝑒−j2𝜋 𝜉𝑡𝑑𝑡 (7)

上式における複素指数関数は，以下に示される 1次元のラ
プラス作用素の固有関数である．

− 𝜕2

𝜕𝑡2
= (2𝜋𝜉)2𝑒j2𝜋 𝜉𝑡 (8)

つまり，フーリエ変換はラプラス作用素の固有関数によ
る 𝑓 (𝑡)の展開である．この信号処理におけるフーリエ変換
と同様に，グラフ上の信号 f に対するグラフフーリエ変換
は，スペクトル基底 𝑒j2𝜋 𝜉𝑡 として固有ベクトル {u𝑙} を用
いて，以下のように定義できる．

𝑓𝑙 := ⟨f, u𝑙⟩ =
𝑁∑
𝑖=1

𝑓𝑖𝑢 𝑖𝑙 (9)

これにより，スペクトル基底に対応する成分がグラフスペ
クトル f́ = { 𝑓𝑙}として得られる．また，逆フーリエ変換は
以下のように与えられる．

𝑓𝑖 =
𝑁−1∑
𝑙=0

𝑓𝑙𝑢 𝑖𝑙 (10)

3.3 3次元メッシュへの適用
以上では，一般的なグラフに対するラプラシアンとフー

リエ変換について述べた．本研究で扱う 3 次元メッシュ
もグラフとみなすことが可能であり，3次元形状解析手法
などにグラフラプラシアンが用いられている [12]．ここで
は，3次元メッシュをグラフとして扱う場合に用いられる
Laplace-Beltrami作用素の有限要素法を用いた離散化につ
いて述べる．

3次元メッシュを構成する頂点，辺，三角形の集合を用
い，メッシュをℳ = {𝒱,ℰ,𝒯}と表記する．式 (1)の 𝑤𝑖 𝑗

には，三角パッチに対する余接重みが用いられる [13]．

𝑤𝑖 𝑗 =
1
2

(
cot𝛼𝑖 𝑗 + cot 𝛽𝑖 𝑗

)
(11)

ここで 𝛼𝑖 𝑗 , 𝛽𝑖 𝑗 は ℯ𝑖 𝑗 を共有する 2つの三角形の対になる
角である．この重みを用いて得られるグラフラプラシアン
の固有ベクトルは，メッシュ上でのスペクトル基底を表現
する [14]．メッシュ上でのスペクトル基底について，周波
数が低いものから 10個を図 2に例示する．図から，先頭
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図 2: 3次元メッシュ上でのスペクトル基底 u𝑙 を図示した
もの．図中のモデルは左上から右下にかけて u0から u9を
示している．左にあるカラーバーはスペクトル基底で頂点
に対応する値を示し，赤は正，青は負を示す．また，色が
濃いほど正負に大きな値であることを示す．

図 3: 三角メッシュに対する余接重み

が全体の形状を表す直流成分で最も低周波な成分，後の成
分ほど詳細な形状を表す高周波な成分となっていることが
分かる．

3.2では，グラフフーリエ変換におけるグラフスペクト
ルは信号とスペクトル基底の内積で得られた．ただし，そ
れは Lが半正定値対称行列の場合であり，有限要素法を用
いる場合は対称行列ではなくなるため，式 (2)では直交性
が失われ [15]，単なる内積ではグラフスペクトルを得るこ
とができない．

B = {𝐵𝑖 𝑗 } =


(∑

𝓉∈𝓉△
𝑖

area (𝓉)
)
/6 𝑖 = 𝑗

(area (𝓉a) + area (𝓉b)) /12 ℯ𝑖 𝑗 ∈ ℰ

0 otherwise
(12)

𝓉aと𝓉bはℯ𝑖 𝑗を共有する三角形であり，𝓉△
𝑖 = {∀𝓉 ∋ 𝓋𝑖} ⊂ 𝒯

としたときの 𝓉の面積を area (𝓉)としている（図 3）．よっ
て，Laplace-Beltrami作用素 𝐿𝑏 は次式となる．

(Lb 𝑓 )𝑖 = −𝐵−1
𝑖 𝑗

∑
𝑗∈N(𝑖)

𝑤𝑖 𝑗 ( 𝑓𝑖 − 𝑓 𝑗 ) (13)

このとき，信号 fとスペクトル基底 u𝑙 の内積は以下のよ
うに定義される．

⟨f, u𝑙⟩𝐵 = f⊤Bu𝑙 (14)

3.4 3次元メッシュ上での信号のスペクトル分解
3次元メッシュに対するグラフフーリエ変換及び逆グラ

フフーリエ変換は式 (8)，式 (9)を用いて次式で表すことが
できる．

𝑓
gs
𝑙 =

𝑁∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑚=1

𝑓𝑖
in𝐵𝑙𝑚𝑢𝑚𝑖 (15)

𝑓𝑖
out =

𝑁−1∑
𝑙=0

h́𝑙 𝑓
gs
𝑙 𝑢𝑖𝑙 (16)

ここで，h́𝑙 ∈ R はフィルタ関数， 𝑓
gs
𝑙 ∈ R は式 (14)で得ら

れるグラフスペクトルである．各周波数に対応する要素以
外を 0 とすることで，信号のグラフスペクトルを抽出で
きる．

4. 変形の成分分解
3章で述べたスペクトル解析手法を用い，発生過程で生

じる変形の成分分解を試みる．ここでは，3次元メッシュ
上で定義される信号として，モデルの対から算出される変
形場である変位ベクトル場および幾何変換場について述べ
る．その後，幾何変換場に対して式 (15)，式 (16)を直接適
用する課題を挙げ，変形場の性質を考慮したスペクトル分
解手法を述べる．また，幾何変換場のスペクトル解析の最
適化におけるスパース正則化および損失関数についても述
べる．

4.1 変位ベクトル場
3次元空間における変形前の頂点座標を a𝑖 ∈ R3，変形後

の頂点座標を b𝑖 ∈ R3 とすると，変形による変位ベクトル
は次式となる．

v𝑖 = b𝑖 − a𝑖 (17)

3章では，グラフ上で定義される信号は各頂点で実数値 R
として定義されていたが，変位ベクトルの各次元について
独立な信号とみなし，それぞれに式 (15)を用いてグラフス
ペクトルを求めることでスペクトル解析を行う．

ℱ [V]𝑙 =
𝑁∑
𝑖=1

𝑁∑
𝑚=1

v𝑖𝐵𝑙𝑚𝑢𝑚𝑖 ∈ R3 (18)

ここでℱ [·]𝑙 はグラフフーリエ変換による 𝑙 番目のグラフ
スペクトルを表し，Vは v𝑖 を並べた行列とする．すると，
𝑙 番目の周波数に対応するスペクトル成分は以下によって
得られる．

v𝑖,𝑙 = ℱ [V]𝑙 𝑢𝑖𝑙 (19)

4.2 幾何変換場
変位ベクトル場による変形の表現は単純すぎて，回転を

伴うような変形をうまく表現することができない．そこで
本研究では，回転も含む表現方法として各頂点の位置変化
を幾何変換で表現する．幾何変換として，等角性を保存す
る相似変換を用い，各頂点とそれに隣接する頂点を用いて
これを推定する．各頂点で異なる相似変換が定義され，こ
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れを幾何変換場と呼ぶことにする．
各頂点の座標を同次座標系によって表現すれば，相似変

換 Q𝑖 ∈ Sim(3) は 4 × 4行列として記述される回転 R，並
進 T，スケーリング Sの積として表現される．これらのパ
ラメータは変形前後での 1対の頂点 a𝑖 , b𝑖 だけでは定まら
ないため，隣接頂点集合 {a 𝑗 }, {b 𝑗 }も用いてこれらのパラ
メータを定める．この時，着目する頂点対 a𝑖 , b𝑖 について
は一致し，隣接頂点集合 a 𝑗 , b 𝑗 の残差二乗和 𝑒2 (R, S) が最
小となるよう Q𝑖 を求める．

Q𝑖 = Tb𝑖SRT−1
a𝑖 (20)

𝑒2 (R, S) =
∑

𝑗∈N(𝑖)
∥b̃ 𝑗 − Q𝑖 ã 𝑗 ∥2 (21)

なお，T· はベクトル ·の並進，·̃は同次座標を表し，この
解は解析的に得られる [16]．
4.2.1 スペクトル分解における課題
以上で得られる各頂点での相似変換 Q = [Q1, · · · ,Q𝑁 ]

に対して，グラフスペクトルを求める．しかし，相似変換
に対して式 (15)，式 (16)を直接適用することはできない．
式 (16)ではグラフスペクトルとスペクトル基底の線形和と
して周波数フィルタリングを定式化しているが，相似変換
Q のスカラー倍は一般的には相似変換とならず，線形和に
よって得られるものは相似変換とならない*1．
これは相似変換に限らず，一般の幾何変換が乗法では閉

じているが，加法では閉じていないことによる．加えて，
グラフスペクトルとスペクトル基底の線形和では，幾何変
換の性質である非可換性を考慮できない．
4.2.2 乗法による幾何変換場のスペクトル合成
そこで，各周波数における相似変換を加法でなく，乗法

による定式化を行う．各頂点での相似変換 Q𝑖 は，各スペ
クトル基底に応じた成分の乗算により復元できると考え，
まずはこれを定式化する．その後，復元結果が Q𝑖 となる
よう，グラフスペクトルを最適化により求める．
先述の通り，幾何変換には非可換性があるため，成分を

乗算する順序を定める．今回は，局所的な変換から大域的
な変換へ順に (𝑙 について降順に)頂点座標に乗算すること
とした．この方法であれば，3次元モデルの位置ずれが最
後の直流成分 (𝑙 = 0)によって吸収され，他のスペクトル成
分に影響を与えないと考えられる．以上から，乗法による
スペクトル合成は，グラフスペクトル 𝑐𝑙 ∈ Sim(3) を用い
て次のように定式化する．

𝑐𝑢𝑖00 · 𝑐𝑢𝑖11 · · · 𝑐𝑢𝑖 (𝑁−1)
(𝑁−1) (22)

なお，指数写像，対数写像を用いて 𝑐𝑢𝑖𝑙𝑙 = Exp(𝑢𝑖𝑙LogI (𝑐𝑙))
としている．
4.2.3 スペクトル基底の正規化
幾何変換を対象としたスペクトル合成の定式化では，ス

*1 例えば Q𝑖 の第 4 行は [0 0 0 1] でなくてはならない．

ペクトル基底の大きさにも配慮が必要である．それは，回
転を含む幾何変換では位相多義性によって (Q𝑘

𝑖 )
1
𝑘 = Q𝑖 が

一般に成り立たないことである*2．これは 𝑘 ≫ 1において
顕著となるが，𝑘 ≤ 1では問題は起こらない．

3次元メッシュから得られたスペクトル基底の絶対値が
小さい場合，いかなるグラフスペクトルを持ってきても，
スペクトル成分における回転変換はほとんど消失してしま
う．そこで，各スペクトル成分が十分な大きさの回転変換
でも表現できるよう，スペクトル基底を予め正規化する．
具体的には，スペクトル基底の最大値が十分な大きさを持
つよう，重み 𝑤𝑙 = 1

∥u𝑙 ∥∞ を用いて式を修正する．

Q̂𝑖 = 𝑐𝑤0𝑢𝑖0
0 · 𝑐𝑤1𝑢𝑖1

1 · · · 𝑐𝑤(𝑁−1)𝑢𝑖 (𝑁−1)
(𝑁−1) (23)

4.2.4 幾何変換場のスペクトル分解
スペクトル分解では，所与のスペクトル基底 u𝑙 と Q に

対し，各頂点の式 (23)の結果が Q𝑖 となるグラフスペクト
ル 𝑐𝑙 を最適化によって求める．最適化において最小化す
る関数は対数写像を用いて次式のように定式化する．

{𝑐𝑙} = arg min
𝑐𝑙 ∈Sim(3)

1
𝑁

∑
𝑖



LogQ𝑖
Q̂𝑖




𝐹

(24)

尚，幾何変換に対するノルム ∥·∥𝐹 はフロベニウスノルム
である．
また，相似変換は回転を含むため，変換を適用する座標

によって変形自体の大きさが異なる．この座標による差異
を考慮するため，変形前の頂点座標 a 𝑗 へ相似変換を適用
した際の座標と，変形後の頂点座標 b 𝑗 の差が小さくなる
よう，𝑐𝑙 を推定する．式 (24)に座標を用いた相似変換の差
異を評価する項を追加する．

{𝑐𝑙} = arg min
𝑐𝑙 ∈Sim(3)

1
𝑁

∑
𝑖

(

LogQ𝑖
Q̂𝑖




𝐹
+



b𝑖 − Q̂𝑖a𝑖




2

)
(25)

4.2.5 スパース正則化
式 (25)により得られるグラフスペクトルは，スペクトル

基底の数，すなわち頂点数の数だけある．そのため，3次元
メッシュの頂点数が多い場合，どの周波数成分に注目する
べきか判断が困難となる．また，周波数成分の中には，元
の変形へ大きく寄与しないものも存在すると考えられる．
そのような不要な成分を抑制するため，スパース正則化を
行う．
成分に対するスパース性を仮定する際，式 (23)に照らせ

ば，スペクトル基底に定義した重み 𝑤𝑙 をスパースにする
のがよい．したがって，スパース係数を 𝛾 としたとき，𝑐𝑙

と 𝑤𝑙 について以下を最適化する問題となる．

*2 例：回転 90◦ を 3倍した後，1
3 倍しても 90◦ とはならない．これ

は，90◦ × 3 = 270◦ = −90◦ のように逆回転の結果が得られてしま
い，−90◦ × 1

3 = −30◦ は元の回転 90◦ より小さくなる．
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{𝑐𝑙} = arg min
𝑐𝑙 ∈Sim(3) ,𝑤𝑙 ∈R

1
𝑁

∑
𝑖

(

LogQ𝑖
Q̂𝑖




𝐹
+



b𝑖 − Q̂𝑖a𝑖




2

)
+ 𝛾

∑
𝑙

∥𝑤𝑙 ∥1 (26)

4.3 変形場のパワースペクトル
変形場のスペクトル分解結果の質的評価には，得られた

さまざまな周波数成分から主要なものを選定することが重
要である．一般のスペクトル解析においては，各スペクト
ル成分の強度を表すパワースペクトルが重要な指標の 1つ
である．これに対し，相似変換に対しては，その強度の尺
度が自明ではない．そこで本手法では，各周波数成分に対
し，変形による各頂点の軌跡長によって強度を評価するこ
ととした．
求めた各スペクトル成分が持つ各頂点での相似変換が

Q̂𝑖,𝑙 = 𝑐𝑤𝑙𝑢𝑖𝑙
𝑙 (27)

と表せ，その軌跡は曲線となる．ここでは折れ線近似に
よってこの長さを評価する．具体的には変形による軌跡の
内分点 a𝑖,𝑙, 𝑝 (𝑝 = 0, ..., 𝑃) を求めることで 𝑃 本の折れ線と
して近似し，内分点間のユークリッド距離の和として，軌
跡の長さを求める．

𝐷𝑖,𝑙 =
𝑃∑
𝑝=1



a𝑖,𝑙, 𝑝 − a𝑖,𝑙, 𝑝−1


 (28)

なお，内分点は相似変換行列に対する対数写像，指数写像
を用いて以下のように算出する．

˜a𝑖,𝑙, 𝑝 = Exp
( 𝑝
𝑃

LogIQ̂𝑖,𝑙

)
ã𝑖 (29)

以上で，各スペクトル成分における各頂点の軌跡長が求
められる．これを基にスペクトル成分の強度を評価する．
ここでは，指標として最大値MAXを用いることとする．

MAX𝑙 = max
𝑖

𝐷𝑖,𝑙 (30)

5. 実験
5.1 実験条件

2章で述べた CS17,23の 3次元メッシュを用いた実験を
行った．これらの 3次元メッシュℳは頂点数 𝑁 = 562，辺
数 |ℰ | = 3, 360，三角形数 |𝒯 | = 1, 120で構成されている．
CS17の 3次元メッシュに対して [17]の実装を用いてスペ
クトル基底を求めた．また，これらの間での変形場として，
変位ベクトル場と幾何変換場を用いた場合の変形と各頂点
の軌跡を図 4に示す．

5.2 スペクトル基底に対応する各変形場の変形成分と評価
変形場をスペクトル分解した結果として，スペクトル基

底 u1，u2，u3 に対応する変位ベクトル場および幾何変換

(a)変位ベクトル場 v𝑖 (b)幾何変換場 Q

図 4: CS17から 23への変形の軌跡

場による変形成分を図 5に示す．
u1ではスペクトル基底の値が頭部から臀部に沿って変化

している．それに対応するように，変位ベクトル場および
幾何変換場による変形成分は胚子モデルの頭部と臀部の変
形が大きい．各頂点の変形の大きさは各頂点における基底
の値の大きさに対応していることが確認できる．
次に，変位ベクトル場と幾何変換場を信号としたときの

変形成分の違いに注目する．変位ベクトル場による変形成
分は v𝑖,1, v𝑖,2, v𝑖,3 のいずれでも頂点の変形軌跡が平行とな
る．変形としては，v𝑖,1では身体が縦長になり，v𝑖,2では背
部と腹部が薄くなるような変形が見られたが，スペクトル
成分単体では表現できる変形の自由度に限りがあった．
一方，幾何変換場の場合，Q̂𝑖,1, Q̂𝑖,2, Q̂𝑖,3 はそれぞれス

ケール変化，回転，変位がスペクトル基底に従って合成さ
れ，図 5cに示すように多様な変形を表現する．Q̂𝑖,1 では
背部の湾曲が減弱するような変形と見れるように，スペク
トル成分単体で解釈可能な変形が得られた．

5.3 幾何変換場のスパース正則化による変形成分の評価
幾何変換場のスペクトル分解における，スパース係数 𝛾

を変化させた際の成分削減の効果，再構成した形状の残差
を確認し，変形成分について検討する．
5.3.1 スパース正則化を利用した変形成分の削減
スパース正則化による効果を確認するため，式 (26)にお

けるスパース係数 𝛾の値によるパワースペクトルの変化を
調べた．パワースペクトルの分布を調べるため，各周波数
成分の MAXを降順に並べて描いたグラフを図 6に示す．
この結果から 𝛾を変化させることによって，有意な変形成
分の数を制御できることが確認できた．
5.3.2 再構成した形状との残差
さまざまなスパース係数で再構成された変形を施し

た形状と CS23 との差を確認する．残差は CS17 へ相
似変換 Q̂ を適用した形状と CS23 の形状の RMSE =√

1
𝑁

∑𝑁
𝑖=1



b𝑖 − Q̂𝑖a𝑖


2 として算出する．

𝛾と RMSEの関係を図 7に，そのうちのいくつかについ
て再構成した形状を図 8に示す．𝛾 が 0.1から 10の間で
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𝑙 = 1 𝑙 = 2 𝑙 = 3

(a)スペクトル基底 (u1, u2, u3)

(b)変位ベクトル場 (v𝑖,1, v𝑖,2, v𝑖,3)

(c)幾何変換場 (Q̂𝑖,1, Q̂𝑖,2, Q̂𝑖,3)

図 5: 変形のスペクトル成分
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図 6: さまざまな 𝛾 に対して変化するパワースペクトル．
縦軸は軌跡の長さ 𝐷𝑖,𝑙，線の色は 𝛾の変化に対応している．

RMSEの値が大きく変化し，𝛾 = 1.0では CS23の形状をあ
る程度再現できているが，10ではほとんど変形していない
ことが視覚的にわかる．
5.3.3 スパース正則化の有無による主要な変形成分の評価
スパース正則化の有無による変形成分の結果を比較す

る．再構成した変形の誤差を抑えつつ，成分の削減ができ
ていると考えられる 𝛾 = 1.0と，正則化が効果を持たない

0.01 0.1 1.0 10.00.00
0.25
0.50
0.75
1.00
1.25
1.50
1.75

RM
SE

図 7: 再構成した形状との RMSE

𝛾 = 0の場合に着目する．
各変形成分について算出したMAXを図 9に示す．この

結果から，𝛾 = 1.0の場合，全体的にMAXの値は小さくな
り，多くの成分が有意な変形を示していないことが確認で
きる．図中の各周波数のパワースペクトルに注目すると，
MAXの値が大きい成分は主に低周波成分であるが，高周
波成分でも MAXの大きい成分が存在している．そこで，
𝑙 ≤ 2𝑁

3 を低周波な成分，𝑙 > 2𝑁
3 を高周波な成分として，そ

れぞれMAXが大きい変形成分について評価する．
𝛾 = 0における MAXが大きい低周波数の変形を図 10，

高周波数の変形を図 12，同様に 𝛾 = 1.0における低周波な
成分の変形を図 11，高周波な成分の変形を図 13に示す．
𝛾 = 0でMAXが上位となった高・低周波な成分の変形に

注目する．Q̂𝑖,1 は背部の湾曲が減弱するような変形となっ
ている．また，高周波な成分の変形では Q̂𝑖,475や Q̂𝑖,464の
ように．右手指が伸長する変形が表現できた．一方，高周
波な成分の変形で Q̂𝑖,481，Q̂𝑖,405，Q̂𝑖,410では右上肢の形状
が大きく角張るように過剰な変形が多く，成分単体で着目
する場合は解釈が難しいものが多かった．
次に，𝛾 = 1.0で MAXが上位となった高・低周波な成

分の変形に注目する．低周波な成分の変形では Q̂𝑖,3 は上
肢が腹部を抱え込むように，先端にある手が最終的に体の
正面へ位置するような変形，Q̂𝑖,13 は下肢の先端が伸長し，
尾部が縮小する変形となった．また，高周波な成分の変形
では Q̂𝑖,497，Q̂𝑖,473 がそれぞれ左右の足趾の伸長，Q̂𝑖,512，
Q̂𝑖,513 がそれぞれ左右の手指の伸長を表現する．
以上のことから，スパース正則化が有効であるときは無

効な場合に比べ解釈の容易な変形成分へ注目しやすく，過
剰な変形を抑制する効果が確認できた．

6. まとめと今後の課題
本研究では，ヒト胚子の発生過程を対象として，3次元

メッシュ上で滑らかに変化する幾何変換場と，それに対す
るスペクトル分解の定式化を提案した．
スペクトル分解としてグラフフーリエ変換を変形へ適用
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CS23 𝛾 = 0.01 𝛾 = 0.1 𝛾 = 1.0 𝛾 = 10

図 8: CS23と再構成した形状
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図 9: 各変形成分のMAX

する際，変位ベクトル場に対しては直接適用できるが，各
スペクトル成分は直線的な変形のみでしかなく，成分単体
では解釈が難しいことを確認した．
幾何変換場のスペクトル分解においては，幾何変換は加

法によって閉じていないこと，非可換性であることを考慮
した乗法による定式化を行った．さらに，注目すべき変形
成分を抽出しやすくするため，スパース正則化を導入した．
その結果，幾何変換場のスペクトル成分は回転やスケール
変化を含んだ変形が得られ，単体でも十分解釈可能な変形
が得られた．また，スパース正則化によって過剰な変形成
分が抑制される効果が確認できた．
今後は，提案手法により分解された変形成分が，医学的

見地から形態形成過程の解釈に有用であるか検討していく．
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