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多面体の共通展開図の非存在性

Elena Arseneva Erik D. Demaine2 鎌田 斗南3,a) 上原 隆平3,b)

概要：多面体の表面を辺に限らず自由に切り開いて得られる多角形を展開図と呼ぶ．展開図についての重
要な問題の一つに，共通展開図問題がある．これは，与えられた２つの多面体に対して，共通の多角形を
展開図を持つかどうかを問う問題である．共通展開図をもつ多面体のペアがいくつか知られている一方，
共通展開図を持たない多面体のペアは一つも知られていない．本稿では，多面体の間に共通展開図が存在
しないことを証明するための手法を提案する．

Nonexistence of Common Unfolding Between Polyhedra
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1. 導入
２つの多面体のペア Q0, Q1 に対して，Q0, Q1 が合同な

多角形を展開図に持つ時，Q0とQ1は共通展開図を持つと
いう．ここで，多面体 Qi の展開図とは，Qi の表面を（辺
に限らず）自由に切り開くことで得られる多角形のことで
ある．共通展開図についての研究は数多く行われており，
いくつかの多面体のペアの間に共通展開図が存在するこ
とが示されている [1][2][3][4][5]．しかし，共通展開図の非
存在性，つまり２つの多面体が共通展開図を持たないこと
は，いかなる多面体のペアの間でも証明されていない．こ
れは，一つの多面体から得られる展開図が連続的な選択肢
を持ち，全探索による検証が困難であることに起因する．
本稿稿では，代数的かつ有理数上線形独立な内角を持つ三
角形二面体を対象として，共通展開図の非存在性を示す．
これは，２つの多面体の間で共通展開図が存在しないこと
を示した初めての結果である．

2. 準備
2.1 三角形二面体
本稿では，三角形二面体と呼ばれる多面体のクラスを対
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象とする．三角形二面体とは，2枚の合同な三角形の対応
する辺を張り合わせることで得られる体積０の多面体であ
る（Figure 1）． Q0, Q1を三角形二面体のペアとし，Qiの
頂点を vi0, v

i
1, v

i
2 とする．また，各面での vij における内角

の和を θij で表す．つまり，Qi の片面において，vij におけ
る内角は θij

2 である (図 1）．それぞれの辺長は，Q0, Q1 の
表面積が一致するよう定められているものとする．

図 1 三角形二面体
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図 2 三角形二面体のペア
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三角形二面体 Q0, Q1 が代数的かつ独立であることを次
で定義する．
1) 三角形二面体Qiが代数的であるとは， θi0, θ

i
1 ∈ Q∗が

成り立つことである．ここで，Q∗ は Q上の代数閉体
である．（θi2 = 2π − (θi0 + θi1) が成り立つことから，
Qi が代数的であるとき，θi2 /∈ Q∗ となることに注意
する）.

2) 2つの三角形二面体Q0,Q1が独立であるとは，∀mi( ̸=
0) ∈ Q, m0θ

0
0 +m1θ

0
1 +m3θ

1
0 +m4θ

1
1 ̸= 0が成り立つ

ことである.

以下，Q0, Q1 はどちらも代数的であり，Q0 と Q1 は
独立であるとする．つまり，Q0, Q1 はいずれも二等
辺三角形でなく，全ての内角が π の有理数倍ではな
い．例えば，(θ00, θ

0
1, θ

0
2, θ

0
0, θ

0
1, θ

0
2) = (

√
2,
√
3, 2π −

√
2 −

√
3,
√
5,
√
7, 2π −

√
5−

√
7) としたとき，Q0, Q1 は独立か

つ代数的である．

2.2 切断木
三角形二面体 Qi を多角形 P に展開するとき，切断線を
形成する Qi の表面上の点集合を T i で表す．この時，T i
は Qi の表面における木構造をなす [1]．Qi が三角形二面
体であることから，T iの形状は，面の中に次数 3の頂点 bi

を持つ木グラフ（Y-form）か，多面体の全ての頂点を通る
パス（V-form） のいずれかに分類される（図 3）．
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図 3 三角形二面体の切断木の形状

3. Result

本稿では，次の定理を示す．
定理 1 Q0, Q1を独立かつ代数的な三角形二面体である

とする．Q0, Q1 は共通展開図を持たない．
Q0, Q1 がそれぞれ切断木 T 0, T 1 によって多角形 P に展

開できると仮定し，矛盾を導く．前述の通り，T iの形状は
Y-form か V-form のいずれかである．本稿では，T 0, T 1

が共に Y-form である場合のみを扱う（残りの場合につい
ては Appendix A.1を参照せよ）．
P が多面体 Qi の T i による展開図であることから，

∂(P )の点は Qi 上で T i 上の点に対応する．この対応関係
を f i : ∂(P ) → T i で表す．T i が Y-form であることか
ら，各 vij ∈ T i には，f i(lij) = vij を満たす点 lij ∈ ∂(P )

が存在する．また，T i の次数 3 の頂点 bi に対して，
bi = f i(mi

0) = f i(mi
1) = f i(mi

2)を満たす点mi
j ∈ ∂(P )が

存在する．ここで，Li := {li0, li1, li2},M i := {mi
0,m

i
1,m

i
2}

と定める (図 4). それぞれの i = 0, 1に対して，lij とmi
j は

P の周上で反時計回りに mi
0, l

i
0,m

i
1, l

i
1,m

i
2, l

i
2 の順に並ん

でいると仮定しても一般性を失わない．また，それぞれの
i = 0, 1に対して，∠(lij) = θij , ∠(mi

0)+∠(mi
1)+∠(mi

2) = 2π

が成り立つ．
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図 4 Li = {li0, li1, li2}, M i = {mi
0,m

i
1,m

i
2}

ここで，T i によって定められる P の周上の自己写像
gli : ∂(P ) → ∂(P ) を次で定める．
定義 2 (Glueing map)

• p ∈ Li ∪M i ならば，gli(p) := pと定める．
• p /∈ Li ∪M i ならば，f i(p) = f i(p′)を満たす p′ が一意的
に決まるので，gli(p) := p′ と定める.

gliは，p ∈ ∂(P )に対して，P の周上を貼り合わせてQi

を得るときに p に接着される点を与える写像を表してい
る．よって，p /∈ Li ∪M i ならば，∠(p) + ∠(gli(p)) = 2π

が成り立つ．

3.1 Spreding Sequence

P が多面体 Q0, Q1 の両方の展開図であるという仮定か
ら，P の周上には，2つの自己写像 gl0, gl1 が定められる．
ここで，lij に対して，gli+1を適用して得られる点 gli+1(lij)

を考える*1．gli+1(lij)の内角は，∠(lij)+∠(gli+1(lij)) = 2π

より，2π − θij である．また，gli(gli+1(lij)) の内角は，
2π− (2π− θij) = θij である．このように，lij に gli+1と gli

を適用する操作を，∪
i L

i ∪M iの点が得られるまで繰り返
すことで，奇数番目の内角が θij，偶数番目の内角が 2π− θij
である点列が得られる．この列を lij の Spreading Sequence

と呼び，spr(lij)で表す．ここでQ0, Q1が独立であることに
注目すると，異なる Spreading Sequenceでは点が共有され
ないことがわかる．従って，Spreading Sequenceの終点が∪
i L

iの点となることはない．ここで，Spreding Sequence

を改めて次で定義する．
定義 3 (Spreading Sequence)

lij の Spreading Sequence spr(lij)とは，lij に対して，
∪
iM

i

に含まれる点が得られるまで，gli+1と gliを繰り返し適用
して得られる点の列である．
*1 添字においては，２の剰余系をとる．
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図 5 l00 の Spreading Sequence

定義より，P の周上には 6つの Spreading Sequenceが
定義され，それぞれが異なる ∪

iM
i の要素を終点にもつ．

ここで，次の命題が成り立つ．
系 4 spr(l00), spr(l

0
1), spr(l

0
1) の終点は M1 に含まれ，

spr(l10), spr(l
1
1), spr(l

1
1)の終点はM0 に含まれる．

証明 spr(lij)の終点の内角は，長さが奇数のときには θij，
偶数の時には 2π − θ である．また，それぞれの iにおい
て ∠(mi

0) + ∠(mi
1) + ∠(mi

2) = 2πが成り立つ必要がある．
Q0, Q1 が独立であることから，θij , θij の３つ組の中で和が
2π となるのは，θ00 + θ01 + θ02 と θ10 + θ11 + θ12 のみである．
従って，それぞれの Spreading Sequenceは奇数長であり，
M iの要素を終点にもつ３つの Spreading Sequenceの組合
せは，spr(li+1

0 ), spr(li+1
1 ), spr(li+1

2 )に限られる． □
以上の考察より，各 Spreading Sequence は奇数長であ
る．従って，Spreading Sequenceの要素数の総和は 4の倍
数ではない偶数である．
ここで，Spreading Sequenceに含まれる点の集合 Sij :=

{p : p ∈ spr(lij)}に対して，次の補題が成り立つ．
補題 5

∪
i,j S

i
j の要素は，P の周に等間隔に現れる．ま

た，∪
j S

0
j と

∪
j S

1
j の要素は交互に現れる．

証明 まず，それぞれの iについて，∪
j S

i
j が P の周上に

等間隔で現れることを示す．
i = 0, 1を一方に固定する．p ∈

∪
j S

i
j に対して，P の

周上で最も近い ∪
j S

i
j の要素までの距離を d+(p)とする．

時計回りに対しても同様に d−(p) とする．
∪
j S

i
j の要素

が P の周に等間隔に現れることを示すためには，任意の
p ∈

∪
j S

i
j に対して，d+(p) = d−(p)が成り立つことを示

せばよい．これは Spreading Sequenceに沿って帰納的に
示すことができる．lij を任意に選び，反時計回りに最も
近い ∪

i S
i
j の要素を sとする．ここで，gli(s)について考

えると，T i 上では f i(s) = f i(gli(s))が成り立つため，P
の周上において lij は s と gli(s) の中点にある．従って，
lij から時計回りに最も近い

∪
i S

i
j の要素は gli(s)であり，

d+(l
i
j) = d−(l

i
j)が成り立つ (図 6)．
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図 6 lij から両隣の点までの距離

次に，spr(lij)の 2番目の要素である gli+1(lij)について
考える．この時，gli+1(lij) に反時計回りで最も近いのは
gli+1(gli(s))であり，時計回りで最も近いのは gli+1(s)で
ある（もしそれよりも近い点 s′があれば，sよりも lij に近
い点 gli+1(s′)が存在することになり矛盾）．gli+1 は距離
を保存する写像であり，d+(gli+1(lij)) = d−(gl

i+1(lij))が成
り立つ (図 7)．以上の議論を帰納的に繰り返すことで，任
意の p ∈

∪
j S

i
j に対して，d+(p) = d−(p)が成り立つこと

を確認できる．

￼gli+1(gli(s))
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図 7 gli+1(lij) から両隣の点までの距離

以上によって，∪
j S

0
j と

∪
j S

1
j がそれぞれ P の周上に

等間隔に現れることが示された．主張を示すためには，∪
i,j S

i
j 全体が P の周上に等間隔に現れることを示す必要

があるが，これは p ∈
∪
j S

0
j を任意に選んで，時計回りと

反時計回りそれぞれに最も近い∪
j S

1
j の要素までの距離を

比較することで確認できる． □

3.2 共通展開図の標準形
前節で定めた Spreading Sequence を用いて，共通展開

図の標準形を次で定義する．
定義 6 Q0とQ1の展開図 P の全ての頂点∪

i,j S
i
j に含

まれるとき，P を標準形の共通展開図と呼ぶ．
Q0, Q1 の共通展開図 P を考えるとき，P は標準形では

ない場合，つまり∪
j S

1
j に含まれない頂点をもつ場合があ

る．しかし，次の補題が成り立つため，Q0, Q1の共通展開
図の存在性を考えるときには，標準形の共通展開図につい
てのみ考えれば十分である．
補題 7 もし Q0 と Q1 が共通展開図をもつならば， 標

準形の共通展開図をもつ．
証明 補題 5より, P の頂点には，∪

j S
0
j と

∪
j S

1
j の要素

が交互に並んでいる．任意に選んだ隣接する 2つの要素が
挟む P の周上の区間をmとし，m上に存在する P の頂点
を (p0, p1, p2, . . . , pk) とする．P を一方の多面体に折ると
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き，mは異なる区間m′に接着され，(p0, p1, p2, . . . , pk)は，
α(pi) = 2π−α(p′i)を満たすm′上の頂点 (p′0, p

′
1, p

′
2, . . . , p

′
k)

に接着される．この操作は，補題 5 の証明と同様，全て
の区間に対して繰り返される．従って，∪

i,j S
i
j に含まれ

る頂点を除き，P の頂点の内角には α(p0), . . . , α(pk) と
2π − α(pk), . . . , 2π − α(p0)が繰り返し現れる (図 8)．
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図 8 区間 m 上の頂点 (p0, p1, . . . , pm)．

ここで，P を一方の多面体に折る際の切断木 T に注目
する．T ′ を T の各区間を直線に置き換えた切断木とする
と，この変形によって ∪

i,j S
i
j における内角は変化しない

(図 9)．従って，T ′ によって得られる新たな展開図 P ′ を
考えれば，標準形の共通展開図が得られる． □

￼v

￼α(v)

￼v′￼

￼α(v′￼) = α(v)

図 9 共通展開図から標準形の共通展開図への帰着.

3.3 線分列が閉じた多角形をなすための条件
ここまでの考察により，Q0, Q1 が共通展開図をもつか
どうかを考えるためには，標準形の共通展開図，つまり
等長かつ全ての頂点が Spreding Sequence に含まれる展
開図を考えれば良いことを確認した．ここで，各 θij を
単なる記号みなし，Spreding Sequenceが矛盾なく定義さ
れるよう円周上に並べた列 ϕ について考える．例えば，
ϕ = (θ12, θ

0
2, θ

1
2, θ

0
2, θ

1
1, θ

0
1, θ

1
0, θ

0
0, θ

1
2, θ

0
2)とすると，図 10の

通り図示できる．
ϕが実際に標準形の共通展開図であるためには，ϕの要素
を順に内角としながら等長な線分を並べて得られる線分列
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図 10 実線は Spreading Sequence を表し，点線は mi
j を結んで

いる

Polyϕ が，自己交差を持たず，始点と終点が一致している
必要がある．実際，図 10の例で，θ00 =

√
2, θ01 =

√
3, θ02 =

2π−
√
2−

√
3, θ10 =

√
5, θ11 =

√
7, θ12 = 2π−

√
5−

√
7とし

たときには，Polyϕ は閉じた多角形とならない．(図 11)．
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図 11 閉じた多角形が得られない場合の例

ここで，Polyϕ の始点と終点が一致することは，次の補
題によって特徴づけられる．
補題 8 θij と θij を並べた列 ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn)に対し

て，Polyϕの始点と終点が一致するための必要十分条件は，
ϕが次の条件 (∗)を満たすことである．

(∗) それぞれの 1 ≤ i ≤ nに対して，相異なる j で j − iが奇
数となるものが存在し，ϕi+ϕi+1 + · · ·+ϕj−1が 2πの整
数倍となる.

証明 Polyϕ,λ = (p1, p2, . . . , pn)を複素数平面 Cに以下の
規則に従って描画する．

p0 = 1, p1 = 0 ∈ C,

pi+1 − pi = (pi−1 − pi)e
√
−1ϕi .

また，pi から pi+1 に向けて描画される辺に沿うベクトル
を w⃗i とする．
ここで，2つのベクトル w⃗i, w⃗j が逆ベクトルとなるため

の条件について考える．2つのベクトルが逆ベクトルとな
るためには，なす角が πである必要がある．w⃗i と w⃗j のな
す角は，j− iが偶数の場合 ϕi+ϕi+1 + · · ·+ϕj−1 +πであ
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り，奇数の場合 φi + φi+1 + · · ·+ φj−1 である．Q0, Q1 が
独立であることから，θij の和は πの倍数にならない．従っ
て，�wi, �wj が逆ベクトルとなるための必要十分条件は，j− i
が奇数かつ，φi + φi+1 + · · · + φj−1 が成り立つことであ
る．従って，条件 (∗)は，それぞれの iに対して，相異なる
j が存在し， �wj が �wiの逆ベクトルとなる事と同値である．
Polyφの始点と終点が一致することは，

∑
1≤i≤n−1 �wi = 0

が成り立つことと同値であるため，主張を示すためには，
�w1, �w2, . . . , �wn から選んだ同一ベクトルと逆ベクトルを含
まない部分集合 �w′1, �w

′
2, . . . ,

�w′k が Z上で線型独立であるこ
とを示せば良い．ここで，超越数論における古典的な定理
を用いる．
定理 9 (Lindemannの定理)

任 意 の 異 な る 代 数 的 数 a1, a2, . . . , am に 対 し て ，
ea1 , ea2 , . . . , eam は Q∗ 上で線型独立である．ここで，Q∗

は Qの代数閉体である.

ベクトル �w′i は，その傾きを ψi として，e
√−1ψi と表

現できる． �w′1, �w
′
2, . . . ,

�w′k に同一ベクトルと逆ベクトル
が含まれない事と，Q0, Q1 が代数的であることから，
ψ1, . . . , ψkは相異なる代数的数である．Lindemannの定理
から，e

√−1ψ1 , . . . , e
√−1ψk はQ∗で線型独立である．従っ

て，Z上でも同様に線型独立である．よって主張は示され
た． �
以上で，定理 1を示す準備が整った．
証明 (定理 1)

P を Q0, Q1 の標準形の共通展開図とし，P の各頂点の
内角の列 φ が補題 8 の条件 (∗) を満たすと仮定して矛
盾を導く．φ には

⋃
j S

0
j と

⋃
j S

1
j の要素が交互に並んで

いる．そこから
⋃

j S
0
j の要素だけを抜き出してきた列

φ0 = (φ01, φ
0
2, . . . , φ

0
m)を考える．ここで，P の頂点数が 4

の倍数でない偶数であることから，mは奇数であることに
注意する．φが条件 (∗)を満たすためには，φ0 が以下の条
件 (∗′)を満たすことが必要である．
(∗′)それぞれの 1 ≤ i ≤ nに対して，相異なる j( �= i)で，

φ0i + φ0i+1 + · · ·+ φ0j−1 が 2πの整数倍となる.

φ0 は θ00, θ
0
1, θ

0
2, θ

0
0, θ

0
1, θ

0
2 のいずれかの要素が並んだ列であ

る．それぞれの要素を

θ00 → (1, 0), θ01 → (0, 1), θ02 → (−1,−1)
θ00 → (−1, 0), θ01 → (0,−1), θ02 → (1, 1)

と変換することで (図 12)，φ0を三角格子上の Tourとみな
すことができる (図 13)．
この格子において，θij , θij の列がサイクルをなすことは，
和が 2πの整数倍になることと同値である．従って，φ0 が
条件 (∗′)を満たすとき，各頂点を始点とする，全体に一致
しない部分サイクルが存在する．つまり，Tour全体を多重

θ0
0

θ0
1

θ0
2

θ0
0

θ0
1

θ0
2

図 12 θ0j , θ
0
j の基底への変換

θ0
0

θ0
1

θ0
2

θ0
1

θ0
0

θ0
2

θ0
1

θ0
1

図 13 φ0 = (θ02 , θ
0
1 , θ

0
0 , θ

0
1 , θ

0
2 , θ

0
0 , θ

0
1 , θ

0
1) を Tour に変換した例

辺グラフと見做した時，全ての頂点の次数は 4の倍数であ
る．よって，全頂点の次数の総和は 4の倍数である．従っ
て，握手補題より，辺の本数は偶数となる．これは φ0 の
頂点数mが奇数であることに矛盾する． �

4. まとめ

本稿では，代数的かつ独立な独立な三角形二面体の間に，
共通展開図が存在しないことを証明した．
この結果は，代数性や独立性の条件のない三角形二面体

や，4頂点以上の多面体への一般化が期待できる．
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付 録
A.1 Appendix

本節では，T 0, T 1 の一方，もしくは両方が V-formであ
る場合について考える．少なくとも T 0 が V-formであり，
v00 , v

0
1 における次数が 1，v02 における次数が 2であると仮

定しても一般性を失わない．
P の周上には，f0(d00) = f0(d01) = v03 を満たす二点

d00, d
0
1が存在する．そこで，L0 := {l00, l01},M0 := ∅, D0 :=

{d00, d01}と定める．もしT 1もV-formであれば, L1,M1, D1

を同様に定め，Y-formであれば L1 := {l10, l11, l12},M1 :=

{m1
0,m

1
1,m

1
2}, D1 := ∅と定める．gli : ∂P → ∂P の定義

を以下で与える．
定義 10 (Glueing map)

• p ∈ Li ∪M i ∪Di ならば，gli(p) := pと定める．
• p /∈ Li ∪M i ∪Diならば，f i(p) = f i(p′)を満たす p′が一
意的に決まるので，gli(p) := p′ と定める.

ここで，L0 ∪ L1 の各点に対して定められる Spreading

Sequenceを考える．定義より，各 Spreading Sequenceの
終点はM i ∪ Di に含まれる．T 1 が Y-form と V-form の
いずれの場合にも |L0 ∪ L1| = |M0 ∪M1 ∪ D0 ∪ D1| が
成り立つ．よって，M0 ∪ M1 ∪ D0 ∪ D1 の各元は全て
異なる Spreading Sequenceの終点となる．従って，v03 は
Spreading Sequenceの終点が 2つ接着されて形成されてい
る．これは，θ03 が θij + θi

′

j′，θij + θi
′
j′，θij + θi

′
j′ のいずれか

で表されることを意味する．これは Q0, Q1 が独立である
ことに反する．
よって，T 0, T 1 が共に Y-formである場合だけを考えれ

ば良い．
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