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エラー確率が不均質な表面符号の復号の
フェニック木を用いた高速化

新居 智将1,2,a) 鈴木 泰成2,3 徳永 裕己2

概要：表面符号は現在量子誤り訂正符号として最も注目されているものの 1つである．表面符号の復号方
法の 1つに，エラーの推定を最小重み完全マッチング問題に帰着して復号する方法がある．量子ビットに
よってエラーが起きている確率が均一でない場合，重みが不均質な最小重み完全マッチング問題を解くこ
とで復号の精度が向上することが知られている．しかし，その際に必要な計算量は確率が均一である場合
に比べて大きくなってしまう．この発表では，一定の仮定の下でフェニック木を用いることで，最小重み
完全マッチング問題による表面符号の復号で必要となる計算量を削減する方法を提案する．

Fast decoding algorithms with Fenwick trees for surface codes under
non-uniform errors

Abstract: Surface codes are one of the most promising quantum error-correcting codes. The estimation task
of recovery operations for surface codes can be reduced to an instance of a minimum-weight perfect matching
problem. When the error probabilities of physical qubits are not uniform, solving a minimum-weight per-
fect matching problem with non-uniform weights is required to improve the performance of error correction.
However, the decoding algorithm under non-uniform weights requires longer than the uniform cases. In this
paper, we propose a fast decoding algorithm for surface codes that uses a Fenwick tree as a key component.
Our algorithm can reduce the time complexity with an approximation and achieve lower logical error rates
than existing methods.

1. 概要
従来の計算機よりも計算量理論的に高速に計算を行う枠

組みとして，物質の量子的な性質を用いた量子計算機が注
目を集めている [1]．量子計算機は従来の計算機よりもエ
ラーが大きいため，素朴に拡大しても意味のある計算を行
うことが出来ない．量子計算機のエラーを効率的に削減す
る枠組みで最も有望な手法の一つが量子誤り訂正符号に
よって誤りを訂正しながら計算を行う誤り耐性量子計算で
ある [1], [2]．誤り耐性量子計算ではエラーが蓄積するよ
りも十分早くエラー検出のためのスタビライザー測定と呼
ばれるパリティ検査を行い，得られたシンドローム値から
計算に追従してエラーを推定し訂正することができる．特
に，表面符号 [3], [4]は二次元的に配列された量子ビット
で容易に実装でき，高い誤り訂正の性能を誇ることから実
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現が最も期待されている [5], [6]．
表面符号を用いた誤り耐性量子計算の実現で鍵となる課

題の一つが，計算中に生じるエラーをシンドローム値から高
速に推定するための復号アルゴリズムの高速化である．表
面符号においてシンドローム値から適切なエラー訂正操作
を推定する手続きは，３次元格子上における最小重み完全
マッチング (Minimum-weight perfect matching, MWPM)

問題に帰着されることが知られている [5], [7]．計算中はス
タビライザー測定の速度よりも高速にMWPMを解き続け
る必要があるため，表面符号の誤り訂正能力を高めるため
には，より高速にMWPMを解くアルゴリズムが必要とな
る．このため，これまでMWPMを高速に解くために様々
な手法と実装が提案されてきた [8], [9], [10], [11], [12], [13]．
この MWPM のインスタンスを生成する過程で，重みづ
けされた３次元格子上の様々な二点間の最短距離を計算
するサブルーチンが必要となる．もし，各量子ビットに生
じるエラーが一様であれば，３次元格子上の辺の重みは一
様となる．この時，二点間の距離はマンハッタン距離を定
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数時間で計算し容易に求めることが出来る．しかし，量子
ビットに生じるエラー確率が不均質である場合，格子上の
辺の重みもまた不均質となる．この時に２点間の最短距離
を求めるには素朴にはダイクストラ法やワーシャルフロイ
ド法などのグラフアルゴリズム [14]が必要となり，その
計算量は３次元格子のノード数に対して多項式的に増加す
る．しかし，ダイクストラ法やワーシャルフロイド法など
のアルゴリズムを用いるアプローチはリアルタイムに実行
するには遅すぎるため，大きな符号で高速にエラーの推定
を行う実装ではエラー確率が不均質である場合も均質な
エラーを仮定して復号を行うアプローチが一般的であっ
た [10], [11], [12], [13]．
この研究ではフェニック木のデータ構造 [15]を用いる
ことで，２点間の最短距離を近似的に求める従来より計算
量的に高速なアルゴリズムを提案する．C++で実装した
ベンチマークによれば，本手法により，実用化で必要とさ
れる符号距離 21などで 180倍ものの高速化が得られてい
る．さらに，不均質さを無視して一様な重みづけを仮定し
たMWPMを解く場合に誤り訂正のしきい値が 6%となる
状況で，本手法は誤り訂正のしきい値 9%を実現している．
本手法は従来の復号アルゴリズムにおいてボトルネックの
一つであり性能劣化の主要因であった不均質なエラーを計
算量と実速度の両方で高速に扱う手法を提案するものであ
る．これにより，従来より高速な表面符号のエラー推定が
実装可能となるため，より巨大な誤り耐性量子計算機の実
装が可能となる．

2. 背景
2.1 表面符号
表面符号 [3], [4], [5]は二次元平面上に並べられた量子

ビットで実装が可能で，高い精度でのエラー訂正が可能な
ため，超伝導量子ビットなどをはじめとした集積化可能な
量子ビットで実現が可能な量子誤り訂正符号として注目を
集めている．表面符号では図 1の左図に示すように，二次
元格子に並んだ量子ビットを用いて一つの論理量子ビット
を表現する方式である．左の図において，黒い丸はデータ
を保持する量子ビットを表し，赤または青いタイルは，頂
点の場所に配置されている量子ビットのパウリX および Z

測定を行うことを意味している．このパウリ測定はスタビ
ライザー測定と呼ばれ，得られた値はシンドローム値と呼
ばれる．量子ビットに対して確率的にパウリ操作のエラー
が生じるようなエラーモデルを考えた場合，パウリ X(Z)

のシンドローム値を得る操作は，観測対象となる量子ビッ
トに乗っているパウリ Z(X)エラーの個数の偶奇を知るこ
とに相当する．表面符号の符号距離 dは格子の幅および高
さで定義され，表面符号は高々 d− 1量子ビットまでに作
用する任意のビット反転や位相反転のエラーを検出するこ
とができる．

図 1: 表面符号の例．左の図は表面符号のデータ量子ビッ
トの配置を表す．中央と右の図は，そこから得られるX お
よび Z のスタビライザー測定値の場所割り当てと，復号の
対象となる正方格子のグラフを表す．

論理ビットに生じているエラーを取り除き元の論理状態
に回復するためのパウリ操作の推定は以下のように求め
ることができる．図 1の中央および右図のように，パウ
リX(Z)スタビライザー測定の結果をノードとし（灰色の
丸），データを保持する量子ビットをエッジとしたグラフ
を考える．ここで，エッジに対応する量子ビットにパウリ
Z(X)エラーが生じると，エッジが繋ぐ二つのノード（境界
の場合は一つのノード）のシンドローム値の偶奇が反転さ
れる．最小距離復号と呼ばれる手法の復号の考え方では，
観測されたノードの偶奇を再現する最も高確率で生じる辺
の集合を求め，選ばれた辺に対応するパウリ操作を行うこ
とでエラーを回復することができる．
上記の推定は以下のように定義された全結合グラフの最

小重み完全マッチング問題 (MWPM)に帰着することがで
きる．グラフの頂点は，図 1 の中央および右の正方格子
のグラフにおいてパリティが奇となっているノードである
（パリティが奇のノードが奇数個の場合は，境界に相当す
るノードを一つ加えて偶数とする）．ノード間の辺の重み
は，図 1の正方格子で各辺の重みを − log(p/(1− p))（た
だし pは対応する量子ビットにエラーが生じる確率）とし
て２点間の最小重み経路の重みで定義する．こうして作ら
れたグラフの最小重み完全マッチングが分かれば，そこか
ら最小距離復号に相当する回復操作を計算することができ
る．MWPMの問題はエドモンドの花アルゴリズム [16]で
多項式時間で解けるほか，より高速な近似アルゴリズムが
いくつか知られている [9], [10], [11]．
MWPMのインスタンスを生成するうえで，全てのパリ

ティが奇数となっているノード間の最小距離を求める必要
がある．この重みは，辺のコストが一様であれば図 1 の
座標におけるマンハッタン距離として容易に計算すること
ができる．一方，辺の重みが一様でない場合で，かつ，エ
ラーレートが十分に小さい領域では，奇パリティのノード
数の減少に伴い小さくなり MWPMの問題サイズも小さ
くなるものの，最小重みの経路を探索する問題サイズは小
さくなるとは限らないため，MWPMのインスタンス生成
にMWPMを解く時間よりも長い時間が必要となりうる．
従って，不均質な２次元格子で与えられた２点間の重みを
高速に求める手法は，高速で正確な復号を行う上で重要で
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図 2: 測定にエラーがある場合に復号の対象となる３次元
格子

ある．
実際の誤り訂正では，パリティ測定の操作自体にエラー

が低確率で生じる．このような場合は，図 2に示すような
３次元の格子を構成することで復号が可能となる．ここで
高さ方向の辺は測定エラーの有無に対応し，その重みは測
定エラーの確率より同様の式で定まる．この時，任意の頂
点は少なくとも ⌊d/2⌋の長さで境界にマッチできるため，
典型的には高さ方向が dとなる立方体を対象として復号問
題を解くことが多い．復号問題のMWPMへの帰着に関す
る詳細については文献 [5]および [17]を参照されたい．

2.2 フェニック木
フェニック木 (Fenwick tree) [15]には様々な操作を載せ
ることができるが，本手法で用いる 2 次元フェニック木
は N ×N の 2次元配列 F [i][j] (1 ≤ i, j ≤ N)に対して次
の操作をともに O(log2 N)で行う事が可能なデータ構造で
ある．

• chmax(l1, l2, x) l1 ≤ i ≤ N , l2 ≤ j ≤ N をみたす
(i, j) について, F [i][j] の値を max(F [i][j], x) に変更
する．

• get(a, b) F [a][b]の値を取得する．

先にまず，1次元の場合について述べる．これは，長さ N

の 1次元配列 F̃ [i]に対して次の操作をともに O(logN)で
行う事が可能なデータ構造である．

• chmax(r, x) 1 ≤ i ≤ rをみたす iについて，F̃ [i]の値
を max(F̃ [i], x)に変更する．

• get(a) F̃ [a]の値を取得する．

ただし，配列は最初は全て 0 で初期化されているものと
する．
これには次の事実を利用する．
正整数 k に対して，f(k)を 2i が k を割り切る最
大の iに対する 2i の値で定める．このとき，

• 任意の正整数 kに対して，1 ≤ m ≤ ⌊log2 k⌋+ 1

なる整数mと正整数 i1 < i2 < · · · < im が存在
して，半開区間 (0, k]は (it − f(it), it]によって
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(a) chmax 操作，赤色が更新される要素
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(b) get 操作，青色が取得に用いる要素
図 3: フェニック木の操作

重なりなく覆われる．
• 任意の正整数 k に対して，k ∈ (i − f(i), i]であ
るような N 以下の正整数 iは高々 ⌊log2 N⌋ + 1

個である．
これを用いて実際に管理する長さ N の配列 F̃ ′ には区間
(i − f(i), i]に行われた max操作のうち値が最大であった
ものを保管する．すなわち，

• chmax(r, x) (0, r] を覆う高々 ⌊log2 N⌋ + 1 個の区間
(i − f(i), i]に分割し，F̃ ′ において対応する配列の要
素それぞれについて maxを取る操作を行う．

• get(a) aを含む高々 ⌊log2 k⌋+1個の区間 (i− f(i), i]1

全てについての maxを取る．

この時それぞれの操作は O(logN)で行う事ができ，また
すべての更新操作は各点を含む区間のうちちょうど 1つに
反映されているから，正しく機能する．1次元フェニック
木 (N = 8)操作の例を図 3以下に載せる．
また，区間をすべて反転させることで，

• chmax(l, x) l ≤ i ≤ N をみたす iについて，F̃ [i]の値
を max(F̃ [i], x)に変更する．

• get(a) F̃ [a]の値を取得する．

の 2種類の操作に対応するフェニック木も同様に考えるこ
とができる．
2次元のフェニック木については区間を反転させた後の

1次元のフェニック木の F̃ ′ において管理していた区間を
I1, . . ., IN とするとき，F ′[a][b]においては Ia × Ib の矩形
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領域に対して行われた操作において保存するようにすれ
ば良い．このとき，[l1, N + 1)× [l2, N + 1)は [l1, N + 1)

と [l2, N +1)のそれぞれの区間への分割の直積を考えるこ
とで，高々 {⌊log2 N⌋ + 1}2 個の矩形領域に分割され，同
様に F [a][b]はそれぞれ高々 {⌊log2 N⌋+ 1}2 個の矩形領域
Ia × Ib に含まれる事が分かる．よって，このようなデー
タ構造の下で最初に述べた 2つの操作を O(log2 N)で行う
事が出来る．2次元フェニック木 (N = 4)における chmax

の操作の例を図 4に載せる．

3. 手法
3.1 提案手法の概要
この研究では表面符号の復号で必要となる d × d × dの
三次元格子上の２点間の最小コストを，以下のようなノイ
ズモデルの仮定の下で，フェニック木を用いて近似的に高
速に計算するアルゴリズムを提案する．本手法ではノイズ
の前提として，ほとんどの量子ビットは均一的な性能を持
ち，一部の量子ビットが何らかの理由でエラーを起こしや
すくなっているような場合を考える．このような状況は，
集積化の地点でエラーが大きな量子ビットが生じている状
況 [18]，宇宙線などの衝突によって一部の量子ビットのエ
ラーが一時的に上昇している状況 [19]，あるいは，測定の
信号が消失したり信頼性が低いなどでシンドロームの値が
信頼できない状況 [20]などで生じる．このとき，格子上で
はほとんどの辺が均一的なコストを持ち，一部の辺だけが
コストが小さくなっている状態になる．
本手法による計算量の改善は表 1に纏められている．こ

こで N はパリティが奇数となっている格子点の数であり，
M はコストが小さくなっている辺の本数である．我々の
目的は N 個のノードに対して全点対全点の最小距離を求
めることである．ここで，N,M の値は d3に比例して大き
くなる値ではあるが，エラー率が十分小さく，エラーが起
こすやすくなるような量子ビットも多くないとみなせる実
用的な状況では，N,M ≪ d3とみなすことができる．重み
づけされた 3次元格子上の様々な二点間の最短距離を求め
る方法として最も素朴なベースラインとなる手法は，全格
子点 (頂点数 ∼ d3)を用いたワーシャルフロイド (WF)法
であり，その計算量は O(d9)である．一方，重みが不均質
であることを無視し，全てを均質だとして計算する場合は
２点間の最小距離はマンハッタン距離として定数時間で計
算できるため O(N2)となる．この手法は高速だが，不均
質さを無視することによって後で述べるように誤り訂正の
性能は大きく悪化する．
WF法を改善する素朴な方法として，N 頂点についてダ
イクストラ法を適用するアプローチを考えることもできる．
この手法ではある頂点を起点としたダイクストラ法の実施
にO(d3 log d)必要とすると，全体のコストはO(Nd3 log d)

となる．この手法はWF法よりは高速だが，そのコストは

奇数でないパリティのノードを含む３次元格子の全頂点数
d3 にあらわに依存してしまう．N,M ≪ d3 が成り立つ領
域でのさらなる改善として，以下のような手法を考えるこ
とができる．ある 2点間の経路は，均一な辺を何本か (0本
も含む)通る区間と，エラー率が高い辺 (重みが低い辺)を
通る区間を繰り返す．ここで，経路上において，コストが
変化している辺から次のそのような辺までの間ではコスト
が均一な辺しか通らないため，この区間の最小コストはつ
ねにマンハッタン距離に均一的な定数係数 C をかけたもの
となる．よって，2点対間の距離を求めなければならない
格子点の集合とコストが変化している辺の端点となってい
るような格子点をあわせたものについて，格子点同士のコ
ストをマンハッタン距離に C をかけたものとしてとして計
算し，その上でコストが変化した辺の情報を反映させたグ
ラフの上でWF法を行っても同様に厳密な最短距離が得ら
れる．このとき 2点対間の距離を求めなければならない格
子点の集合の大きさを N，コストが変化した辺の数をM

として，計算量はO((N +M)3)となる．以下，この方法で
最短経路を計算する手法をWF beta法と呼ぶことにする．
WF beta法はWF法よりは近似なしに高速な計算が可

能だが，物理量子ビットのエラー率はそのままに符号距
離 dが増加すると，オーダーとしては O(d9)の計算量と
なってしまうため，さらなる改善が期待される．そこで，
以下のような近似を導入しさらに効率的なアルゴリズムを
提案する．我々は，重みづけされた 3次元格子上で 2頂点
間を結ぶ経路の最小コストの経路は，重みを均質とみなし
た際の最短経路のいずれかと一致するとみなす．境界でな
い二つの頂点間の最小コストの経路を考えると，重みが均
質とみなした経路のうち，最短でない経路のうち最も短い
経路は，最短の経路に比べ 3 つ以上の辺を余分に通過す
る必要がある．従って，多くの辺のコストが一斉に変化し
ない限り，このような経路がよりコストが小さくなる可能
性は低いと期待され，この近似により復号が誤ったものに
なる確率はさらに小さいと期待される．従って，格子上で
最短経路を達成する経路のうちで重みの総和を最小化す
る経路のコストが分かれば，高い精度で 2 点間の経路の
最小コストが求められる事が期待できる．この場合経路の
単調性が保証されるため，この事実を用いて計算量を落と
すことができる．なお，厳密には 1本までは最短経路より
多く通る経路を含めても単調性が保証されるため，本研究
で提案するアルゴリズムはそのようなものも含めて最小
値を計算している．詳細は以下に述べるが，その計算量は
O(N(N +M) log d) ∼ O(d6 log2 d)となる．なお，このよ
うな近似は，すべての辺の重みが異なっているが，平均的
な各辺のコストに対して，辺によるコストの差が小さいよ
うな場合についても同様に有効に成り立つと考えられる．
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図 4: chmax 操作，マス目内の赤色領域 (2つ)が更新される要素

時間計算量 d への依存性 偶パリティのノード数に非依存 重みを考慮
WF O(d9) O(d9) 〇

WF beta O((N +M)3) O(d9) 〇 〇
Dijkstra O(Nd3 log d) O(d6 log d) 〇
Fenwick O(N(N +M) log2 d) O(d6 log2 d) 〇 部分的

Manhattan O(N2) O(d6) 〇
表 1: 時間計算量

3.2 提案手法の詳細
この手法では，3次元格子上の 2点間を結ぶ経路のうち，

2点のマンハッタン距離から高々 1 本までしか多く辺を通
らないような経路の中に最小コストの経路が存在すると仮
定し，最小コストを求めることで高速化を実現する．
シンドローム測定の結果はエラーの出た位置を表す格子

点の集合 V = {(ia, ja, ka)}として，量子ビットの重みを表
す情報は量子ビットの位置を表す隣接する格子点の順序付け
されていない組および正常状態と比較したときのコストの減
少幅を表す数値，すなわちE = {((ib, jb, kb), (i′b, j′b, k′b), cb)}
によって与えられるとする．以下，V の要素を頂点と呼ぶ．
次の 2 つを計算する必要がある．

(a) 各頂点から境界までの最小コスト

(b) 2 頂点間の最小コスト

頂点 u = (iu, ju, ku)を 1つ固定する．その頂点から次の
位置関係にある頂点までの最短経路の中での最小コスト，
および，余計な辺を 1本までしか使わないような境界まで
の経路の中での境界までの最小コストを求める．

(i) iu ≤ iv, ju ≤ jv, ku ≤ kv

(ii) iu ≤ iv, ju ≥ jv, ku ≥ kv

(iii) iu ≥ iv, ju ≤ jv, ku ≥ kv

(iv) iu ≥ iv, ju ≥ jv, ku ≤ kv

(i)のパターンについて求められれば，適切な座標の反転
によって他の 3パターンについても求められるため，以下
では (i)のパターンについて求める方法について述べる．
クエリの列 Q および 2 次元 Fenick 木 F を用意する．

クエリの列は，次の要素を辞書順にソートしたものを用意
する．これは頂点によらない．

• {(iv, jv, kv, v, 0)|(iv, jv, kv) ∈ V }

• {(ie + 0.5,−je,−ke,−1, ce)|((ie, je, ke), (ie +

1, je, ke), ce) ∈ E}

• {(ie, je + 0.5, ke,−1, ce)|((ie, je, ke), (ie, je +

1, ke), ce) ∈ E}

• {(ie, je, ke + 0.5,−1, ce)|((ie, je, ke), (ie, je, ke +

1), ce) ∈ E}

また，2次元 Fenick木の要素はすべて 0に初期化しておく．
次のようにクエリを処理する．Qq = (i, j, k, v, c)であっ

たとする．
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• i < iu, j < ju, k < ku のいずれかが成り立つときは，
何も行わない．

• 上記でなく，v ≥ 0 のとき
頂点 u と頂点 v 間の境界を経由しない最短経路の
最小コストとして，C(|i− iu|+ |j− ju|+ |k−ku|)−
get(j, k)を記録する．

• 上記でなく，v < 0 のとき
x = get(⌊|j|⌋, ⌊|k|⌋) と し て ，更 新 操 作
chmax(⌈|j|⌉, ⌈|k|⌉, x+ c) を行う．

ただし、⌊x⌋, ⌈x⌉はそれぞれ底関数と天井関数である。
最後にすべてのクエリを処理した後の |d− iu|−get(ju, ku),

|d−iu|+1−get(ju+1, ku), |d−iu|+1−get(ju, ku+1)の値
を保存しておく．これは，それぞれ 頂点 u から (d, ju, ku),

(d, ju +1, ku), (d, ju, ku +1) までの最短経路の中での最小
コストであり，頂点から境界までの最小コストを求める時
に用いる．
3.2.1 (a) 各頂点から境界までの最小コスト
頂点 (iu, ju, ku) から境界までの経路のうち余計な辺を

1 本までしか使わないようなものは (i, ju + j′, ku + k′)

(i ∈ {0, d}, |j′|+ |k′| ≤ 1) までの最短経路それぞれについ
て最小コストを求め，その最小値をとればよい．ここで，
上の計算の中で

(i) (d, ju, ku), (d, ju + 1, ku), (d, ju, ku + 1)

(ii) (d, ju, ku), (d, ju − 1, ku), (d, ju, ku − 1)

(iii) (0, ju, ku), (0, ju + 1, ku), (0, ju, ku − 1)

(iv) (0, ju, ku), (0, ju − 1, ku), (0, ju, ku + 1)

への最短距離が求まっており，上の集合の要素を網羅して
いることから，これらから求めることができる．
3.2.2 (b) 2頂点間の最小コスト
2頂点 u, v 間の最小コストは境界を経由する経路と経由
しない経路それぞれの中での最小コストのうち小さい方と
して求まる．経由するものは (a)で求めた各頂点から境界
への最小コストの和として求まる．経由しないものについ
ては (iv − iu)(jv − ju)(kv − ku) ≥ 0ならば頂点 uから頂点
vへの最小コストとして， (iv − iu)(jv − ju)(kv − ku) < 0

ならば頂点 vから頂点 uへの最小コストとして求まってい
るからこれを境界を経由するものと比較すればよい．
これにより，求めたいものが全て求まった．

3.3 提案手法の証明
上の手法の中で，2頂点またはある頂点と境界上の点の
間について，その 2点間の最短経路の中で最小コストが求
まっていたとする．境界を経由しない経路については，最

短距離でないものは必ず最短経路から 2本以上多く辺を通
る事から，今回の近似の下では考えなくて良い．境界を経
由するものについては，境界までの最短距離より 1本まで
多くの辺を通ることができるが，境界へ向かう向きと反対
の方向に進むとやはり 2 本以上必要になる事から，それ
は境界へ向かう向きと垂直な方向である必要がある．よっ
て，そのような経路は頂点からまっすぐ境界面に向かった
ときの終着点からマンハッタン距離が 1以下である点への
最短経路となっている．よって，上のアルゴリズムによっ
て，2点間のマンハッタン距離だけ辺を通る経路の中で最
小コストが求まっていることを示せば良い．
2 頂点 u, v の座標を (iu, ju, ku), (iv, jv, kv) とし，

対称性から iu ≤ iv かつ ju ≤ jv かつ ku ≤
kv のときについて求まっていることを示せば良
い．以下，辺の情報 ((ie, je, ke), (i

′
e, j

′
e, k

′
e), ce) ∈ E を(

ie+i′e
2 ,

je+j′e
2 ,

ke+k′
e

2 , ce

)
に対応させたものからなる集合E′

を考える．なお，(ie, je, ke, ce) ∈ E′から，無向辺の情報は
((⌊ie⌋, ⌊je⌋, ⌊ke⌋), (⌈ie⌉, ⌈je⌉, ⌈ke⌉), ce)と復元できる．頂点
uから頂点 vに向かう最短経路上では各座標を増加する方
向にしか移動できない事から，頂点 uから頂点 vに向かう最
短経路であって，(ie1 , je1 , ke1 , ce1), . . . , (iem , jem , kem , cem)

((iet , jet , ket , cet) ∈ E′)をこの順に通るものが存在する必
要十分条件は，

• iu ≤ ⌊ie1⌋, ⌈iem⌉ ≤ iv, ⌈iet⌉ ≤ ⌊iet+1⌋ (1 ≤ t ≤ m−1)

• ju ≤ ⌊je1⌋, ⌈jem⌉ ≤ jv, ⌈jet⌉ ≤ ⌊jet+1⌋ (1 ≤ t ≤
m− 1)

• ku ≤ ⌊ke1⌋, ⌈kem⌉ ≤ kv, ⌈ket⌉ ≤ ⌊ket+1⌋ (1 ≤ t ≤
m− 1)

のすべてがみたされていることであるといえる．このとき
の経路のコストはC(|iu−iv|+ |ju−jv|+ |ku−kv|)−

∑
t cet

であるから，上をみたすような辺の列について∑
t cet の最

大値を求めればよい
これらを踏まえて，

(a) 頂点uを始点としたアルゴリズムにおいてget(jv, kv) =

cv のとき，
∑

t cet = cv となるような条件をみたす列
が存在する事

(b)
∑

t cet = cv となるような列が存在するとき，頂点 u

を始点としたアルゴリズムにおいて get(jv, kv) ≥ cv

となる事

を示す．
3.3.1 (a)の証明
get(jv, kv) = cv のとき，アルゴリズムにおいて更新操
作が行われる履歴から，クエリの列 (iq1 , jq1 , kq1 ,−1, cq1),

. . . , (iqm , jqm , kqm ,−1, cqm)であって，次をみたすものが
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存在する．

• (iu, ju, ku, u, 0), 列 (iq1 , jq1 , kq1 ,−1, cq1), . . . ,

(iqm , jqm , kqm ,−1, cqm), (iv, jv, kv, v, 0) は こ の 順
で (連続しているとは限らない)クエリ列 Q に含まれ
ている．

• ju ≤ |jq1 |, ⌈|jqm |⌉ ≤ jv, ⌈|jqt |⌉ ≤ ⌊|jqt+1
|⌋ (1 ≤ t ≤

m− 1)　

• ku ≤ |kq1 |, ⌈|kqm |⌉ ≤ |kv|, ⌈|kqt |⌉ ≤ ⌊|kqt+1
|⌋ (1 ≤ t ≤

m− 1)　

•
m∑
t=1

cqt = cv

ju, ku が整数である事から ju ≤ ⌊|jq1 |⌋, ku ≤ ⌊|kq1 |⌋が成
り立っていることに注意すると，(iq1 , jq1 , kq1 ,−1, cq1), . . . ,

(iqm , jqm , kqm ,−1, cqm)に対応する辺をこの順に通る最短
経路が存在するには

• iu ≤ ⌊iq1⌋, ⌈iqm⌉ ≤ iv, ⌈iqt⌉ ≤ ⌊iqt+1
⌋ (1 ≤ t ≤ m−1)

が成り立っていれば良い．クエリの列が昇順でソート
されていることから iu ≤ iq1 ≤ · · · ≤ iqm ≤ iv が成
り立つ．これと iu, iv が整数である事から iu ≤ ⌊iq1⌋,
⌈iqm⌉ ≤ iv は成り立つ．iqt , iqt+1

はともに整数または半
整数であるから，iqt ≤ iqt+1

かつ ⌈iqt⌉ > ⌊iqt+1
⌋となるの

は iqt = iqt+1
かつこれらが半整数の時のみである．しか

し，このとき jqt ,jqt+1
,kqt ,kqt+1

はいずれも整数であるから
|jqt | ≤ |jqt+1

|および |kqt | ≤ |kqt+1
|が成り立ち，さらにこ

のとき jqt ,jqt+1
,kqt ,kqt+1

はすべて負であるから jqt ≥ jqt+1

および kqt ≥ kqt+1 が成り立ち，クエリが昇順に並べられ
ていることから jqt = jqt+1 ,kqt = kqt+1 となり，同一辺の
情報が複数含まれていることになり，これはあり得ない．
よって，⌈iqt⌉ ≤ ⌊iqt+1

⌋となり，条件をみたす列が存在す
る事が分かる．
3.3.2 (b)の証明
辺の列 (ie1 , je1 , ke1 , ce1), . . . , (iem , jem , kem , cem)であっ
て，頂点 uから頂点 vまでの最短経路であってその順で通
る事が出来るようなものが与えられたとする．このとき，
クエリの列において，頂点 uに対応するクエリの後に各辺
に対応するクエリが辺の列の順に，そして最後に頂点 vに
対応するクエリが現れる事を示す．1 ≤ t ≤ m − 1につい
て，⌈iet⌉ ≤ ⌊iet+1⌋が成り立っているが，iet < iet+1 なら
ば et と et+1 に対応するクエリはこの順で登場し．そうで
ないとき iet = iet+1 かつこれが整数であるから，両者に
対応するクエリの j, k 要素は正で与えられる．このとき，
⌈jet⌉ ≤ ⌊jet+1

⌋, ⌈ket⌉ ≤ ⌊ket+1
⌋よりやはり et と et+1 に対

応するクエリはこの順で現れる．頂点 uと辺 e1, 辺 em と
頂点 vについても同様の事が成り立つ．
また，ju ≤ ⌊je1⌋, ⌈jet⌉ < ⌊jet+1

⌋ (1 ≤ t ≤ m − 1),

ku ≤ ⌊ke1⌋, ⌈ket⌉ < ⌊ket+1
⌋ (1 ≤ t ≤ m − 1) より，

ju ≤ je1 ≤ · · · ≤ jem , ku ≤ ke1 ≤ · · · ≤ kem で
あるから，更新操作はつねに行われる．このとき，帰
納的に get(⌊jet⌋, ⌊ket⌋) ≥

t−1∑
s=1

cs が成り立ち，最終的に

get(jv, kv) ≥
m∑
t=1

ct が成り立つ．

よって，(a)(b)の両方が示され，アルゴリズムの正当性
が示された．

4. 数値計算による評価
4.1 数値計算の設定
本手法をマンハッタン距離を直接計算する手法と，ワー
シャルフロイド法により全点間距離を計算するアルゴリズ
ムと比較を行った．実装は C++を用いて行った．コンパ
イルは gcc 9.2.0を用いて行い，O2オプションで最適化し
た．数値計算は Intel Core i5-8250Uの CPUで行った．表
面符号は X と Z のエラーについて対象であるため，パウ
リ X エラーを訂正する際の時間と誤り訂正の性能を評価
した．また，今回は簡単のため測定エラーは無いものとし
て 2次元の格子に対して数値計算を行った．数値計算では
不均質なエラーモデルとして，以下のようなエラーモデル
を採用している．まず，量子ビットそれぞれが確率 0.1で
エラーが発生しやすい量子ビットに変化する．その後，正
常な量子ビットについては与えらえた確率 pで，エラー確
率が発生しやすい量子ビットについては確率 0.5でパウリ
X エラーが発生するとしている．以降の数値計算のグラフ
では各データ点に対して，105 回ずつサンプリングを行い，
エラーバーとともにプロットを行っている．

4.2 速度
我々はまず，符号距離を 5 ≤ d ≤ 21の範囲で，正常な
量子ビットのエラー率が p = 0.01である場合において，ま
ず復号に要した平均時間を計算した．その結果は図 5に線
形および両対数でプロットされている．今回の提案手法は
赤い線で表示されており，ベースラインとなるワーシャル
フロイド法やその改善であるWF betaに比べて小規模な
サイズも含め実速度で高速であることが分かる．特に，実
用化が有望視される d = 21の場合においては，フェニッ
ク木を用いた提案手法はワーシャルフロイド法による手法
の 180倍の速度を達成している．本手法は全ての辺を均質
な重みとみなすマンハッタン距離を用いた復号と比較する
と低速であるが，その低速化の度合いはワーシャルフロイ
ド法からの改善幅に比べれば軽微であると言える．特に，
d = 21の符号距離においては，提案手法は 2.2倍の実行時
間となっている．
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図 5: 提案手法とベースラインとなる手法との速度比較

4.3 復号の性能
次に我々は復号の性能を比較した．本手法では複数の

手法で２点間のノードの重みを計算し，計算された重み
に基づいてエドモンドの花アルゴリズムを用いた復号を
行った [16]．エドモンドの花アルゴリズムの実装にはKol-

mogorovらの実装を利用している [21]．d = 7, 11, 15の場
合について，復号の失敗確率，すなわち，論理エラーが生
じる確率は図 6のように計算された．提案したフェニック
木を用いた手法による復号の成功率はワーシャルフロイド
法による手法とほぼ同等の性能を達成した．これはエラー
を均一なものとみなしてマンハッタン距離を計算して復号
する手法と比較して有意に優れている．
二次元平面の格子に対する復号アルゴリズムの性能は

図 6のように符号距離の拡大に際し相転移的なふるまいを
示すことが知られており，十分大きな符号距離での性能は
相転移点となるエラー率，すなわち，符号距離を変更した

ときの交点となるしきい値と呼ばれるエラー率で評価でき
る．この基準においては，しきい値が大きいほどエラーが
大きな量子計算機でも誤り訂正できることになるので，し
きい値が大きい復号アルゴリズムの方が優れていると判定
することができる．
均質なエラーレートが実現されているときにエドモンド

の花アルゴリズムで復号を行うと，表面符号のしきい値は
約 10%となることが知られている．今回のエラーモデル
では低頻度でエラーの大きな量子ビットが存在するため，
ワーシャルフロイド法で厳密に重みを計算したとしても，
点線で表されるようにそのしきい値は 9%に低下している．
一方，不均質さを無視して全てを均質なエラーとしてマン
ハッタン距離で重みを計算したケースでは，破線で表され
るようにそのしきい値は 6%まで小さくなっており，論理
エラー自体もワーシャルフロイド法に比べて悪化している
ことが分かる．今回の提案手法は実線で表示されており，
論理エラーについてもしきい値についても，その性能はほ
ぼワーシャルフロイド法の結果と等しいことが分かる．こ
のことは，今回の研究で取り入れた近似は必ずしも最適な
重みを与えるとは限らないものの，復号アルゴリズムの観
点ではエラー推定の精度に殆ど悪影響を与えないことが分
かる．従って，本研究の提案手法は殆ど論理エラーの性能
を悪化させずに従来のアルゴリズムに比べ大幅な高速化を
実現できていることが分かる．

5. まとめと展望
本研究では不均質なエラー率で誤りが生じる量子ビット

の表面符号による誤り訂正において，復号アルゴリズムの
重要なサブルーチンである２点間の最小重み経路の重みの
計算を，誤り訂正の性能の劣化を殆どなしに高速化する手
法を提案した．本研究では誤り訂正の復号の対象となる格
子が３次元の正方格子をなすことに着目し，フェニック木
を用いたデータ構造を導入することで従来に比べ計算量的
な改善を実現している．また，具体的な実装を通して今回
の高速化は興味のある領域において有効であることを示
し，さらに符号のしきい値が殆ど劣化していないことを示
した．従って，今回の研究結果は寿命の短さから高速な復
号が求められる超伝導量子ビットなどを用いた誤り耐性量
子計算の実現可能にするうえで重要なアルゴリズムである
と言える．
本研究では簡単のために数値計算は測定エラーが無いと

仮定した２次元格子についてのみ行ったが，測定エラーを
考慮した３次元格子での性能評価を行うのがまず今後の研
究として考えられる．また，実際の誤り耐性量子計算では
格子手術 [6], [22]などを通して格子の形状が計算中に変化
するため，こうした格子形状に変化に合わせてデータ構造
を適応させることも今後の課題である．近年は正方格子で
はないより疎なグラフにおいても高い性能を持つ符号が存
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図 6: 復号性能の比較

在することが示されている [23]．こうした正方格子でない
ケースに対応できるよう本手法を拡張するのも興味深い．
また，現実の量子誤り訂正ではスタビライザー測定で用い
られる CNOTゲートといった物理ゲートごとにエラーが
生じると期待されるため，このような回路レベルでの不均
質さを扱えるようにすることも実用的な性能をより正確に
評価するうえで重要となる．
本研究ではWF法，WF beta法，マンハッタン距離を計
算する方法との比較を行ったが，他の手法との体系的な比
較を行うことも今後の課題である．今回比較が出来なかっ
たダイクストラ法に基づく方法のほか，従来知られている
もので高速とされている不均質なエラーを扱える復号アル
ゴリズムとしては，Union-findデータ構造を用いたものの
拡張がある [9], [12]．本研究は Union-findデータ構造のも
のと比べ計算量的な優位性があるかどうかはパラメータ領
域に依存することが分かっている．Union-findデータ構造
を用いた復号アルゴリズムは C++での実装が公開されて
いないため今回の研究では比較を行わなかったが，具体的
な実装と性能評価を通しこの二つの性能を比較する研究が
今後の研究として期待される．
謝 辞 本 研 究 は JST さ き が け（ 助 成 番 号：

No. JPMJPR1916），内閣府ムーンショット（助成番
号：No. JPMJMS2061）の助成の元で行いました．
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