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概要：量子モンテカルロ法に基づく量子アニーリングでは，相互関係のあるスピンをランダムに選んでト
グルさせるかどうかを決め，スピンの遷移によってエネルギーの最小解を求める．しかし，エネルギーの

収束に時間がかかったり，全域的な最適解に収束しないことがあ る．そこで，各トロッタのエネルギーを

保持・更新しておくことで，計算途中でエネルギー最小のスピン状態を求め，その解よりも良い解が出る

まで中間最小解を保持することで，同じ計算時間で解の精度を向上させる手法を提案する．
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A Method for Improving the Accuracy of Quantum Annealing
by Keeping Temporally Optimum Solution
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Abstract: Quantum annealing is a new algorithm to solve combinatorial optimization problems where the
original problem is converted to the energy minimization of Ising model or the equivalent QUBO (Quadratic
Unconstrained Binary Optimization). Speeding up quantum annealing is important to obtain the solutions of
combinatorial optimization problems in short time. In this manuscript, an acceleration method of simulated
quantum annealing (SQA) based on the quantum Monte Carlo method is discussed and a new method is
introduced to improve the quality of the solution under the same amount of computation time. The method
keeps a temporally minimum solution during the computation and renews the temporally minimum solution
when a better solution can be found. Its effectiveness is shown by applying maxcut problems and traveling
salesman problems.

Keywords: Simulated Quantum Annealing, Quantum Monte Carlo, Ising Model，QUBO

1. はじめに

近年，組み合わせ最適化問題を高速に解決する手法とし

て量子モデルに基づいて解く量子アニーリング (Quantum

Annealing)が注目をあびている. この解法は, 量子力学的

に相関関係を持つ二次元配列量子スピンの集合において,

スピン全体のエネルギーが最も低い状態に変化する現象

を利用するものである [1]. 物理的な量子アニーリングで

はすべてのスピンを独立に状態を決めていることから量

子ビットを並列的に扱うことで，高速に解を導出すること
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ができるといわれている [2]. 量子アニーリングマシンは,

チップ上で量子ビットを作り出すことで物理的に実現でき

る. しかし, 超伝導チップを絶対零度近傍まで冷却する必

要があるため,大規模であり, 高価である [3]. そこで, 量子

アニーリングを,従来の CPUや GPU, FPGAを用いて模

擬する疑似量子アニーリング (SQA, Simulated Quantum

Annealing)の開発が盛んに行われている [4], [5]．従来の機

器を用いることで, 安価で手軽であり, 種々の問題に柔軟に

適用できるとされている [6],[7]．

　量子アニーリングを模擬する手法の 1つとして，量子モ

ンテカルロ法が知られている．量子モンテカルロ法では，

相互関係のあるスピンをランダムに変化させて全体のエネ

ルギーを順次変化させてゆく．これにより，全域的な最適
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解に状態遷移するとされている．しかし，局所的な最適解

への落ち込みを防ぐためにエネルギーが大きくなる場合で

も遷移を受諾するため，全域的な最適解に帰着しないこと

がある．また，処理時間が制限されている場合，最適解へ

帰着する前にアニーリングを終了せざるを得ない場合があ

る．このように，アニーリングでは必ずしも全域的な最適

解に帰着しない [8]．

　そこで，アニーリング中のエネルギー値が最小の中間解

を保持しておき，その解を導出解に用いる手法を提案する．

この最小中間解は，アニーリング中に定期的に更新される．

アニーリング中に本提案手法により，それまでに得られた

最小の解が残るので，既存のアニーリングによる状態遷移

終了後のスピン状態を導出する従来手法に比べて，解の精

度が向上するのではないかと考えた．まず，提案手法につ

いて述べた後，組合せ最適化問題である最大カット問題と

巡回セールスマン問題での検証結果と考察を示す．

　以下，2章ではイジングモデルと組合せ最適化問題につ

いて説明する．3章では，疑似量子アニーリングについて

述べる．4章では今回提案する中間解の保持手法を示す．5

章では本提案手法の評価として，組合せ最適化問題を解い

た際の結果を示し考察する．6章はあとがきとする．

2. イジングモデルと組合せ最適化問題

疑似量子アニーリングをエミュレーションする上で必要

となるイジングモデルについて説明した後，組合せ最適化

問題である最大カット問題と巡回セールスマン問題につい

て説明する．

2.1 イジングモデル

イジングモデルとは, 統計力学上での磁性体のスピンの

振る舞いを説明するモデルである [10]. イジングモデルは,

上向きと下向きの二つの状態をとるスピンの集合から構成

される. スピン全体は外部からの磁場の影響を受け, それ

ぞれのスピン間は相互作用をもつ. 簡単のため, 1次元の

イジングモデルを考える. 頂点 iに配置されたスピンを si

とする. このとき, スピンは, 上向きのとき+1, 下向きのと

き-1の値をとる. さらに, si, sj 間の相互作用係数を Jij , ス

ピン si にかかる磁場による自己エネルギーを hi と定義す

る [11]. ここで, スピン数を nとするとイジングモデルの

コスト関数 H は,

H = −
∑
i<j

Jijsisj −
n∑

i=1

hisi (1)

と定義される. 実際の磁性体では, エネルギー関数 H を最

小化するようにスピンの向きが変化する. 図 1に 2次元イ

ジングモデルの例を示す. スピンを左上から順に s1, s2,..

と表していく. たとえば，s1 と s5 間の相互作用係数は J15

となる.

図 1 次元のイジングモデル.

また，イジングモデルに等価なモデルとして QUBO

(Quadratic Unconstrained Binary Optimization)がある．

QUBOの変数は 1と 0の二値を取り，変数の二次式で最

適化したいコスト関数を表す．このとき，イジングモデル

のスピン変数 si と QUBOのスピン変数 xi とは以下のよ

うに変換できる．

xi =
(si + 1)

2
(2)

組み合わせ最適化問題をイジングモデルで表すか QUBO

で表すかは，問題による．デジタル回路では，QUBOを用

いると，スピン変数が 1の場合のみを加算すればよいので

演算回数を削減できる可能性がある.

2.2 組合せ最適化問題

組合せ最適化問題は，多変数関数の最大値や最小値とそ

のときの各変数の値の組合せを求める問題である．しか

し，組合せ最適化問題の取りうる組合せは問題が大きくな

るにつれて指数関数的に増大する．高速な解決方法として

アニーリングマシンを用いたものがある．本章では，最大

カット問題と巡回セールスマン問題の 2つを例に，アニー

リングマシンの適用時に必要な QUBOでの定式化につい

て述べる．

2.2.1 最大カット問題

最大カット問題は，ノード集合 V とエッジ集合 E から

なるグラフ G = (V,E)において，V を 2つの頂点集合に

分割したときのカットされるエッジの重みの総和を最大化

する問題である．

　アニーリングマシンを用いてノード数 N の最大カット

問題を解くとき，要素数 Nの spin配列を用いる．QUBO

モデルにおいて，ノード集合を頂点集合 A,B に分割する

とき，各ノードに対応する以下の 2値変数を導入する．

xi =

1 (xi ∈ A)

0 (xi ∈ B)
(3)

ここで，xi, xj 間において同じ頂点集合に属する場合のエ

ネルギー値は 0，異なる頂点集合に属する場合，xi, xj 間の

枝の重み di,j を加えたものを最大化するようにエネルギー

を定式化すると，
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H = −
∑

(i,j)∈E

di,j(xi + xj − 2xixj) (4)

となる．エネルギーが最小の場合に異なる頂点集合間の枝

の重みの総和が最大となることに注意する．最大カット問

題は，次節で述べるペナルティ項を含まないことが特徴で

ある．

2.2.2 巡回セールスマン問題

巡回セールスマン問題は, N 個の都市が存在し, 各都市

間の距離が与えられているとき, 全ての都市を 1度だけ訪

問する経路の中で総距離が最短となる経路を求める問題で

ある.

　アニーリングマシンを用いて N 都市の巡回セールスマ

ン問題を解くとき, N 行 N 列の N2 個の QUBO配列を用

いる．行は「何番目に都市を訪問するか」を, 列は「どの

都市を訪問するか」を表す. したがって, 配列 i行 j 列目の

要素 xi,j は,「i番目に都市 j を訪問するかどうか」を表す

こととなる. QUBOモデルにおいて，i番目に都市 j を訪

問するとき, 配列 i行 j 列目の要素を+1とする. また, 訪

問しないときには, 配列の各要素を 0とする.

巡回セールスマン問題におけるエネルギー関数 H の基は

都市を訪問した場合の総距離である.前述した配列の t行

a列目の要素を xt,a, 都市 aと b間の距離を da,b とすると,

エネルギー関数 Hは以下のように表される.

L =
∑
t,a,b

da,bxt,axt+1,b (5)

しかし, この Lだけでは全ての変数が 0で L=0となる状態

に収束する. 言い換えると, どの都市にも訪問しない状態

である. これを防ぐために, 以下の 2つの制約条件を追加

する.

(1) 同時刻に一つの都市のみを訪問する.

(2) すべての都市を一度ずつ訪問する.

これは, 配列において

(1) 同じ行に 1は 1つしかない.

(2) 同じ列に 1は 1つしかない.

と言い換えることができる.したがって, 制約条件 (1)は∑
t

(
∑
a

xt,a − 1)2 (6)

と表せ，制約条件 (2)は∑
a

(
∑
t

xt,a − 1)2 (7)

と表せる．この制約条件を破るものがある場合,ペナルティ

としてエネルギー関数 Hが増加するようにする.

　したがって, エネルギー関数 Hは,

H =
∑
t,a,b

da,bxt,axt+1,b +A
∑
t

(
∑
a

xt,a − 1)2

+A
∑
a

(
∑
t

xt,a − 1)2
(8)

図 2 量子アニーリングの遷移図.

と書き換えられる. このときのAは, 正の定数であり, Aに

より制約条件の強さを決定する.

3. 疑似量子アニーリングによる求解

量子モンテカルロ法を用いた疑似量子アニーリングとそ

のアルゴリズムについて述べる．

3.1 疑似量子アニーリング

疑似量子アニーリングでは，暫定的なスピンの初期状態

から系全体がエネルギーコストが小さくなる方向に解の探

索を行う．実際には量子モンテカルロ法を用いてランダム

にスピンを選択しトグルさせた場合のエネルギー差分を

計算して，トグルさせるかどうかを決定する．ここでは，

乱数生成にメルセンヌ・ツイスタ法を用いた．疑似量子ア

ニーリングでは シミュレーテッドアニーリングにおける

熱揺らぎに加えて, 量子揺らぎを用いて最適解を探索する．

これらの揺らぎにより, 局所最適解への落ち込みを防ぐ. さ

らに, トロッタと呼ばれる複数のスピン集合を扱う. トロッ

タとは, 量子特有の複数の状態の重ね合わせを表すもので

ある. 隣接するトロッタ間では，横磁場に対応する相互作

用係数に基づいた相互作用が発生する [11]. 量子アニーリ

ングでは, 式 (1)にトロッタ間の横磁場の項を加える. 量子

アニーリングでのイジングモデルのエネルギー関数Hは以

下のように表される.

H = − 1

m

m∑
k=1

(

n∑
i=1

n∑
j=1

Jijsi,ksj,k −
n∑

i=1

hisi,k)

− 1

2β
logcoth(

βΓ

m
)

m∑
k=1

n∑
i=1

si,ksi,k+1

(9)

mはトロッタ数を表している．トロッタ数が mであると

き, 異なる m個の状態から探索を行う. k はトロッタのイ

ンデックスを表し，βは温度，Γは横磁場の強さを表す. 最

初の項は各トロッタのエネルギーの総和をmで和って平均

値をとったものである．また，第二項が横磁場に対応し，

隣り合うスピン間が同じである場合にエネルギーが小さく

なる．
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3.2 疑似量子アニーリングのアルゴリズム

　量子アニーリングを模擬したアルゴリズムを以下に

示す．� �
1. 入力データをもとに, トロッタ数分の初期スピン

を生成.

2. 横磁場などの各種パラメータを初期化.

3. トロッタとスピンをランダムに選択しトグルさせ,

その前後のエネルギー変化∆H を計算.

4. ∆H が小さくなる場合は, スピンのトグルを受理.

∆H が大きくなる場合でも, 適当な遷移確率に基

づいてスピンのトグルを受理.

5. 3.～4.を規定回数繰り返す（インナーループ）.

6. 横磁場を定数倍 (< 1)にして小さくする.

7. 3.～6.を規定回数繰り返す（アウターループ）.

8. エネルギー Hが最小となるトロッタを選択し, 最

適なイジングモデルとして選択.

9. 8.で選択したイジングモデルを組み合わせ最適化

問題に対応する状態に変換.� �
疑似量子アニーリングは 5．と 7．の二重のループから構

成されており, 5．と 7．のループをそれぞれインナールー

プ, アウターループという．

　横磁場の値が大きいとき, トロッタ間の相互作用は小さ

くなる. スピンはトロッタ間の干渉を受けずに最適解を探

索する. 横磁場の値を徐々に下げていくと, トロッタ間の

相互作用は大きくなり, 干渉が高まる. 式 (9)からわかるよ

うに, βΓ
m が小さくなり, 最適解へと収束していく. 量子ア

ニーリングの探索イメージを図 2に示す.

4. 提案手法

本章では，アニーリングにおける局所解への帰着につい

て述べた後，解の精度向上のための提案手法について述

べる．

4.1 局所解への落ち込み

アニーリング法は，モンテカルロ法により相互関係のあ

るスピンをランダムに変化させて全体のエネルギーを順次

変化させてゆく．これにより，全域的な最適解に状態遷移

するとされている．しかし，局所的な最適解への落ち込み

を防ぐためにエネルギーが大きくなる場合でも遷移を受諾

する可能性があるため，全域的な最適解に帰着しないこと

がある [8]．とくに，疑似乱数の seed値やパラメータの値

で局所最適解への帰着が見られる．

4.2 提案手法のアルゴリズム

本節では，状態遷移中のエネルギー値が最小の中間解を

保持しておき，その解を導出解に用いる手法を述べる.ま

図 3 中間解保持のイメージ.

ず，アニーリング中にスピンのトグルが行われた際，該当

するトロッタのエネルギー値とそれまで保持していた中間

解のエネルギー値の大きさを比較する．このとき，該当ト

ロッタのエネルギー値が小さい場合，該当トロッタのスピ

ン状態を複写し，中間解を更新する．最後に保持していた

中間解を最適解として出力する．本提案手法の中間解保持

のイメージを図 3に示す.

　 algorithm 1 に提案手法の疑似プログラムを示

す．通常，疑似量子アニーリングでは，3.2 節のように

1 × 108 ∼ 1 × 109 回のトグル判定処理を行う．したがっ

て，逐一スピン状態のエネルギー値の計算を行うと，多大

な時間が必要となる．したがって，エネルギー算出の方法

として，各トロッタのエネルギー値をアニーリング前に算

出しておき，スピンのトグルを行う場合トグル判定の際に

算出したエネルギー変化∆ Hを加算する方法をとった．こ

れにより，トロッタのエネルギーを毎回 0から計算するの

に比べてエネルギー計算処理を大幅に削減した．各トロッ

タのエネルギー更新時に，エネルギーが減少する場合には

保持した中間解のエネルギーと大きさを比較し，反転した

トロッタのエネルギーが中間解のエネルギーより小さい場

合には，中間解の更新を行うようにした．

5. 評価

5.1節では，プログラムの実装詳細について述べる．5.2

節では，提案手法の有無による処理時間と解の精度を評価

する．5.3節では，アウターループ毎での最小エネルギーを

算出し，提案手法の特徴を考察した．これから，提案手法

を適用した疑似量子アニーリングについては“提案手法あ

り”と呼び，提案手法を適用しない通常の疑似量子アニー

リングについては“提案手法なし”と呼ぶこととする．

5.1 実装環境とパラメータ

入力データとして 2319spin の最大カット問題 (max-

cut 2319) と 1024 spin32 都市の巡回セールスマン問

題 (TSP 1024) を用いて評価を行った．実行環境は

Intel i9-9900CPU@3.10GHz，主記憶 128GB DDR4，OS

Ubuntu18.04LTS を用いた．プログラムは C 言語で記述
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Algorithm 1 提案手法の疑似プログラム.
Define: num T=number trotter, num S=number spin,

num O=number outer loop, num I=number inner loop

Variable: s[num T][num S], TRO E[num T],

min E, bests[num S]

1: for k = 0, n <NUM T do

2: caluclate TRO E[k]

3: end for

4: for m = 0,m <NUM O do

5: for n = 0, n <NUM I do

6: caluclate ∆H

7: if ∆H < 0 then

8: toggle spin

9: TRO E[k] += ∆H

10: if TRO E[k]<min E then

11: update min E, bests

12: end if

13: else if probability exp(-β∆ H) is TRUE then

14: toggle spin

15: TRO E[k] += ∆H

16: end if

17: end for

18: end for

19: output min E, bests

表 1 初期パラメータ.

パラメータ 問題 値

β 4.1

Γ 1.0

Γ変化率 0.99

トロッタ数 32

アウターループ max cut 1200　

　 TSP 1000　

インナーループ max cut 1000000　

　 TSP 100000　

ペナルティ係数 max cut なし

　 TSP 都市間最大距離の 2倍　

し，乱数の生成にはメルセンヌ・ツイスタ法を用いた．評

価に際して用いたパラメータを表 1に示す．アウタールー

プ，インナーループに関しては基底状態への遷移が終わる

ような十分な大きさに設定した．

5.2 処理時間と改善率

提案手法を用いた疑似量子アニーリングの有無による処

理時間と解の精度を評価した．処理時間に関しては，3.2

節の 2．～8．間の経過時間とした．解の精度に関しては，

アニーリング自体がヒューリスティックなアルゴリズムゆ

え，疑似乱数の seed値や横磁場や温度等のパラメータ設

定により導出解のエネルギーが大きく変化する．したがっ

て，アニーリングにおいて精度を定義することはかなり難

図 4 改善率の箱ひげ図.

しい．本実験では，提案手法の実装による有用性を検証す

るため，横磁場や温度等のパラメータを固定し，疑似乱数

の seed値を 0～50の整数値で変化させてアニーリングを

行った．各 seed値での提案手法あり，なしのエネルギーを

測定した．ここで，改善率 Rを提案手法ありのエネルギー

値 Ha，提案手法なしのエネルギー値 Hb を用いて

R =
Ha −Hb

Hb
(10)

のように定義し，全体での改善率の平均値・改善率の最大

値を算出した．中間解の平均更新回数，平均処理時間，算

出した改善率の平均値，改善率の最大値表 2に示す．

　巡回セールスマン問題においては，処理時間を増加させ

ることなく，解精度の向上が見られた．最大カット問題に

おいては，0.4秒 (0.57%)程度の処理時間の増加が見られ

た．これは，中間解の更新回数が多くなり，中間解の書き

換えに時間がかかったからだと考える．中間階の更新回数

が多くなった原因として，各問題を表現するエネルギー関

数が関係してくる．2.2.1, 2.2.2節で述べたが，巡回セール

スマン問題においては，制約条件を付与したことによるペ

ナルティ項が含まれるが，最大カット問題ではペナルティ

項はない．これにより，巡回セールス問題最適解付近の障

壁が高くなり，局所最適解からの脱出が難しくなるため，

更新回数が減ったのだと考える．反対に，最大カット問題

では，障壁が低く，局所最適解の脱出が容易となり，更新

回数が増えたのだと考える．

　また，平均改善率・最大改善率はともに巡回セールスマ

ン問題のほうが最大カット問題に比べて良い結果となっ

た．これも巡回セールスマン問題のペナルティ項に起因し

ており，スピン状態のわずかな変化で大きなエネルギー値

の変化が発生するからだと考える．

　また，各 seed値での解の改善率を縦軸にとり，箱ひげ図

で表したものを図 4に示す．箱の下端上端はそれぞれ第 1

四分位数，第 3四分位数を示す．箱の中線は中央値を示し，

×印は平均値を示す．各箱ひげ図の上部にある点は，統計
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表 2 処理時間と改善率の結果.

問題 中間解更新回数 [回] 平均処理時間 (なし)[s] 平均処理時間 (あり)[s] 平均改善率 [%] 最大改善率 [%]

maxcut 2319 763 76.02 76.45 0.17 0.63

TSP 1024 81 38.33 38.25 0.33 1.27

図 5 最大カット問題の最小エネルギー遷移.

ソフトの都合上外れ値としてプロットしてる．巡回セール

スマン問題はエネルギー関数にペナルティ項を持つため，

最適解付近の障壁が高いので 1度障壁を越えると改善率が

高くなる．しかし，障壁を越えることができないと，改善

率が低いままアニーリングが終了してしまう．最大カット

問題はエネルギー関数にペナルティ項を含まないので最適

解付近の障壁が低い．したがって，高い確率で障壁を越え

ることができる．これらの要因により，巡回セールスマン

問題は下方向に分散が大きく，最大カット問題は中心部分

に分散が小さくなる結果になったと考えられる．

5.3 エネルギーの遷移経過

　提案手法あり・なしでのアウターループ毎でのエネル

ギーの最小値をプロットしたものを図 5, 6に示す．図 6か

ら，基底状態への遷移が十分に終了した問題に対しても解

の改善が見られた．また，最大カット問題においては，ア

ウターループ 1000回付近で発生している，エネルギーの

一時的な上昇が起こっている．このような場合に，本提案

手法は最良解を保持することで，アニーリングを中断した

場合でも，それまでの最良解を導出できる面で有用だと考

える．

6. おわりに

本稿では，量子アニーリングにおいて中間解の保持を用

いた解の精度向上主法を提案し，最大カット問題と巡回

セールスマン問題で適用を行った．結果として，両問題に

おいて処理時間の増加を抑えた解の改善を確認した．ペナ

ルティ項を持つ巡回セールスマン問題は最大カット問題に

図 6 巡回セールスマン問題の最小エネルギー遷移.

比べて平均改善率が高かったが，改善率の分散は大きい結

果となった．反対に，最大カット問題は巡回セールスマン

問題に比べて平均改善率自体は低かったが，改善率の分散

が小さい結果となった．

　次に，本提案手法のあり・なしの実装でアウターループ

毎での最小エネルギー値を比べると，基底状態への遷移が

十分に終了した問題に対しても解の改善が見られた．また，

アニーリング終盤のエネルギーの一時的な上昇が起こった

場合にも，本提案手法は最良解を保持することで，アニー

リングを中断した場合でも，問題なく最良解を導出できる

面で有用だといえる．

　今後は，他の組合せ最適化問題への適用を行い，本手法

の有用性を調べていく．
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