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Factorization Machineとイジングマシンを利用した
整数変数最適化

関 優也1,a) 田村 亮2,3,b) 田中 宗4,5,c)

概要：Factorization Machine (FM)とイジングマシンを組み合わせてブラックボックス最適化問題を解く
手法が提案された．この手法では，ブラックボックス関数から得たサンプルで FM の学習を行い，その
FMから構築したモデルを元に評価すべきサンプル候補の選定を行う．サンプル候補の選定の際にイジン
グマシンが利用される．この学習と選定を反復して得られたサンプルの中から真の最適解を探索するので
ある．従来手法では，バイナリ変数で表現された最適化問題に対する解析が行われているが，最適化問題
の中には整数変数によって表現される問題も多く存在する．本研究では，従来手法で扱っていなかった整
数変数を持つ問題を対象とし，整数変数の表現方法ごとに手法の性能を数値的に解析する．

1. はじめに
近年，イジングマシンやアニーリングマシンの開発が

進んでいる [1–10]．これらのデバイスは，主にイジング
モデルや QUBOモデルの低エネルギー解を探索するため
に用いられる．イジングモデルや QUBOモデルは組合せ
最適化問題との相性が良く，多くの問題をモデル化でき
る [11–13]．実問題への応用も進められており，応用問題
探索とその問題のモデル化が進められている [14]．
イジングマシンの応用拡大に向けて解決すべき課題のひ

とつが，解析形の不明なコスト関数の最適化問題のモデル
化である．一般のコスト関数の中にはイジング変数やバイ
ナリ変数で定式化困難なものもあり，この様な問題に対し
てイジングマシンを直接適用することは困難であった．モ
デル化が困難な例の一つが，ブラックボックス最適化問題
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である．ブラックボックス最適化問題とは，与えられた入
力に対するコスト関数の出力を観測できるが，コスト関数
の解析形は不明な場合の最適化問題のクラスを指す．コス
ト関数の解析形が不明なため，イジングやバイナリ変数に
よるコスト関数の定式化が不可能である．ブラックボック
ス最適化の中には，深層ニューラルネットワークの学習に
おけるハイパーパラメータの最適化 [15]や，既存のデータ
を元にした材料探索の自動化 [16–18]など，実用上の重要
度の高い問題が存在する．よって，ブラックボックス最適
化問題に対するイジングマシンの応用方法を考えることに
は大きな意義がある．
イジングマシンによるブラックボックス最適化問題への

アプローチとして提案された手法の一つが，北井らによる
Factorization Machine with Quantum Annealing (FMQA)

である [19]．FMQAでは，解析的な定式化が困難なコス
ト関数を Factorization Machine (FM) [20] と呼ばれる機
械学習モデルによって表現することで，イジングマシンの
適用を可能にした．イジングマシンを用いることで，表現
したコスト関数の解候補が組合せ爆発を起こす場合でも，
実行可能な時間内でブラックボックス最適化を行える．北
井らは論文 [19]において，大気の窓に含まれる周波数帯
の熱輻射を行う波長選択輻射材料の探索に対して FMQA

を適用し，高い性能を実現する材料構造探索に成功した．
その後の研究において，プリント回路基板の締結点配置設
計に対する FMQAの適用 [21]などが試みられている．ま
た，FMQAに着想を得たゲート式量子コンピュータ向け
ブラックボックス最適化手法の検討 [22]や，ブラックボッ
クス連続最適化手法の検討 [23]が行われている．
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本研究で提案する手法は，従来の FMQAの応用範囲を
さらに拡大するものである．FMQAにおけるモデル化で
は変数はバイナリ値を取るものとしていたが，より一般の
最適化問題においては変数が 3つ以上の整数値をとる場合
も多い．その様な場合に用いられる方法としては，複数の
ビットを組み合わせることで整数を表現する手法が挙げ
られる．本研究では，複数ビットによる整数表現方法をい
くつか取り上げ，それぞれにおける提案手法の性能を数値
的に評価した．整数変数を取り扱う上で必要となる新たな
手順を導入し，提案手法の正当性を検証可能な小規模な問
題において動作確認を行った．北井らによって提案された
FMQAでは，コスト関数の最適解探索に量子アニーリング
マシンを利用していた．それに対し，本研究では通常のコ
ンピュータ上での実行が容易なシミュレーティッドアニー
リング法を利用して最適解探索を行った．これにより，量
子アニーリングマシン実機のノイズの影響を排除し，整数
変数の表現方法の差異に焦点を当てた結果の解析を行うこ
とができる．我々は，FMQAにおける量子アニーリング
マシンを非量子のイジングマシンを含む一般のデバイス
によって置き換えた手法を，Factorization Machine with

Annealing (FMA)と呼ぶことにする．
本講演原稿の構成は以下の通りである．まず，2節でブ

ラックボックス最適化について導入し，既存の最適化手法
と FMAとの関連について触れる．3節では，Factorization
Machine (FM)について説明する．FMのモデル方程式を
説明したのち，順伝播と逆伝播の計算が効率的に行えるこ
とを示す．また，説明変数がバイナリ値をとる場合に，FM
のモデル方程式が QUBO形式となることを説明する．こ
れは，推定した FMのモデル方程式の低エネルギー解をイ
ジングマシンで探索可能であることを意味している．4節
では，FMAによる最適化の手順について簡単にまとめる．
その後，5節において，整数変数の最適化問題に対する我々
の提案手法について説明する．我々の手法は FMAを拡張
する形で提案するので，FMAからの差分に着目して説明
を加える．また，本研究で利用した整数表現方法の導入も
この節で行う．6節では，提案手法の性能を調査するため
に用いた小規模な問題の定義と，その結果について説明す
る．最後に 7節で本研究をまとめる．

2. ブラックボックス最適化
ブラックボックス最適化問題とは，定式化が困難なコス

ト関数の最小化（最大化）を行う問題である．例としては，
深層学習におけるハイパーパラメータ最適化や既存のデー
タを元にした材料探索の自動化などが挙げられる．大規模
な深層ニューラルネットワークの学習や実際の実験に長
い時間を要することから分かるように，ブラックボックス
関数の評価には大きな時間的・経済的コストが発生する．
そのため，できるだけブラックボックス関数の呼び出し回

数を少なくしつつ，コスト関数の最小値を探索する必要が
ある．
ブラックボックス最適化を行う手法開発は，上述のよう

な実用上重要な問題に対するアプローチを提供する上で大
きな意義を持つ．最も単純な方法は，最適解ないし準最適
解をランダムに探索する手法である．ブラックボックス関
数への入力となる説明変数の値をランダムに生成し，評価
したブラックボックス関数値の中で最も良い数値を与える
入力を解とする方法である．別の方法として，近似的に計
算された勾配を利用した準最適解探索が挙げられる．説明
変数の初期値を一つ定めたのち，その周辺でブラックボッ
クス関数を評価することで，初期値の周辺の勾配を近似的
に評価する．そして，その勾配情報をもとに，より解の性
能が向上する方向へと説明変数の値を更新する．更新を繰
り返すことで，準最適解を探索することができる．これら
の方法は，性能の高い解を探索するまでにブラックボック
ス関数の多くの呼び出しを必要とするため，ブラックボッ
クス関数の呼び出しコストが高い状況では，長い計算時間
を要してしまうという欠点がある．
ブラックボックス最適化を行う際に，関数の呼び出し回数

を抑える方法の一つにサロゲートモデリングがある [24,25]．
サロゲートモデリングとは，最適化したいブラックボック
ス関数を，評価が容易な別のモデルで近似する手法を指す．
ブラックボックス関数を最適化する代わりに，サロゲート
モデルの最適解を探索することで，解の探索を効率化す
る．サロゲートモデリングに分類される手法の一つが，ガ
ウス過程回帰を利用したベイズ最適化である*1．この方法
では，既知のサンプルからガウス過程による回帰モデルを
生成し，そのモデルから構築した獲得関数をサロゲートモ
デルとして利用する．本研究で提案する手法の元となっ
た FMAもこの分類に入る．FMAでは，既知のサンプル
を Factorization Machineで学習することで，QUBO形式
のサロゲートモデルを構築し，その後，イジングマシンを
利用して QUBOモデルの最適解を探索する．次の 3節で
Factorization Machineについて解説した後，4節で FMA

について説明する．

3. Factorization Machine

Factorization Machine (FM)は，サポートベクターマシ
ンと Factorizationモデルを組み合わせた，機械学習の推論
モデルである [20]．サポートベクターマシンとは異なり，
高次の項の係数間に相関を持たせることで，スパースな学
習データでも高い性能を達成できる．FMは，回帰問題や
２値分類問題，ランキング問題といった幅広い応用を持つ
有用な手法である．この節では，Rendleによって導入され
た，２次の項までを含む FMの説明を行う．まず，n個の
*1 ベイズ最適化を行うためのパッケージとしては，例えば

PHYSBO [26] が挙げられる．
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説明変数とハイパーパラメータ kを持つ FMのモデル方程
式を導入し，順伝播の計算量が knの線形で抑えられるこ
とを示す．次に，変数がバイナリ値を取る場合にモデル方
程式が QUBOモデルと見做せることを示す．また，モデ
ル方程式の学習コストについても触れる．モデル方程式の
モデルパラメータに関する微分に要する計算量が knの線
形で抑えられることを示し，効率的に逆伝播を計算できる
ことを見る．

3.1 FMのモデル方程式
2次の FMのモデル方程式は以下で与えられる:

y(x;θ) = c+

n∑
i=1

qixi +

n∑
i,j=1
(i<j)

⟨vi,vj⟩xixj . (1)

ここで，x ≡ (x1, . . . , xn)は説明変数ベクトルを表し，c ∈ R
と qi ∈ R，vi ∈ Rk (i = 1, . . . , n)は学習すべきモデルパラ
メータである．これら全てのモデルパラメータをまとめた
ベクトルを θで表現した．整数 kは，モデル方程式の表現
力を制御するパラメータであり，kを十分に大きく取ると
任意の 2次の係数行列を表現できる．しかし，学習データ
が少ない状況においては，kの大きさを制限して故意に表
現力を落とすことでモデルの汎化性能を向上させることが
できる．本研究において，kを FMのランクと呼ぶ．記号
⟨·, ·⟩は内積を表す．2次の項の和は，1 ≤ i < j ≤ nを満た
す全ての (i, j)の組について取る．
順伝播の計算量が線形であることを示すために，FMの

モデル方程式 (1)の 2次の項を次のように書き直す:

n∑
i,j=1
(i<j)

⟨vi,vj⟩xixj

=
1

2

n∑
i,j=1

⟨vi,vj⟩xixj −
1

2

n∑
i=1

⟨vi,vi⟩x2
i

=
1

2

k∑
l=1

 n∑
i,j=1

vi,lvj,lxixj −
n∑

i=1

v2i,lx
2
i


=

1

2

k∑
l=1

( n∑
i=1

vi,lxi

)2

−
n∑

i=1

v2i,lx
2
i

 . (2)

ここで，vi,l はベクトル viの l成分を表す．式 (2)より，2

次の項をO(kn)の計算量で求められることがわかった．モ
デル方程式の 1次以下の項は線形時間で計算できるので，
FMのモデル方程式全体の計算量は O(kn)である．
次に，説明変数が 0か 1のバイナリ値をとる場合に，FM
のモデル方程式が QUBO形式となることを確認する．ま
ず，n× n行列 Q = (Qi,j)を次のように定義する:

Qi,j ≡

qi (i = j),

⟨vi,vj⟩ (i ̸= j).
(3)

このとき，FM のモデル方程式 (1) は次のように書き下
せる:

y(x;θ) = c+

n∑
i,j=1
(i≤j)

Qi,jxixj . (4)

行列 Qの非対角項が FMのモデル方程式の 2次の項に対
応する．また，Qi,i(xi)

2 = qixi なので，行列 Qの対角項
がモデル方程式の 1次の項に対応することもわかる．以上
から，FMのモデル方程式が QUBO形式 (4)で表現でき
ることが示せた．

3.2 FMの学習に関する計算複雑性
この節では，FMの学習の際に利用するモデル方程式の

偏微分係数が knの線形時間で評価可能であることを示す．
この性質のおかげで，説明変数の数が多い問題においても
高速に学習を行える．
FMの学習は，訓練データとして与えられた説明変数の

値と対応するラベルの組 {(x(1), y(1)), . . . , (x(N), y(N))} に
対して，損失関数を最小化するようにモデルパラメータを
更新することで行う．ここで，N は訓練データ数を表す．
損失関数として，本研究では次の平均二乗誤差を用いた:

LMSE(θ) ≡
1

N

N∑
i=1

(
y(x(i);θ)− y(i)

)2
. (5)

モデルパラメータの更新のために損失関数の勾配を計算
する必要がある．損失関数 (5)より，FMのモデル方程式
のモデルパラメータに関する偏微分係数 ∂y(x;θ)/∂θが必
要なことがわかる．ここで，θはどれか一つのモデルパラ
メータを指す．FMのモデル方程式 (1)より，この偏微分
係数は以下のように求められる:

∂y(x;θ)

∂θ
=


1 (θ = c),

xi (θ = qi),(∑n
j=1 vj,lxj

)
xi − vi,lx

2
i (θ = vi,l).

(6)

ここで，vi,l に関する偏微分係数は，式 (2)から導出でき
る．式 (6)の右辺最後の式の第一項は，O(n)の計算量を必
要とする．しかし，括弧内が iには依らないため，計算結
果をメモ化することにより計算量を抑えることができる．
結果として，vi,l(i = 1, . . . , n; l = 1, . . . , k)に関する全ての
偏微分係数を求めるための計算量がO(kn)であることがわ
かる．他のモデルパラメータの偏微分係数を全て求めるた
めの計算量はO(n)なので，全体の計算量がO(kn)となる．

4. Factorization Machine with Anneal-

ing

この節では，本研究で利用するサロゲートモデルを利用
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したブラックボックス最適化手法について説明する．ここ
で説明する手法は，北井らによって提案された FMQA [19]

とほぼ同じ手法である．FM のモデル方程式の低エネル
ギー解探索のためにイジングマシンを利用するので，説明
変数はバイナリ値を取るものとする．つまり，FMのモデ
ル方程式は QUBO形式となる．前述したように，FMQA

では QUBOモデルの低エネルギー解を求めるために量子
アニーリングマシンを利用しているが，本研究では，量子
アニーリングマシン実機のノイズの影響を排除して FMA

の有効性を明確に調べるため，性質のよく知られたシミュ
レーティッドアニーリング (SA)法を利用した．
FMAでは，学習，サンプリング，評価の 3つの段階を

反復することで最適解を探索する．反復を繰り返すたびに
新たなサンプルを生成し，得られた全てのサンプル内の最
も良い解を最終的な出力とする．以下では，各段階につい
て順番に説明する．
学習段階では，これまでに得られたサンプルを訓練デー

タとして利用して FM の学習を行う．最初の学習段階で
は FMAが生成したサンプルが存在しないため，事前にい
くつかのサンプルを生成しておく必要がある．一つのサン
プルは，説明変数の値とそれに対するブラックボックス関
数の値のペアから成る．既存サンプルに対する平均二乗誤
差 (5)を最小化するようにモデルパラメータを更新する．
更新に利用できるアルゴリズムとしては，確率的勾配降下
法やモーメンタム法 [27]，Adam法 [28]などがある．この
研究では，Adam法を利用した．
サンプリング段階では，学習した FMのモデル方程式の
低エネルギー解を生成して評価すべきサンプル候補の選定
を行う．今の場合，FMのモデル方程式がQUBO形式なの
で，イジングマシンをそのまま適用可能である．本研究で
は，一般的な SA法を利用して低エネルギー解の探索を行
なった．一回の反復で複数のサンプルを生成することで，
ブラックボックス関数の低エネルギー領域の情報を多く取
り込めると期待される．
評価段階では，選定したサンプル候補に対するブラック

ボックス関数値を計算する．サンプリング段階で選定した
サンプル候補を入力としたときのブラックボックス関数の
値を計算し，入力と出力のペアを訓練データに追加する．
以上３つの段階を，新たなサンプルが見つからなくなる

か，指定した反復回数の上限に達するまで反復する．そし
て，全てのサンプルの中で最もコスト関数の値が最小のも
のを最終的な出力とする．

5. 整数変数の最適化問題におけるFMA

これまでの FMAは，イジングマシンを利用するために，
説明変数が取り得る値をバイナリ値に限定していた [19,21]．
しかし，説明変数が整数値を取る問題も多く存在する．イ
ジングマシンを活用する上で，整数を扱うための手法開

発は重要な課題である．この課題に対応する方法として
は，一つの整数を複数のバイナリ変数を使って表現する方
法が挙げられる．バイナリ値と整数との対応関係の取り
方によっていくつかの整数表現方法が存在する．本研究
では，整数表現方法として，2 進数表現，One-hot 表現，
Domain-wall表現の 3つの表現方法を利用して，整数変数
のブラックボックス最適化問題へ FMAの適用範囲を拡大
し，その性能を評価した．この節では，まず整数表現方法
について説明した後，整数変数のブラックボックス最適化
問題に対する FMAを説明する．

5.1 整数表現方法
まず，2進数展開を利用した整数表現方法を説明する．

この方法は，一般的に，コンピュータ上での整数表現方法
の中で頻繁に利用されている．2進数展開を利用した表現
において，符号付き整数mとビット列 x = (x0, . . . , xd−1)

は以下の対応がある:

m = x0 + 2x1 + · · ·+ 2d−2xd−2 − 2d−1xd−1. (7)

ここで，正の整数 dは 2進数展開の桁数を表す．
次に，One-hot表現を利用した整数表現方法を説明する．

この方法では，単一のアクティブビットの位置によって整
数を表現する．つまり，dビットの内，一つのビットのみ
が 1を取り，残り全てのビットが 0の状態のみを考え，d

個の状態それぞれを整数に割り当てる．本研究では，アク
ティブビットの位置が右に行くにつれて対応する整数が大
きくなる対応関係を採用する．表現する最小の整数を m0

と置くと，以下の様に定式化できる:

m = m0 +
d−1∑
i=0

ixi. (8)

また，One-hot制約条件は次で与えられる:

d−1∑
i=0

xi = 1. (9)

最後に，Domain-wall表現について説明する．この方法
では，アクティブビットと非アクティブビットとの境界の
位置で整数を表現する．この境界のことをDomain wallと
呼ぶ．左側に連続した 1があり，その後は全て 0の状態の
みを考え，Domain wallが一つのみ存在する状態だけを考
える．また，これらの状態に加え，全て 0と全て１の状態
も考慮に入れる．d桁のビット列を利用することで，d+ 1

個の整数を表現可能となる．通常，全て 0の状態を最小の
整数に，全て 1の状態を最大の整数に対応させ，Domain

wallの位置が右にくるにつれて大きな整数になる様な対応
関係を取る．表現する最小の整数をm0 とすると，整数m

を以下の式で表現できる:

m = m0 +

d−1∑
i=1

i(xi−1 − 2xi−1xi + xi) + dxd−1. (10)
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5.2 FMAの手順
整数変数のブラックボックス最適化問題に対する FMA

の適用方法についてまとめる．これまでの FMA との違
いは，ブラックボックス関数が整数変数を入力として持
つことである．よって，イジングマシンの出力を整数に
変換するデコーダーが必要となる．また，One-hot表現や
Domain-wall表現を利用した場合，ビット列の取り得る値
に制限があるため，無効なビット列を除去するフィルター
も必要となる．この節では，従来の FMAとの違いのみに
着目して説明する．
提案手法では，従来の FMAのサンプリング段階と評価
段階との間にもう一つの段階を追加する．この段階は，無
効なサンプルを除去するフィルターと整数へのデコーダー
から構成される．まず，フィルターにより無効なサンプル
を除外する．One-hot表現を利用した場合は，2つ以上の
アクティブビットを持つサンプルとビット列が全て 0 の
サンプルを除外する．Domain-wall表現の場合であれば，
Domain wallの数が 2以上のサンプルを取り除く．フィル
ターは整数表現に対して無効なビット列を取り除くだけで
はなく，ブラックボックス関数への入力として不適切なサ
ンプルの除去にも利用できる．これに関しては，6.1節に
おいて具体例と共に説明する．次に，整数へのデコーダー
は，SAが返したQUBOモデルの低エネルギー解を対応す
る整数へと変換する．フィルターを通過したサンプルは全
て有効なので，前述の整数表現方法を利用して整数へと変
換するだけで良い．
サンプリング段階における QUBO形式も修正が必要と
なる．One-hot表現と Domain-wall表現の場合は，無効な
サンプルをできるだけ生成しないために，ペナルティ法を
利用して無効なサンプルのコストを上昇させる．ペナル
ティ法を利用した場合のコスト関数は以下で与えられる:

H(x1, . . . ,xL) = HQUBO(x1, . . . ,xL) + pC(x1, . . . ,xL).

(11)

ここで，xl = (xl,0, . . . , xl,d−1)はコスト関数の l番目の整
数値変数を表現するためのビット列を表す．右辺の第 1項
と第 2項は，それぞれ FMの学習によって得られたQUBO

形式のコスト関数とペナルティ関数を表す．ペナルティ関
数は，無効なビット列に対して正の値（ペナルティ）を返
す関数であり，正のパラメータ pによってペナルティの大
きさを制御する．一般的に，適切なペナルティ係数を解析
的には求められないため，事前のテストシミュレーション
が必要となる．本研究では，以下の One-hot制約のペナル
ティ関数を利用した:

C(x1, . . . ,xL) =
L∑

l=1

(
d−1∑
i=1

xl,i − 1

)2

. (12)

また，Domain-wall制約のためのペナルティ関数としては，

以下の式を用いた:

C(x1, . . . ,xL) = 2

L∑
l=1

(
d−1∑
i=1

xl,i −
d−2∑
i=0

xl,ixl,i+1

)
.

(13)

6. 適用問題と結果
この節では，提案手法の性能を評価するために利用した

適用問題とその結果について説明する．本研究では，水素
分子の基底状態探索に FMAを適用した．ブラックボック
ス関数は，量子状態ベクトルを入力とし，それに対応する
水素分子のエネルギーを返す．水素分子の場合，量子状態
ベクトルの要素は一般に実数を取るが，要素を整数で近似
することで提案手法を適用可能にした．水素分子間の距離
を変化させたときの基底エネルギーを計算することで最も
安定な構造を探索する問題に対して手法を適用し，それぞ
れの整数表現方法について結果の振る舞いを観察した．

6.1 水素分子の基底状態探索
水素分子のエネルギーを表現するために，第二量子化し

たハミルトニアンを利用する:

H = h0 +
4∑

p,q=1

hpqc
†
pcq +

4∑
p,q,r,s=1

hpqrsc
†
pc

†
qcrcs. (14)

ここで，h0は原子核間のポテンシャルエネルギー由来の定
数であり，hpq と hpqrs はそれぞれ 1電子積分と 2電子積
分を表す．これらの積分は通常のコンピュータで効率的に
計算可能である [29, 30]．原子間距離依存性は全てこれら
の積分に含まれるため，原子間距離を変えるたびに 1電子
積分と 2電子積分を計算する必要がある．演算子 c†p (cp)

は，モード pにフェルミ粒子を生成（消滅）させる演算子
を表す．水素分子の量子状態は 4つのモードで表現され，
量子状態ベクトルは 16個の成分を持つ．本研究では，16

次元の整数ベクトルの空間内で水素分子の低エネルギー解
を探索する．
本研究では，与えられた量子状態に対応する水素分子の

エネルギー期待値を計算する関数をブラックボックス関数
として用いた．正確には，水素分子のエネルギー期待値の
関数形が与えられているためブラックボックス関数の定義
から外れているが，提案手法の有効性を明確に調べるため
に，性質の明らかな関数をブラックボックス関数の代わり
として採用した．この関数は，量子状態ベクトルの成分を
表す 16個の引数を持つ．この 16個の引数から規格化した
量子状態ベクトルを構成し，その量子状態ベクトルに対す
るハミルトニアンの期待値を計算することで目的の出力を
得る．ただし，ブラックボックス関数への入力の内，全て
0のベクトルは対応する量子状態が存在しないため無効な
入力となることに注意する．よって，全て 0の入力はフィ
ルターを利用して除外する．
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図 1 水素分子の基底エネルギーの原子間距離依存性．エネルギーの単位には原子単位系を，
長さの単位にはオングストーロームを用いた．それぞれの原子間距離に対して，初期条
件を変えながら独立に FMAを 10回試行し，その中で最もエネルギーの低い解を示して
いる．(a) 2 進数展開を利用した FMA の結果．青色の点が FMA の結果を表している．
ビット列の桁数は 8 とし，−64 から 63 までの整数を利用した．FM のランクは k = 4

とした．灰色の破線と実線は，それぞれ Hartree–Fock (HF) 法と完全配置間相互作用
(FCI)法で計算した基底エネルギーを表す．(b) One-hot表現を利用した FMAの結果．
ビット列の桁数は 64とし，−32から 31までの整数を利用した．FMのランクは k = 8

とした．(c) Domain-wall表現を利用した FMAの結果．ビット列の桁数は 63で，表現
できる整数の範囲は One-hot表現のときと揃えた．FMのランクは k = 8である．ペナ
ルティ係数が p = 1のときは，Domain-wall表現の制約を満たす解をシミュレーティッ
ドアニーリングで求めることができなかったため，厳密解を求められていない．しかし，
ペナルティ係数を大きくすることで，厳密解に近い解を見つけることができる．

6.2 結果
水素分子の基底エネルギーの原子間距離依存性を図 1に
示す．ペナルティ係数の大きさに注意が必要ではあるが，
全ての整数表現方法において，提案手法が厳密な基底エネ
ルギーに近い解を探索可能であることを数値的に示すこと
ができた．結果の比較のために，Hartree–Fock (HF)法と
完全配置間相互作用 (FCI)法で計算した水素分子の基底エ
ネルギーも図示する．HF法は，最も基本的な近似手法で
あり，定性的な分子の振る舞いを調べる際に利用される．
一方，FCI法は与えられたハミルトニアンの元での厳密な
基底エネルギーを計算できる．実際，FCI法によって計算
した基底エネルギーと，ハミルトニアン (14)の厳密対角化
によって計算した基底エネルギーが一致する．全ての整数
表現方法において，FMAが厳密解に近い基底エネルギーを
導出できていることが確認できる．ただし，Domain-wall

表現を利用した場合は，ペナルティ係数が 1のときはペナ
ルティが小さすぎるため，SAで Domain-wall制約を満た
す解を探索できなかった．講演においては，それぞれの整
数表現方法の違いについて FMAの収束性や解の精度の観
点からも議論する予定である．

7. まとめ
本研究では，整数変数のブラックボックス最適化問題を

FMAを利用して解く方法を提案した．整数を表現するい

くつかの方法に対して FMAが動作することを，水素分子
の基底エネルギー計算を例に数値的に確認した．また，そ
れぞれの整数表現方法間の違いについても調査した．本研
究結果は，イジングマシンの応用範囲拡大に大きく寄与す
ることが期待される．
謝辞 この研究は，一部，総合科学技術・イノベーショ
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