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Greedy描画可能な木の完全な組合せ的特徴づけ

野坂 怜哉1 宮田 洋行1 中野 眞一1

概要：グラフの greedy描画は任意の 2頂点に対し，一方の頂点がもう一方の頂点に近づく近傍を必ず持つ
ような描画であり，目的地に近づくように各頂点でデータを転送し続ける単純なルーティングで目的地に
データを配送することができる条件を満たす描画として盛んに研究されている．例えば，greedy描画でき
るグラフを特定する研究が行われており，Nöllenburg, Prutkinにより，最大次数 4以下の木に対し，線形
時間の greedy描画可能性判定アルゴリズムが与えられている．それを詳しく検討すると，最大次数 4以下
の木の組合せ的特徴づけも得られるが，greedy描画可能な最大次数 5の木の組合せ的特徴づけは知られて
いない．本稿では，最大次数 5の木の greedy描画可能な木の組合せ的な特徴づけを与え，greedy描画可
能な木の組合せ的特徴づけを完成させる．

A complete combinatorial characterization of greedy-drawable trees

1. はじめに
グラフの描画方法には大きな任意性があり，さまざまな

基準から見やすいグラフの描画が研究されている (例えば，
[9]参照)．本稿では，特にグラフの 2頂点間の経路を見つ
けやすい描画として知られる greedy描画について扱う．グ
ラフの greedy描画とは，任意の 2頂点に対して，一方の頂
点により近づくようにもう一方の頂点の近傍を選ぶことが
できる描画である．これは地理的ルーティングにおいて，
各ノードが自分より目的地に近いノードにデータを転送す
ることで任意の目的地にデータを配送できることを保証す
る条件に対応しており，多くの研究がなされている．また，
地理的ルーティングにおいて，各ノードは実際の位置情報
を用いる必要はなく，仮想的な座標に基づいて転送を行え
ばよいことが Raoら [8]によって指摘されており，グラフ
が greedy描画可能であれば，その描画の座標を仮想座標
として用いて上記のような単純なルーティングを行うこと
が可能である．そのため，greedy描画可能なグラフを特定
する研究が盛んになされており，例えば，Papadimitriou,

Ratajczak [6]により，3-連結平面的グラフが greedy描画
可能であることが予想され，それが Leighton, Moitra [5]

と Angeliniら [2]によって独立に証明されている．また，
双曲平面上では任意の連結グラフが greedy描画可能であ
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ることが Kleinberg [4]により示されている．
本稿では，木に注目し，ユークリッド平面で greedy描画

可能な条件について考察する．ユークリッド平面で greedy

描画可能な木についても，多くのことが示されており，木
が greedy描画可能である条件の (非線形等式を含む)不等
式系による特徴づけやそれを用いた greedy描画可能な二
分木の禁止部分グラフによる特徴づけ，最大次数 4の木の
greedy描画可能性を判定する線形時間アルゴリズム等が
Nöllenburg, Prutkin [7]により与えられている．しかし，
最大次数 5の木の greedy描画可能な組合せ的な特徴づけは
文献 [7]では未解決となっている．本稿では，Nöllenburg,

Prutkin [7]の結果を詳しく検討し，最大次数 4以下の木に
greedy描画可能な木の明示的な記述を与えるとともに最大
次数 5の木について greedy描画可能な木の明示的な記述
を与え，greedy描画可能な木の組合せ的特徴づけを完成さ
せる．
本稿の構成は以下のとおりである．まず，第 2 節で必

要な前提知識を整理する．第 3節，第 4節で Nöllenburg,

Prutkin [7]の結果を詳しく検討し，greedy描画可能な最
大次数 4 以下の木の明示的な記述を与える．第 5 節では
greedy描画可能な最大次数 5の木の組合せ的な条件を特定
し，greedy描画可能な木全ての明示的な記述を与える．

2. 前提知識
グラフ Gに対し，Gの頂点を平面上の点，Gの枝 eを
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eの端点を結ぶ線分として表現したものを Gの直線描画と
呼び，枝同士が互いに交差しない描画を平面直線描画と呼
ぶ．本稿では，Gの平面直線描画を単に Gの描画と呼ぶ
こととする．dをユークリッド距離とする．グラフGの描
画が greedy であるとは，任意の 2頂点 s, t (s ̸= t)に対し，
d(u, t) < d(s, t)を満たす sの近傍 uが存在することをい
う．グラフ Gが greedyな描画を持つとき，Gを greedy描
画可能であるという．
以下，既存研究により導入された木の greedy描画可能

性に関する概念，基本的事実を紹介する．木が次数 6以上
の頂点を含むとき，greedy描画不可能であることは容易に
わかるので，以後，木は全ての頂点の次数が 5以下と仮定
する．
木 T からその枝 uv を除去してできる部分木のうち，u

を含む方を Tu
uv と書く．T の描画 Γにおいて，枝 uvの垂

直二等分線 axis(uv)によって定まる半平面のうち，uを含
む方を hu

uv と書く．すると，以下が分かる．

命題 2.1 ([1]) T の全ての枝 uvに対し，Tu
v ⊂ hu

uv が成り
立つならば，Γは greedy描画である．

T の頂点を 1つ選び，rとし，その隣接点を v1, . . . , vdと
する．このとき，T の部分木 Ti := T vi

rvi
+ rvi (i = 1, . . . , d)

を考え，polytope(Ti) =
⋂
{hw

uw ∈ Ei | uw ∈ Ei, uw ̸=
rv, dT (w, r) < dT (u, r)} とする．ただし，Ei は Ti の枝集
合であり，dT は T 上の距離である．命題 2.1より，Γが
T の greedy描画ならば，Γにおいて，任意の Tj (i ̸= j)は
polytope(Ti)に含まれることに注意する．
ここで，仮に各 T vi

rvi
を無限に小さく描画し，それを rに

よって貼り合わせた T の greedy描画を構成することを考
える．そのとき，polytope(Ti)は方向 v⃗ir に非有界である
必要があり，また 2つの非有界辺のなす角度が重要な役割
を果たすことがわかるだろう．その考えに基づき，以下の
ような定義を行う．

定義 2.2 ([7]) T の描画 Γ において，a1b1 ∈ Ei

(dT (a1, r) < dT (b1, r)) を ⃗aibi と v⃗ir が時計回りに最も
近くなるように選び，同様に a2b2 ∈ Ei を ⃗aibi と v⃗irが反
時計回りに最も近くなるように選ぶ．このとき，
• ⃗a1b1 から ⃗a2b2 まで反時計回りに図った角度が 180◦

より大きいとき，polytope(Ti) は非有界である．こ
のとき，Ti は Γ において open angle を持つといい，
axis(a1b1)と axis(a2b2)のなす角度を |∠Ti|と書く．

• 一方， ⃗a1b1 から ⃗a2b2 まで反時計回りに図った角度が
180◦より小さい (等しい)いとき，polytope(Ti)は有界
であり，Ti は Γにおいて closed angle (zero angle)を
持つといい，|∠Ti| < 0 (= 0)と書く．

実は，以下の補題より，各 Ti が open angleを持つような

T の greedy描画があれば，各 Tiの open angleを保って無
限に小さく描画し，それを rで貼り合わせた描画がいつで
も可能であることが分かる．

補題 2.3 (shrinking lemma [7]) T = (V,E) を木とし，
rv ∈ E に対し，rを根とする根付き木 T ′ = T v

rv + rvを考
える．Γを |∠T ′| > 0となるような T の greedy描画とす
る．このとき，|∠T ′|を保ち，T v

rv を無限に縮小させた T

の greedy描画が存在する．

また，各 Ti の open angleの和について，以下のことが
分かっている．

命題 2.4 ([7]) T の greedy描画において，以下が成り立つ．∑
i=1,...,d,|∠Ti|>0

|∠Ti| > (d− 2)180◦

3. open angle を持つ根付き木
文献 [7](命題 10–15)では open angleを持つ根付き木を
いくつか組み合わせて open angleを持つ根付き木を構成
できる条件を特定し，open angleの上限の計算法を与えて
いる．本節では，これをもとに open angle を持つように
greedy描画できる根付き木の明示的な記述を与え，それら
の明示的な open angleの上限を計算する．
T を次数 1 の根を持つ根付き木とする．次数 5 以上の

点を含むとき，T は open angleを持つように greedy描画
できないので，T の全ての頂点は 4 以下と仮定する．文
献 [7]の命題 10–15を踏まえると，T が open angleを持つ
ように greedy描画できるならば，全ての次数 4の頂点が
1つのパス上になければならないことがわかる．そこで，
ある次数の頂点が並ぶパスに注目し，以下のような定義を
行う．k ∈ {3, 4} とする．あるパス P に対し，P の端点
には次数 k の頂点，それ以外の頂点には次数 k 以下の頂
点を並べてできる木 TP を k 次パスと呼ぶこととする．P

の端点と接続し，P に含まれない TP の頂点を TP の最端
点と呼び，TP に含まれる次数 k の頂点の個数を TP の長
さと呼ぶことにしよう．以後，木 T に対し，|∠T | = αと
なる T の greedy描画が存在する最大の α ∈ [0◦, 180◦]が存
在するとき，|∠T |∗ = α と書く．また，十分小さい任意の
ϵ > 0◦に対して |∠T | = α− ϵなる T の greedy描画が可能
であるが |∠T | = αなる greedy描画が不可能であるとき，
|∠T |∗ = α− と書く．|∠T |∗ を上限 open angle と呼ぶこと
とする．
以上のような定義のもと，以下のように open angleを

持つように greedy 描画できる根付き木とその上限 open

angleが記述できる．なお，紙面の都合上，この命題の証
明は省略する．
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命題 3.1 次数 1の根 r を持つ根付き木 T が open angle

を持つ必要十分条件は，T が以下の (A)–(F)のいずれかの
条件を満たすことであり，上限 open angleは以下のように
計算できる．
(A) T は rを端点として持つ 1本のパスからなる木である．
このとき，|∠T |∗ = 180◦．この木を A型の木と呼ぶ．

(B) T は r を最端点とする長さ n(≥ 1)の 3次パスの細分
である．このとき，|∠T |∗ = (90◦ +60◦ × 1

2n )
−．この

木を Bn 型の木と呼ぶこととする (図 1参照)．
(C) T は r を最端点とする長さ n(≥ 1)の 4次パスの細分
として表される．このとき，|∠T |∗ = (60◦× 1

2n )
−．こ

のような木をCn型の木と呼ぶこととする (図 2参照)．
(D) T は長さ n(≥ 1)の 4次パスの同じ頂点に接続する 3

つの最端点のうち，2つを長さ k, l (1 ≤ k ≤ l)の 3次
パスに置き換えてできる木の細分であり，rはそれら
の最端点から T 上で最も離れた最端点の１つである．
このとき，|∠T |∗ = (45◦ × 1

2k
+ 30◦ × 1

2l
)− × 1

2n−1．
このような木を Dk,l,n 型の木と呼ぶこととする (図 3

参照)．
(E) T は長さ n(≥ 1) の 4 次パスの最端点の 1 つに長
さ k, l (1 ≤ k ≤ l) の 2 つの 3 次パスをつけてで
きる木の細分であり，r はそれらの最端点から T

上で最も離れた最端点の１つである．このとき，
|∠T |∗ = (60◦ × 1

2k
+ 60◦ × 1

2l
)− × 1

2n．このような
木を Ek,l,n 型の木と呼ぶこととする (図 4参照)．

(F) T は長さ 0以上の 3次パス T ′ の同じ頂点に接続する
2つの最端点を長さ k, l (1 ≤ k ≤ l)の 3次パスで置き
換えてできる木の細分であり，rは T ′のそれら以外の
最端点である．このとき，|∠T |∗ = 60◦ × ( 1

2k
+ 1

2l
)−．

このような木を Fk,l 型の木と呼ぶこととする (図 5

参照)．

命題 3.1に現れる上限 open angleの集合をΦで表し，そ
の位相的閉包を Φ̃で表すこととする．以下の表 1は 15◦以
上の open angleを持つ木を分類したものである．

|∠T |∗ = 180◦ A 型
|∠T |∗ = (120◦)− B1 型
|∠T |∗ = (105◦)− B2 型

90◦ < |∠T |∗ < 97.5◦ Bn 型 (n ≥ 3)

|∠T |∗ = (60◦)− C1 型，F1,1 型
|∠T |∗ = (45◦)− F1,2 型
|∠T |∗ = (37.5◦)− D1,1,1 型，F1,3 型

30◦ < |∠T |∗ < 33.75◦ F1,l 型 (l ≥ 4)

|∠T |∗ = (30◦)− C2 型，D1,2,1 型，E1,1,1 型，F2,2 型
22.5◦ < |∠T |∗ < 26.25◦ D1,l,1 型 (l ≥ 3)

15◦ < |∠T |∗ < 22.5◦
D1,1,2 型，D2,2,1 型，

E1,l,1 型 (l ≥ 2)，F2,l 型 (l ≥ 2)

表 1 15◦ 以上の open angle を持つ木の分類

�

図 1 Bn 型の木 (r が根)

�

図 2 Cn 型の木 (r が根)

�

図 3 Dk,l,n 型の木 (r が根)

�

図 4 Ek,l,n 型の木 (r が根)

�

図 5 Fk,l 型の木 (r が根)

表 1より，例えば，上限 open angleが (30◦, 90◦)の範囲に
ある根付き木の記述を得ることができ，それを (30◦, 90◦)-

型の木と呼ぶことにしよう．同様に表 1 から open an-

gle が範囲 I ⊂ [0◦, 180◦] にある木の記述が得られるも
のについて，その木を I-型の木と呼ぶこととする．また，
a = 120◦, 105◦, 60◦, 37.5◦, 30◦に対し，表 1から |∠T |∗ = a−

となるような T を特定可能である．このような木を a-型
の木と呼ぶこととする．その記法に合わせ，A型の木を以
後，180◦-型の木と呼ぶこととする．

4. greedy描画可能な木 (最大次数 4以下の
場合)

木 T の枝 uv に対し，Tuv + uv を T̃u
uv と書くことにす

る．文献 [7]の命題 2の証明を検討すると，最大次数 4以
下の木 T が greedy描画可能である必要十分条件は，ある
頂点 v が存在し，v の全ての近傍 w に対し，|∠T̃w

uw|∗ > 0

が成り立ち，それらの和が 180◦(d− 2)より大きい (dは v
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の次数)ことである．前節の命題 3.1と合わせることによ
り，以下のように greedy描画可能な最大次数 4以下の木
の明示的な記述を与えることができる．

命題 4.1 最大次数 4以下の木 T が greedy描画可能な木
であるための必要十分条件は，T が表 2の型の根付き木
T0, . . . , T3 を根において貼り合わせた木の部分木として表
現できることである．

T0 の型 T1 の型 T2 の型 T3 の型
180◦ 180◦ (0◦, 180◦] (0◦, 180◦]

180◦ 120◦ (60◦, 180◦] (0◦, 180◦]

180◦ 120◦ 45◦ (15◦, 45◦)

180◦ 120◦ 37.5◦ (22.5◦, 45◦)

180◦ 120◦ (30◦, 33.75◦) (26.5◦, 45◦)

180◦ 105◦ (90◦, 105◦) (0◦, 105◦)

180◦ 105◦ 60◦ (15◦, 60◦)

180◦ 105◦ 45◦ (30◦, 45◦)

180◦ 97.5◦ (90◦, 97.5◦) (0◦, 97.5◦)

180◦ 97.5◦ 60◦ (22.5◦, 60◦)

180◦ 97.5◦ 45◦ 45◦

180◦ (90◦, 93.75◦) (90◦, 93.75◦) (0◦, 93.75◦)

180◦ (90◦, 93.75◦) 60◦ (26.25◦, 60◦)

180◦ (90◦, 93.75◦) 45◦ 45◦

120◦ 120◦ 120◦ (0◦, 120◦)

120◦ 120◦ 105◦ (15◦, 105◦)

120◦ 120◦ 97.5◦ (22.5◦, 97.5◦)

120◦ 120◦ (90◦, 93.75◦) (26.25◦, 93.75◦)

120◦ 105◦ 105◦ (30◦, 105◦)

120◦ 105◦ 97.5◦ (37.5◦, 97.5◦)

120◦ 105◦ (90◦, 93.75) (45◦, 93.75◦)

120◦ 97.5◦ 97.5◦ (45◦, 97.5◦)

120◦ (90◦, 97.5◦) (90◦, 97.5◦) (60◦, 93.75◦)

105◦ 105◦ 105◦ (0◦, 105◦)

105◦ 105◦ (90◦, 97.5◦) (60◦, 97.5◦)

(90◦, 105◦) (90◦, 97.5◦) (90◦, 97.5◦) (90◦, 97.5◦)

表 2 greedy 描画可能な最大次数 4 以下の木の分類

5. greedy描画可能な木 (最大次数 5の場合)

木 T は，次数 5の頂点が 2つ存在すると greedy描画で
きないことは容易にわかるので，次数 5の唯一の頂点に注
目し，その頂点を rとする．rの隣接点を v0, . . . , v4 とし，
Ti = T vi

rvi
+ rvi (i = 0 . . . , 4)を rを根とする根付き木とす

る．T0, . . . , T4 は open angleを持つように greedy描画で
きないといけないことが容易にわかるので，それらの上限
open angleを φ0, . . . , φ4 とする．まず，命題 2.4より，T

が greedy描画可能であるためには，∑4
i=0 φi > 540◦ を満

たす必要がある．実は，r の周りに T0, . . . , T4 の順に配置
するという制約の下で，T が greedy描画可能である必要
十分条件は，上記条件に加え，以下の不等式系に解がある

ことであることが示されている [7]．

0 ≤ αi, βi, γi ≤ 180, (1)

βi < αi, γi < αi, (2)

βi + γi+1 < φi (i mod 5), (3)

αi + βi + γi = 180, α0 + · · ·+ α4 = 360, (4)

sin(β0) · · · · · sin(β4) = sin(γ0) · · · · · sin(γ4) (5)
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図 6 T0, . . . , T4 の r における貼り合わせ

この式において，αi, βi, γi は図 6のように T0, . . . , T4 を
無限に縮小して描画したときの角度に対応する変数であ
り，条件 (1)，(4)，(5)は Di Battista, Vismara [3]によっ
て与えられた車輪グラフが描画できる αi, βi, γi の条件を
記述したものである．条件 (2) は greedy 描画において，
d(r, vi) < d(vi, vi+1)，d(r, vi+1) < d(vi, vi+1)となること
に対応した条件である．条件 (3)は，木 Ti の open angle

に木 Tj (j ̸= i)が含まれることを記述した条件である．上
記の不等式系から，αi を消去して，以下を得る．

βi, γi ≥ 0,

βi + γi+1 < φi (i mod 5),

180− βi − γi > βi, 180− βi − γi > γi,

sin(β0) · · · · · sin(β4) = sin(γ0) · · · · · sin(γ4)

実際には，r の周りに T0, . . . , T4 を配置する順番は自由に
変えてよいので，T が greedy描画可能である条件は上記
の不等式系が解があるように φ0, . . . , φ4 を適切に置換で
きることである．したがって，ω(β0, . . . , β4, γ0, . . . , γ4) =∏4

i=0 sin(βi) −
∏4

i=0 sin(γi) としたとき，T が greedy 描
画可能である必要十分条件は，0, . . . , 4 のある置換 τ が
存在し，以下の不等式を満たす β0, . . . , β4, γ0, . . . , γ4 で，
ω(β0, . . . , β4, γ0, . . . , γ4) = 0 を満たすものがあることと言
い換えることができる．

βi, γi ≥ 0,

βi + γi+1 < φτ(i) (i mod 5),

180− βi − γi > βi, 180− βi − γi > γi
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上記の不等式を満たす解 (β0, . . . , β4, γ0, . . . , γ4)の集合を
S(φτ(0), . . . , φτ(4))と書くことにしよう．以後，一般性を
失わず，φ0 ≥ φ1 ≥ · · · ≥ φ4 と仮定する．

5.1 T0が 180◦-型でない，または T0, T1がともに 180◦-

型のとき
まず，既存研究 [7]の結果と命題 3.1の組合せで分かる

ことを整理する．文献 [7]で示されていることは以下のと
おりである
• φ0 = · · · = φ3 = 180◦ のとき，T は greedy描画可能
である必要十分条件は，|∠T4| > 0であること．

• φ0 ≤ 120◦のとき，T が greedy描画可能である必要十
分条件は∑4

i=0 φi > 540◦ であること．
• φ0 = φ1 = φ2 = 180◦ のとき，T が greedy描画可能
である必要十分条件は，φ3 +φ4 > 120◦を満たすこと
である．

• φ0 = φ1 = 180◦ のとき，T が greedy描画可能である
必要十分条件は，φ2 + φ3 + φ4 > 240◦ を満たすこと
である．

これと命題 3.1を踏まえると以下のことがわかる．

命題 5.1 T0, T1 が 180◦-型であるとき，T が greedy描画
可能であるための必要十分条件は，T2, T3, T4が表 3に記述
された型のいずれかに当てはまることであり，T0 が 180◦-

型でないときに T が greedy描画となる T が greedy描画
可能であるための必要十分条件は，T0, . . . , T4 が表 4に記
述された型のいずれかに当てはまることである．

T2 の型 T3 の型 T4 の型
180◦ (120◦, 180◦) (0◦, 180◦)

180◦ (90◦, 97.5◦) (26.25◦, 97.5◦)

120◦ 120◦ (0◦, 120◦)

120◦ 105◦ (15◦, 180◦]

120◦ 97.5◦ (22.5◦, 180◦]

120◦ (90◦, 93.75◦) (26.25◦, 93.75◦)

105◦ 105◦ (30◦, 105◦)

105◦ (90◦, 97.5◦) (45◦, 97.5◦)

(90◦, 97.5◦) (90◦, 97.5◦) (60◦, 97.5◦)

表 3 greedy 描画可能な木の分類 (T0, T1 が 180◦-型の場合)

T0 の型 T1 の型 T2 の型 T3 の型 T4 の型
120◦ 120◦ 120◦ (90◦, 120◦) (90◦, 120◦)

120◦ 120◦ 105◦ 105◦ (90◦, 105◦)

表 4 greedy 描画可能な木の分類 (T0 が 180◦-型でない場合)

5.2 T0 だけが 180◦-型のとき
この場合の T が greedy描画可能である組合せ的条件は，

文献 [7]では特定されていない．本節では，以下の命題に
より，この場合の条件を特定する．

命題 5.2 T0 が 180◦-型かつ T1, . . . , T4 が 180◦-型でない
とき，T が greedy 描画可能であるための必要十分条件
は，T1, . . . , T4 が表 5に記述された型のいずれかに当ては
まることである．なお，greedy描画における r の周りの
T0, . . . , T4 の配置順は表 6に記載された通りである．

T1 の型 T2 の型 T3 の型 T4 の型
I 120◦ 120◦ 120◦ (33.75◦, 120◦)

II 120◦ 120◦ 105◦ (45◦, 105◦)

III 120◦ 120◦ (90◦, 120◦) (60◦, 90◦)

IV 120◦ 105◦ 93.75◦ (60◦, 93.75◦)

V 120◦ (90◦, 97.5◦) (90◦, 97.5◦) (90◦, 97.5◦)

VI 105◦ 97.5◦ (90◦, 97.5◦) (90◦, 97.5◦)

VII 105◦ 93.75◦ 93.75◦ (90◦, 93.75◦)

VIII 105◦ 93.75◦ 91.875◦ 91.875◦

IX 97.5◦ 97.5◦ 97.5◦ (90.9375◦, 97.5◦)

表 5 greedy 描画可能な木の分類 (T0 だけが 180◦-型の場合)

T の型 r の周りの配置順
I T1, T2, T3, T4, T0

II T3, T1, T2, T4, T0

III T4, T1, T2, T3, T0

IV T3, T2, T1, T4, T0

V T2, T1, T3, T4, T0

VI T3, T1, T2, T4, T0

VII T4, T1, T2, T3, T0

VIII T3, T1, T2, T4, T0

IX T1, T2, T3, T4, T0

表 6 greedy 描画における T0, . . . , T4 の r の周りの配置順

命題 5.2 の証明は計算機を援用して行った．以下に
行った計算を紹介する．命題を示すためには，まず，
T1, . . . , T4が上記の表に現れる型であるときに T が greedy

描画可能であることを示す必要がある．そのためには，
表 6 を参考にすると，(φ0, φ1, φ2, φ3, φ4) が以下に示す
値の場合に，ω := ω(β0, . . . , β4, γ0, . . . , γ4) = 0 となる
(β0, . . . , β4, γ0, . . . , γ4) ∈ S(φ0, . . . , φ4)(=: S) が存在する
ことを示せばよい．
(120, 120, 120, 33.75, 180), (120, 120, 105, 45, 180),

(120, 120, 90, 60, 180), (120, 105, 93.5, 60, 180),

(120, 90, 90, 90, 180), (105, 97.5, 90, 45, 90),

(105, 93.75, 93.75, 90, 180), (105, 93.75, 91.875, 91.875, 180),

(97.5, 97.5, 97.5, 90.9375, 180)

ω は 非 線 形 関 数 で あ る た め ，ω = 0 と な る
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(β0, . . . , β4, γ0, . . . , γ4) を直接的に求めることは困難
であるが，S は連結であり，また ωは S 上で連続であるた
め，代わりに，ω > 0となる (β0, . . . , β4, γ0, . . . , γ4) ∈ S と
ω < 0となる (β0, . . . , β4, γ0, . . . , γ4) ∈ S が存在すること
示すことで ω = 0となる (β0, . . . , β4, γ0, . . . , γ4) ∈ S の存
在性を示すことができる (中間値の定理)．これは典型的に
は，β0や β0 + β1 + β2 + γ0 + γ1 + γ2が S上で最大になる
場合，最小になる場合を計算する等，さまざまな目的関数
で最大・最小になる場合を計算することで見つけることが
できる．実際，Pythonライブラリの PuLPを用いて，上
記の場合全てに ω < 0となる (β0, . . . , β4, γ0, . . . , γ4) ∈ S

と ω > 0となる (β0, . . . , β4, γ0, . . . , γ4) ∈ S の存在を確認
することができた．
次に，T が表 5に記載されていないとき，greedy描画不

可能であることを示す方法について考える．そのためにま
ず，Φ̃5に含まれるベクトルで，上記表に含まれないの極大
なベクトルを列挙すると以下のようになる．
(120, 120, 120, 31.875, 180), (120, 120, 105, 37.5, 180),

(120, 120, 97.5, 45, 180), (120, 120, 60, 60, 180),

(120, 105, 105, 45, 180), (120, 105, 91.875, 60, 180),

(120, 97.5, 97.5, 60, 180), (105, 105, 105, 60, 180),

(105, 93.75, 91.875, 90.9375, 180), (105, 91.875, 91.875, 91.875, 180),

(97.5, 97.5, 93.75, 93.75, 180), (97.5, 97.5, 97.5, 90.46875, 180)

したがって，上記表に登場するベクトルの任意の置換
(φ0, . . . , φ4)について，S 上で ω = 0にならないことを示
せばよい．
まず，S が空であれば当然 ω = 0となる S の要素はない

ので，S が空かどうかの判定を行う．S は線形の不等式で
定義されているため，それは線形計画問題の実行不可能性
により確認することができる．そこで，Pythonライブラ
リの PuLPで S に対応する線形計画問題の実行不可能性
を計算したところ，(φ0, . . . , φ4)が以下のような値の場合
を除き，S が空であることが確かめられた (なお，一般性
を失わず，φ4 = 180となる置換のみを考えている)．
(120, 120, 120, 31.875, 180), (105, 120, 120, 37.5, 180),

(91.875, 120, 105, 60, 180), (60, 120, 91.875, 105, 180),

(97.5, 97.5, 120, 60, 180), (90.9375, 105, 93.75, 91.875, 180),

(90.9375, 105, 91.875, 93.75, 180), (90.9375, 93.75, 105, 91.875, 180),

(90.9375, 91.875, 105, 93.75, 180), (97.5, 97.5, 97.5, 90.46875, 180),

(45, 120, 120, 97.5, 180), (91.875, 105, 120, 60, 180)

S が空でないときは，別の方法で S 上で ω = 0とならない
ことを示す必要があるが，関数 ωは非線形であるため，直接
的に解がないことを示すことは困難である．そこで，B(S)

を S を含む最小の集合 [a0, b0] × · · · × [a9, b9] ⊂ [0, 180]10

とし，その上での ω の上界・下界を求めることで ω = 0

とはならないことを示す．なお，B(S)は S 上で βi, γi を

最大化・最小化する問題を解くことで求めることができ，
(φ0, . . . , φ4)が上記ベクトルで与えられるときは，全ての
場合で，B(S) ⊂ [0, 90]10 であることが確かめられる．し
たがって，S上の ωの値の上界を ω(b0, . . . , b4, a5, . . . , a9)，
下界を ω(a0, . . . , a4, b5, . . . , b9) を計算することで求めるこ
とができ，上界・下界ともに正，または負であれば，ωが S

上で常に正，または負であることが示され，S 上で ω = 0

とならないことを示すことができる（図 7参照）．
Python ライブラリの PuLP で上記のような計算を

行ったところ，(φ0, . . . , φ4) = (45, 120, 120, 97.5, 180),

(91.875, 105, 120, 60, 180) 以外の場合について greedy 描
画不可能性を示すことができた．一方，その 2つの場合に
ついては，この方法では greedy描画不可能性が示すことが
できず，この 2つの場合については，SのB(S)による “近
似”が粗すぎたものと考えられる．そこで解空間 S を適当
に S1, S2に分割し (例えば，S に βi ≤ aという制約を加え
た集合と βi ≥ aを加えた集合にわける)，B(S1) ∪ B(S2)

をにより S をより精度よく近似して，ωの値の評価を行う
こととした．ωの値のB(S1), B(S2)上での上界・下界を計
算し，B(S1)上でも B(S2)上でも ω = 0とならないこと
を示すことでその 2つの場合についても greedy描画不可
能であることを示すことができた（図 8参照）．以上の計
算により，命題 5.2の証明を行うことができた．
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図 7 S と B(S)
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図 8 S1, S2 と B(S1), B(S2)

本節の結果と前節の結果を合わせることで，以下の定理
を示すことができる．

定理 5.3 木 T が greedy描画可能である必要十分条件は，
T の最大次数が 5以下であり，かつ最大次数 4以下のとき
は命題 4.1の条件のいずれか， 最大次数 5のときは，命
題 5.1, 5.2のいずれかの条件を満たすことである．

与えられた木が定理 5.3に記述された型かどうかは文献 [7]

のアルゴリズムで線形時間で調べることができるため，以
下のことが示される．

系 5.4 任意の木の greedy描画可能性は頂点数に対して
線形時間で判定することが可能である．
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