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両側ヤコビ法の実装について

荒木 翔1,a) 髙田 雅美2,b) 木村 欣司3,c) 中村 佳正1,d)

概要：特異値分解のためのヤコビ法は, すべての特異値と特異ベクトルを高い精度で計算することができ

る. ヤコビ法には, 片側および両側ヤコビ法が提案されている. 片側ヤコビ法は, LAPACKに既に実装され

ている. 両面ヤコビ法の実装には, 改善できる部分がいまだたくさん残ている. そこで, 本稿では, 両側ヤコ

ビ法を改良する.

On an Implementation of Two-Sided Jacobi Method

1. はじめに

櫻井-杉浦法は, 対称行列と正定対称行列からなる一般化

固有値問題の一部の固有値と固有ベクトルを計算可能な解

法であり, 行列の列空間を利用する. 列空間を計算するに

は, 長方形行列を特異値分解する必要がある. 一般的に, 与

えられた行列は,前処理法としてハウスホルダー変換を利用

して二重対角行列に変換される. [2]には, 二重対角行列の

場合に採用できる列空間の計算法が提案されている. 特異

値を計算する DQDS法と特異ベクトルを計算する OQDS

法を組み合わせた方法である.

計算コストを削減し精度を向上させるために, 櫻井-杉浦

法は, 今倉らにより改良された [10]. 改良された櫻井-杉浦

法は, 左右両方の特異ベクトルを必要とする. 列空間のみ

が必要な場合, OQDS法は高い精度を達成できる. しかし,

OQDS法によって下二重対角行列の左特異ベクトルを計算

する場合, 与えられた行列サイズの 2倍の大きさの行列を

利用して計算する必要がある. その結果, 下二重対角行列

の計算された左特異ベクトルが高い直交性を持つことは,

保証されない. したがって, 改良された櫻井-杉浦法を高精

度に実装するためには, 特異値と左右の特異ベクトルのす
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べてを高精度に計算可能な特異値分解のための方法を確立

する必要がある.

2. 両側ヤコビ法による特異値分解

2.1 計算の対象となる行列

固有値分解のための両側ヤコビ法は, 実対称行列の固有

値と固有ベクトルを計算できる. より正確には, 対象とな

る行列をエルミート行列に拡張することも可能である. さ

らに, 特異値分解のための両側ヤコビ法は, 任意のサイズの

複素行列に対して計算を実行するように設計することも可

能である. しかし, 本稿では, 実数の上三角行列の場合のみ

を検討する. 長方形行列の場合, QR分解および LQ分解を

使用して前処理を行うと, 長方形行列の特異値分解の問題

は, 上三角行列の特異値分解の問題に簡単化できる. さら

に, 我々の方法を, 複素上三角行列に拡張することも容易に

可能であるため, この論文では, 実上三角行列のみを扱う.

2.2 概略

J (i), K(i), N (i), M (i) は, 回転行列の積とする. R(i) は,

上三角行列, L(i) は, 下三角行列である. 両側ヤコビ法によ

る特異値分解は, 式 (1), (2)により, 計算される.

K(i)R(i)J (i) = L(i), (1)

N (i)L(i)M (i) = R(i+1), i = 0, 1, · · · (2)

反復を繰り返すと, R(i)と L(i)は, 対角行列に収束する. 収

束の段階において, 左特異ベクトル U と右特異ベクトル V

は, 次のように計算することができる.
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図 1 Space sharing of the upper triangular matrix
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)⊤ (
N (1)

)⊤
· · ·
(
K(m−1)

)⊤ (
N (m−1)

)⊤
, (3)

V =J (0)M (0)J (1)M (1) · · · J (m−1)M (m−1), (4)

mは, 収束段階における反復の回数である. 式 (3)と式 (4)

における行列の乗算は, ギブンス回転によって実装される.

図 1は, R(i) と L(i) が, 上三角行列の中に保持されること

を表している. ここで, R(i) と L(i) は, 同じメモリ空間に

おいて計算可能である.

式 (7)が示すように, 回転行列 P と Q,

P =



1 0 · · · · · · 0

0 c1 · · · s1
...

...
... 1

...
...

... −s1 · · · c1 0

0 · · · · · · 0 1


, (5)

Q =



1 0 · · · · · · 0

0 c2 · · · −s2
...

...
... 1

...
...

... s2 · · · c2 0

0 · · · · · · 0 1


, (6)

を利用して, Rj,k を 0に変換することができる,

P ×



. . . · · · · · · · · · · · ·
... Rj,j · · · Rj,k

...
...

...
. . .

...
...

... 0 · · · Rk,k

...

· · · · · · · · · · · ·
. . .


×Q

=



. . . · · · · · · · · · · · ·
... R̂j,j · · · 0

...
...

...
. . .

...
...

... 0 · · · R̂k,k

...

· · · · · · · · · · · ·
. . .


. (7)

式 (7)を繰り返すことで, R(i) は, L(i) に変換される. しか

し, 式 (7)は, R(i) から L(i) を計算する方法を示している

のではないことを注意する. よって, 式 (7)に, R
(i)
j,j , R

(i)
j,k,

R
(i)
k,k, L

(i)
j,j , L

(i)
k,k は, 現れない. P と Qは, 回転行列である

ため, c1 = cos θ1, s1 = sin θ1, c2 = cos θ2, s2 = sin θ2 を満

たす θ1 と θ2 が存在する. 以下，値が変化する要素部分の

みについて述べる．(
c1 s1

−s1 c1

)(
Rj,j Rj,k

0 Rk,k

)(
c2 −s2
s2 c2

)
=(

R̂j,j 0

0 R̂k,k

)
.

(8)

R(i) から L(i) を計算するために, 式 (8)の操作は, 何度も

行われる. この反復において，非対角成分を 0にするオー

ダーリングと収束の判定条件が必要となる. 詳細について

は，2.3節で述べる．L(i) から R(i+1) を求める場合も同様

である．Rj,j , Rj,k, Rk,k から c1, s1, c2, s2, R̂j,j , R̂k,k を求

める方法については，2.4節，2.5節，2.6節で説明する．

2.3 オーダーリングと収束の判定条件

上三角行列 R(i) の非対角成分を 0 にすると, 下三

角行列 L(i) に 0 でない成分が現れる. 0 にする場

所の詳細は, 次の通りである:
∣∣∣R(0)

1,1

∣∣∣ ≥ ∣∣∣R(0)
n,n

∣∣∣ なら
ば, R(i) から L(i) を得るために, 次のオーダーリン

グを用いる. (1, 2)(1, 3), · · · , (1, n), (2, 3), (2, 4), · · · , (n −
2, n − 1), (n − 2, n), (n − 1, n). そして, L(i) から

R(i+1) を得るために, 次のオーダーリングを用い

る. (2, 1)(3, 1), · · · , (n, 1), (3, 2), (4, 2), · · · , (n − 1, n −
2), (n, n − 2), (n, n − 1).

∣∣∣R(0)
1,1

∣∣∣ <
∣∣∣R(0)

n,n

∣∣∣ ならば, R(i)

から L(i) を得るために, 次のオーダーリングを用いる.

(n − 1, n)(n − 2, n), · · · , (1, n), (n − 2, n − 1), (n − 3, n −
1), · · · , (1, 3), (1, 2). そして, L(i) から R(i+1) を得るた

めに, 次のオーダーリングを用いる. (n, n − 1)(n, n −
2), · · · , (n, 1), (n−1, n−2), (n−1, n−3), · · · , (3, 1), (2, 1).
両側ヤコビ法により上記の計算を続けると, すべての非対

角成分は, 0に収束する. 数値計算の観点では, 非対角成分

が完全に 0になる前に 0と判定しなければ, 丸め誤差が蓄

積する. その判定基準として, 式 (9)を利用する,

|Rj,k| ≤ ε
√
|Rj,j | ×

√
|Rk,k|. (9)

すべての非対角成分を 0と見なしてよくなると, 反復計算

を終了する.

2.4 逆正接関数を用いた実装

特異値分解のための両側ヤコビ法は, 特異値分解のため

の片側ヤコビ法に比べ, c1, s1, c2, s2 の値を決定する際に,

多数の演算が必要になるという欠点がある. 数値計算にお
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いて, 多数の演算が必要になることは, 多量の誤差の混入を

招く. この方法では, tan−1, θ1, θ2 を利用することで, 少な

い演算で c1, s1, c2, s2の値を決定できるため, 多量の誤差の

混入を招く欠点を克服できる.

α = tan−1

(
Rj,k

Rj,j −Rk,k

)
, β = tan−1

(
−Rj,k

Rj,j +Rk,k

)
,

(10)

θ1 =
1

2
(α+ β) , θ2 =

1

2
(α− β) , (11)

c1 = cos (θ1) , s1 = sin (θ1) , c2 = cos (θ2) , s2 = sin (θ2) .

(12)

ここで, −π
2 ≤ θ1 ≤ π

2 と −
π
2 ≤ θ2 ≤ π

2 が成立する. さ

らに,

u = c1 + c2, (13)

R̂j,j = Rj,j +
s2
u
×Rj,k, R̂k,k = Rk,k −

s1
u
×Rj,k.

(14)

を得る. 二重下線部は, 融合積和演算により実装する.

Sq =
∑q

i=0 xi に対して, |x0|が |xi|(i = 1, · · · , q)よりも,

極めて大きい場合, Tq =
∑q

i=1 xi, Sq = x0 + Tq と計算す

る. この工夫を, 式 (14)の計算において活用する.

2.5 Rutishauserの実装法

固有値分解を計算するためのヤコビ法において,

Rutishauserの実装法 [15]が提案されている. Rutishauser

の実装法を両側ヤコビ法の実装に応用すると, 計算誤差を

減らす目的で, 融合積和演算を活用できる.

h1 =
Rj,j −Rk,k

Rj,k
, f1 =

√
1 + (h1)

2
, t1 =

1

h1 ± f1
,

(15)

h2 = −Rj,j +Rk,k

Rj,k
, f2 =

√
1 + (h2)

2
, t2 =

1

h2 ± f2
.

(16)

ここで, f1 と f2 の符号は, h1 と h2 の符号と合わせる.

v1 = 1− t1 × t2, w1 = t1 + t2, (17)

u1 = max(|v1| , |w1|), (18)

c1 =
v1

u1√(
v1
u1

)2
+
(

w1

u1

)2 , s1 =
w1

u1√(
v1

u1

)2
+
(

w1

u1

)2 ,
(19)

Algorithm 1 ギブンス回転を用いた実装法
1: h1 ← Rj,j −Rk,k

2: g1 ← |Rj,k|
3: f1 ← |h1|+

√
h2
1 +R2

j,k The Givens rotation is adopted in

underlined part

4: g1 ← SIGN (Rj,k, Rj,k/h1)

5: h2 ← Rj,j +Rk,k

6: f2 ← |h2|+
√

h2
2 +R2

j,k The Givens rotation is adopted in

underlined part

7: g2 ← SIGN (Rj,k,−Rj,k/h2)

8: if f1 ≥ f2 then

9: t1 ← g1/f1

10: ĉ1 ← −t1 × g2 + f2

11: ŝ1 ← t1 × f2 + g2

12: Compute c1 and s1 using the Givens rotation for x← ĉ1

and y ← ŝ1

13: ĉ2 ← t1 × g2 + f2

14: ŝ2 ← t1 × f2 − g2

15: Compute c2 and s2 using the GIvens rotation for x← ĉ2

and y ← ŝ2

16: else

17: t2 ← g2/f2

18: ĉ1 ← −g1 × t2 + f1

19: ŝ1 ← f1 × t2 + g1

20: Compute c1 and s1 using the Givens rotation for x← ĉ1

and y ← ŝ1

21: ĉ2 ← g1 × t2 + f1

22: ŝ2 ← −f1 × t2 + g1

23: Compute c2 and s2 using the GIvens rotation for x← ĉ2

and y ← ŝ2

24: end if

v2 = 1 + t1 × t2, w2 = t1 − t2, (20)

u2 = max(|v2| , |w2|), (21)

c2 =
v2

u2√(
v2
u2

)2
+
(

w2

u2

)2 , s2 =
w2

u2√(
v2

u2

)2
+
(

w2

u2

)2 ,
(22)

c = c1 + c2, (23)

R̂j,j = Rj,j +
s2
c
×Rj,k, R̂k,k = Rk,k −

s1
c
×Rj,k,

(24)

を得ることができる. 二重下線部は, 融合積和演算により

実装する.

2.6 ギブンス回転を用いた実装法

c1, s1, c2, s2 を計算するために, Algorithm 1を適用す

る．Algorithm 1で必要となる ギブンス回転の実装は，[1]

を適用する．関数 SIGN(A,B) は，A の値の絶対値に, B

の符号を付加した値を返す．式 (25)と (26)は，c1, s1, c2,

s2 を用いて
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u← c1 + c2, (25)

R̂j,j ← Rj,j +
s2
u
×Rj,k, R̂k,k ← Rk,k −

s1
u
×Rj,k.

(26)

のように計算される．

2.7 両側ヤコビ法へのソーティング機能の付加∣∣∣R(0)
1,1

∣∣∣ ≥ ∣∣∣R(0)
n,n

∣∣∣ の場合，∣∣∣R̂j,j

∣∣∣ < ∣∣∣R̂k,k

∣∣∣ かつ s1 > 0

ならば, θ1 ← θ1 − π
2 の意味で c1 ← s1, s1 ← −c1,∣∣∣R̂j,j

∣∣∣ < ∣∣∣R̂k,k

∣∣∣ かつ s1 ≤ 0 ならば, θ1 ← θ1 + π
2 の意

味で c1 ← −s1, s1 ← c1 を行う. さらに,
∣∣∣R̂j,j

∣∣∣ < ∣∣∣R̂k,k

∣∣∣
かつ s2 > 0 ならば, θ2 ← θ2 − π

2 の意味で c2 ← s2,

s2 ← −c2,
∣∣∣R̂j,j

∣∣∣ < ∣∣∣R̂k,k

∣∣∣かつ s2 ≤ 0ならば, θ2 ← θ2+
π
2

の意味で c2 ← −s2, s2 ← c2 を行う．これらの選択の結

果，θ1 と θ2 がどちらも
π
2 を減算もしくは加算してい

る場合，R̂j,j ← R̂k,k, R̂k,k ← R̂j,j，そのほかの場合，

R̂j,j ← −R̂k,k, R̂k,k ← −R̂j,j とする．
∣∣∣R(0)

1,1

∣∣∣ < ∣∣∣R(0)
n,n

∣∣∣ の
場合，

∣∣∣R̂j,j

∣∣∣ ≥ ∣∣∣R̂k,k

∣∣∣ かつ s1 > 0ならば, θ1 ← θ1 − π
2 の

意味で c1 ← s1, s1 ← −c1,
∣∣∣R̂j,j

∣∣∣ ≥ ∣∣∣R̂k,k

∣∣∣ かつ s1 ≤ 0な

らば, θ1 ← θ1 +
π
2 の意味で c1 ← −s1, s1 ← c1を行う. さ

らに,
∣∣∣R̂j,j

∣∣∣ ≥ ∣∣∣R̂k,k

∣∣∣ かつ s2 > 0ならば, θ2 ← θ2 − π
2 の

意味で c2 ← s2, s2 ← −c2,
∣∣∣R̂j,j

∣∣∣ ≥ ∣∣∣R̂k,k

∣∣∣ かつ s2 ≤ 0な

らば, θ2 ← θ2 +
π
2 の意味で c2 ← −s2, s2 ← c2 を行う．

これらの選択の結果，θ1 と θ2 がどちらも
π
2 を減算もしく

は加算している場合，R̂j,j ← R̂k,k, R̂k,k ← R̂j,j，そのほ

かの場合，R̂j,j ← −R̂k,k, R̂k,k ← −R̂j,j とする．さらに，

上記の操作を適用することにより，両側ヤコビ法では，よ

り大きな特異値から小さな特異値へと並べ替える機能を有

する．また，これらの操作によって，c1 と c2 は負の値に

はならない．

3. c1, s1, c2, s2の修正

Rutishauserの実装 [15]を利用して c1, s1, c2, s2 を修正

する. c1 と c2 の値を c = cos (θ)で代表させ, s1 と s2 の値

を s = sin (θ)で代表させる. 修正後の値を, ĉと ŝとする.

理論的には, c2 + s2 = 1が満たされるが, 数値計算におい

ては, 丸め誤差の影響により, 満たされない場合もある. そ

こで, cと sを割線法により修正する. すると, −π
4 ≤ θ ≤ π

4

の場合, すなわち, |c| ≥ sの場合には, x0 = 1, x1 = cとし

て, f(x) = x2 + s2 − 1に対する割線法,

xn+1 =
xn−1f(xn)− xnf(xn−1)

f(xn)− f(xn−1)
, (27)

により, x2 = ĉ = 1−s×(s/(1 + c))を得る. すると,ベクト

ルxとyに対するギブンス回転x← cx+sy,y ← −sx+cy

は, z1 = s/(1 + c)とすると,

x← s

(
−z1x+ y

)
+ x, y ← −s

(
z1y + x

)
+ y,

(28)

となる. 二重下線部は, 融合積和演算により実装する. 同様

の操作を行うための式を, −π
2 ≤ θ < −π

4 ,
π
4 < θ ≤ π

2 の場

合にも設計する.
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