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1 はじめに

最短経路問題や巡回セールスマン問題をはじめ，グ

ラフの様々な経路問題が古くから研究されてきた．それ

らの多くは移動する側の移動距離や移動時間を最小化

するものであり，コストの視点はサービスの提供者側に

あったといえる．本稿で扱うスクールバス問題 (SBP-

R)も経路問題の一つであるが，この問題では顧客側の

不満を最小化することを目的としており，コストの視

点をサービスの利用者側に置いたものとなっている．

1.1 スクールバス問題

SBP-Rの入力は，単純連結無向グラフ G = (V,E)，

学校 s ∈ V，生徒集合U ⊆ V，バスの台数 k ∈ Z+，辺

重みw : E → Z+である．ここで，Z+は非負整数の集

合を表す．SBP-Rにおける実行可能解とは，k台のバ

スによって全生徒を拾う移動経路のことであり，形式的

には以下のように定義される．P = ⟨v1, v2, . . . , vl⟩を
Gの ⟨v1, vl⟩歩道とし，P に現れる頂点の集合を V (P )

と書く．P の長さを ℓ(P ) =
∑l−1

j=1 w(vjvj+1)とする．2

頂点 a, b ∈ V の最短距離 d(a, b)を d(a, b) = min{ℓ(P ) |
P はGの ⟨a, b⟩歩道 }とする．各整数 i ∈ {1, 2, . . . , k}
に対しバス iの移動経路は，Gの ⟨s, s⟩歩道 Piと，そ

のバスに乗車する生徒の集合 Xi ⊆ U ∩ V (Pi) の組

Bi = (Pi, Xi)として表される．各生徒u ∈ Xiは，Pi上

で最後にその頂点 uが現れたときに，バスに乗車するも

のとする．生徒uがバスに乗車してから学校 sまでのPi

の部分歩道の長さを ℓ(u,Bi)と書く．ℓ(u,Bi)− d(u, s)

を u の不満度と呼び，r(u,Bi) で表す．k 台のバスの

移動経路をB = {B1, B2, . . . , Bk}とする．B の最大

不満度を rmax(B) = max1≤i≤k maxu∈Xi
r(u,Bi)とす

る．
∪

1≤i≤k Xi = U であるとき，Bを SBP-Rの実行
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図 1: 一般化 SBP-Rにおける 2台のバスの移動経路の

例．sは学校，各二重丸は生徒，各辺の数字は辺重み，

各四角の中の数字はその頂点のコストを表す．各バス

の移動経路において，点線部分は最初の生徒を乗せる

までの移動経路であり，実線部分は最初の生徒を乗せ

た後の移動経路を表す．

可能解という．SBP-Rの出力は，最大不満度 rmax(B)

が最小となる実行可能解Bである．

SBP-Rは入力グラフをスターに制限したとしても，

強 NP困難である [1]．そこで，近似の観点から研究が

行われており，木に対しては多項式時間の 12.5倍近似

アルゴリズムが存在する [1]．また，バスの台数 kを定

数に制限した場合でも，一般のグラフでは強 NP困難

であることが示されており，多項式時間の O(k2)倍近

似アルゴリズムが与えられている [2]．

1.2 スクールバス問題の一般化

本稿では一般化スクールバス問題 (一般化 SBP-R)

を定義し，これも扱う．一般化 SBP-Rの入力は，単純

連結無向グラフ G = (V,E)，学校 s ∈ V，生徒集合

U ⊆ V，バスの台数 k ∈ Z+，辺重み w : E → Z+，

コスト上限 clim ∈ Z+，コスト関数 c : U → Z+ で

ある．SBP-Rが全生徒をバスに乗車させなければなら

なかったことに比べ，一般化 SBP-R ではコストを支

払うことで一部の生徒を乗車させなくてもよいものと

する．k台のバスの移動経路をB = {B1, B2, . . . , Bk}
とし，各整数 i ∈ {1, 2, . . . , k} に対し Bi = (Pi, Xi)

とする．生徒 u ∈ U をバスに乗車させないとき，す
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なわち u ̸∈
∪

1≤i≤k Xi であるとき，学校はその生徒

u にコスト c(u) を支払うものとする．k 台のバスの

移動経路 B において，学校が支払うコストの合計を

csum(B) =
∑

{c(u) | u ∈ U, u ̸∈
∪

1≤i≤k Xi}とする．
学校が支払えるコストには上限 climが設定されており，

csum(B) ≤ clim であるとき，B を一般化 SBP-R の

実行可能解という．一般化 SBP-Rの出力は，最大不満

度 rmax(B)が最小となる実行可能解B である．一般

化 SBP-Rにおける 2台のバスの移動経路の例を図 1に

示す．この移動経路では，最大不満度は 2であり，学

校が支払うコストの合計は 10である．

一般化 SBP-Rにおいて，どの生徒 u ∈ U もコスト

が c(u) > climであるように設定すれば，全ての生徒を

バスに乗車させなければならない．したがって一般化

SBP-Rは，SBP-Rの一般化であることがわかる．これ

より，SBP-Rに対して与えられた困難性の結果は，一般

化 SBP-Rに対しても成り立つ．つまり，一般化 SBP-R

は入力グラフをスターに制限したとしても強 NP困難

であり，バスの台数 kを定数に制限した場合でも一般

のグラフでは強 NP困難である

本稿では，バスの台数 kが定数の場合について，近

似困難性と容易性の解析を行う．ただし本稿では，紙

面の都合上，各定理の証明の概略だけを記す．

2 APX困難性

本節では，SBP-Rの近似困難性を次の定理の通り示

す．なお，前述の通り，SBP-Rに対して与えられた困

難性の結果は，一般化 SBP-Rに対しても成り立つこと

を思い出されたい．

定理 1 バスの台数を k とする．任意の定数 k ≥ 1に

対し，全ての辺重みを 2以下に制限しても，SBP-Rは

APX困難である．

我々は定理 1を証明するために，APX困難であること

が知られている巡回セールスマン問題 [3]から，SBP-R

への近似率を保持した多項式時間帰着を与えた．

定理 1より，SBP-R（したがって一般化 SBP-R）に

は，P ̸= NPの仮定の下では，多項式時間近似スキー

ム（PTAS）が存在しないといえる．

3 完全多項式時間近似スキーム

本節では，一般化 SBP-Rの近似容易性を示す．任意

の ε > 0に対し，入力サイズと 1/εの両方に関する多

項式時間で走る 1 + ε倍近似アルゴリズムを完全多項

式時間近似スキーム（FPTAS）と呼ぶ．近似率を定

める εの値はアルゴリズムの使用者が決めることがで

きるため，εを小さく設定することで，任意に良い精度

の近似解を求めることができる．一方で，その計算時

間は 1/εに依存するため，計算に時間がかかることに

注意されたい．

本節の主定理は次の通りである．なお，一般化 SBP-

Rは SBP-Rの一般化であるため，この定理は SBP-R

の近似容易性も示していることに注意されたい．

定理 2 バスの台数 kが定数のとき，木に対する一般化

SBP-Rには FPTASが存在する．

定理 2は，以下で述べる定理 3と定理 4を基にして，

scaling and roundingの典型的な手法を適用すること

で証明できる．

定理 3 バスの台数を kとし，W を一般化 SBP-Rの最

適解の上限とする．このとき，n頂点の木に対し，一

般化 SBP-Rは O(27k(W + 1)3kn)時間で解ける．

我々は定理 3を証明するために，木の構造を利用し

た動的計画法のアルゴリズムを与えた．

定理 4 生徒集合を U とする．バスの台数 k が定数で

あるとき，木に対する一般化 SBP-Rには，多項式時間

の |U |倍近似アルゴリズムが存在する．

我々は定理 4の証明として，貪欲法のアルゴリズム

を与えた．定理 4を用いれば，我々は多項式時間で一

般化 SBP-Rの実行可能解を一つ求めることができ，そ

れを最適解の上限W として定理 3を用いることがで

きる．
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