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単調な3乗法標準形論理式に対する
真理値割当て全体の整列可能性と

2次元の間接的2分探索アルゴリズム

松原 俊一,a)

概要：本稿ではまず，与えられた正の 3CNF式について，真理値割当ての符号語全体が 2 次元で整列する
ような正の 3CNF式を構成できることを示す．次にこの符号語全体から 2次元の 2分探索法を示す．真理
値割当ての符号語全体は，入力の指数サイズとなるが，提案法では一部の符号語を必要に応じて構成する．

Sortability of the Set of All Truth Assignments
for a Monotone 3-Conjunctive Normal Form Formula

and a 2-Dimensional Indirect Binary Search Algorithm

Shunichi Matsubara,a)

Abstract: In this paper, we first show that given a positive 3CNF formula ψ, we can find an equiv-
alent positive 3CNF formula φ such that the binary representations of all truth assignments of φ can
be sorted. Then, we propose a kind of 2-dimensional binary search algorithm for deciding whether
there is a satisfying assignment in the sequence. Representing the whole sequence requires an ex-
ponential space for the size of the given formula ψ. The proposed algorithm searches a target value
without constructing all the binary representations of the sequence.

1. はじめに

三つのリテラルからなる論理和の論理積からなる論理式

を 3乗法標準形と呼ぶ．3乗法標準形の論理式を 3CNF式
と表す．このうち出現する全リテラルが正であるようなも

のを，正の 3乗法標準形と呼ぶ．リテラルの論理和を節と

呼ぶ．正の 3CNF式が与えられたとき，各節についてちょ
うど一つのリテラルが真となるような真理値割当ての存在

を判定する問題を Pos1In3Sat と表す．この問題は，NP

完全であることが知られている [3]．
本稿ではまず，与えられた正の 3CNF式について，真
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理値割当ての符号語全体が 2 次元で整列するような正の

3CNF式を構成できることを示す．次にこの符号語全体か
ら 2次元の 2分探索法を示す．真理値割当ての符号語全体

は，入力に対して指数サイズとなるため，この探索法では，

一部の符号語のみを必要に応じて構成する．

以下では必要な記号や用語を定義する．計算複雑さの研

究における充足可能性に関する標準的な記法に従う [1] [2]
[4]．N と N+ により，正整数全体と非負整数全体をそれぞ

れ表す．与えられた l, u ∈ N について，{i ∈ N : l ≤ i ≤ u}
を [l, u] と表す. 任意の空列を ε により表す. 与えられた
述語 p について，JpK により，その特性関数を表す．すな
わち，p が偽ならば JpK = 0 であり，そうでないならばJpK = 1 である．

Φ を有限集合とする．小太文字は Φ 上の有限長 (Φ の有
限個の要素) の列を表す場合にのみ用いる．Φ 上の長さ n

の列全体を Φn と表す．bが長さ nのとき，その要素を対応
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する小文字により順に表す．すなわち b = (b1, · · · , bn) と
する．与えられた a ∈ Φn と b ∈ Φn について，

∑n
i=1 aibi

を a · b により表す. 便利のため，混乱の恐れのない場合，
Φn に属す列 (b1, · · · , bn) を，b1 · · · bn と表したり，[1, n]

から Φ への写像や，Φ 上の多重集合と同一視したりする．

b を正整数とし n, k を ⌊logb n⌋ + 1 ≤ k を充たすよ

うな非負整数とする. 任意の i ∈ [1, k] について di を(⌊
n/bi−1

⌋
mod b

)
としたとき，dk · · · d1 を n の b 進表現

と呼ぶ．m ∈ N の b 進表現 α が与えられたとき，(α)b に

より m を表す.
bを正整数とし，nを [0, bk−1]に属す整数とする．このと
き，各 i ∈ [1, ⌊logb n⌋+1] について di = (

⌊
n/bi−1

⌋
mod b)

となるような列 (d1, · · · , d⌊logb n⌋+1) を，[n]b により表す．

さらに本稿では特に断らない限り，以下を仮定する．

Z はブール変数の可算無限集合とし，Z = {z1, z2, · · · , }
とする．すべての論理式は Z 上で定義されているとする．

ψ を正の 3CNF式に固定する．節はリテラルの列であり，
CNF式は節の列であると見なす．任意の 3CNF式は，二
つ以上の節からなるとする．任意の CNF式に出現する変
数の添字は，1 から順に連続的に使用されるとする．

φ を Cm ∧ · · · ∧ C1 と表す．σ ∈ {0, 1}k を φ の割当

てとする．ただし k ∈ N+ とする. b ∈ N+ とする. こ
のとき与えられた i ∈ [1, k] について, (φ, zi)b により整数∑m

j=1 b
i−1Jzi ∈ CjK を表す.

2. アルゴリズム

Algorithm 1: IsSat

Input: 正の 3CNF式 ψ

Output: ブール値
1 IsSat(ψ)

2 k1 ← (ψ の変数の個数)
3 m1 ← (ψ の節の個数)
4 φ← ExtFormula(ψ, k1,m1)

5 m← (φ の節の個数)
6 k2 ← (φ の変数の個数) - (ψ の変数の個数)
7 c← (各 i ∈ [1, k1 + k2] について ci = (φ, zi)4 とな

るような列).
8 t←

∑m
i=1 4

i−1.
9 x̂← (0, 2k1 − 1)

10 ŷ← (0, 2k2 − 1)

11 return IBS(c, x̂, ŷ, k1, t)

本研究ではアルゴリズムの計算時間を，入力のビット

長の関数で見積る．3CNF 式のサイズは現れる変数の個
数 (種類数) とする．以下では ψ = Cm1 ∧ · · · ∧ C1 と固

定する．さらに k1 は ψ 上に現れる変数の種類数とす

る. 各 (i, j) ∈ [1,m1] × [1, 3] について，⟨i, j⟩ により，
Ci = z⟨i,1⟩ ∨ z⟨i,2⟩ ∨ z⟨i,3⟩ となるような整数を表す．

Algorithm 2: ExtFormula
Input: (ψ, k1,m1)

Output: 3CNF式 φ

1 ExtFormula(ψ, k1,m1)

2 ψ の変数名を (ψ, zk1)4 ≥ · · · ≥ (ψ, z1)4 となるよう

に付替え

3 foreach i ∈ [1,m1]

4 ⟨i, 3⟩ > ⟨i, 2⟩ > ⟨i, 1⟩ となるように節 Ci の変

数を整列
5 foreach i ∈ [1,m1]

6 C4i ← (zk1+4i ∨ zk1+4i−1 ∨ z⟨i,3⟩)
7 C4i−1 ← (zk1+4i ∨ zk1+4i−2 ∨ z⟨i,2⟩)
8 C4i−2 ← (zk1+4i ∨ z⟨i,2⟩ ∨ z⟨i,3⟩)
9 C4i−3 ← Ci

10 φ←
∧4m1

i=1 Ci

11 return φ

2.1 アルゴリズムの妥当性

本節では提案アルゴリズムの妥当性を示す．Algorithm 1
で与えられた記号は，すべて同様にして与えられるものと

する．

補題 1. 2k2×2k1 行列 Λ を任意の (i, j) ∈ [1, 2k2 ]× [1, 2k1 ]

について，λi,j = [2k1(i− 1) + (j − 1)]2 · c となるようなも
のとして定義する．このとき次が成り立つ．

( 1 ) 任意の (i, j) ∈ [1, 2k2 ] × [1, 2k1 − 1] について，

λi,j ≤ λi,j+1．

( 2 ) 任意の (i, j) ∈ [1, 2k2 − 1] × [1, 2k1 ] について，

λi,j ≤ λi+1,j．

[補題 1の証明] x と y はそれぞれ [1, 2k2 ] と [1, 2k1 ] に属

すとする．ξ ∈ {0, 1}k1+k2 を (ξ)2 = 2k1(x − 1) + (y − 1)

となるような列とする．言明 (1) を示す．y に関する
帰納法により λx,1 ≤ · · · ≤ λx,y を示す．帰納法の仮定

より，λx,1 ≤ · · · ≤ λx,y−1 である. このとき，λx,y−1 =

[2k1(x−1)+(y−2)]2 ·cかつ λx,y = [2k1(x−1)+(y−1)]2 ·c
である. ζ ∈ {0, 1}k1+k2 を (ζ)2 = 2k1(x− 1) + (y − 2) と

なるような列とする. s を max{i : ξi = 1, i ≤ k1} とする.
Algorithm 2 の 2-9 行目より, 任意の i ∈ [s + 1, k1 + k2]

について，ζi = ξi が成り立ち，かつ，ζs = 0 と ξs = 1 が

成り立つ. さらに注意 1が成り立つ．
注意 1. p ∈ [1,m1] と q ∈ [1, 3] を ⟨p, q⟩ = s となるよう

な整数とする．このとき (φ, z⟨p,q⟩)4 >
∑q−1

j=1(φ, z⟨p,j⟩)4 +∑
(i,j)∈I(φ, z⟨i,j⟩)4 である．ただし I = [1, p− 1]× [1, 3].
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Algorithm 3: IBS

Input: (c, x̂, ŷ, k1, t)．ただし c ∈ N∗
+，x̂ ∈ N2

+，

ŷ ∈ N2
+，t ∈ N+.

Output: ブール値
1 IBS(c, x̂, ŷ, k1, t)

2 if x̂2 − x̂1 ≤ 1 and ŷ2 − ŷ1 ≤ 1

3 return 0

4 k ← (c の要素数)
5 x+ ← x̂1 + x̂2

6 y+ ← ŷ1 + ŷ2

7 l← 2k1
⌊x+

2

⌋
+
⌊ y+

2

⌋
8 s←

∑k
i=1 ci(

⌊
l/2i−1

⌋
mod 2)

9 if s = t

10 return 1

11 elseif t < s

12 if x̂2 − x̂1 ≥ 2 and ŷ2 − ŷ1 ≥ 2

13 if IBS(c, (x̂1,
⌊x+

2

⌋
), (ŷ1,

⌊ y+

2

⌋
), k1, t) = 1

14 return 1

15 if IBS(c, (x̂1,
⌊
x+
2

⌋
), (

⌈ y+

2

⌉
, ŷ2), k1, t) = 1

16 return 1

17 return
IBS(c, (

⌈
x+
2

⌉
, x̂2), (ŷ1,

⌊ y+

2

⌋
), k1, t)

18 elseif x̂2 − x̂1 ≤ 1

19 return IBS(c, (x̂1, x̂2), (ŷ1,
⌊ y+

2

⌋
), k1, t)

20 else
21 return IBS(c, (x̂1,

⌊ y+

2

⌋
), (ŷ1, ŷ2), k1, t)

22 elseif t > s

23 if x̂2 − x̂1 ≥ 2 and ŷ2 − ŷ1 ≥ 2

24 if IBS(c, (x̂1,
⌊x+

2

⌋
), (

⌈ y+

2

⌉
, ŷ2), k1, t) = 1

25 return 1

26 if IBS(c, (
⌈x+

2

⌉
, x̂2), (ŷ1,

⌊ y+

2

⌋
), k1, t) = 1

27 return 1

28 return
IBS(c, (

⌈x+

2

⌉
, x̂2), (

⌈ y+

2

⌉
, ŷ2), k1, t)

29 elseif x̂2 − x̂1 ≤ 1

30 return IBS(c, (x̂1, x̂2), (
⌈ y+

2

⌉
, ŷ2), k1, t)

31 else
32 return IBS(c, (

⌈x+

2

⌉
, x̂2), (ŷ1, ŷ2), k1, t)

注意 1 より，(φ, zs)4 >
∑s−1

i=1 (φ, zi)4. さらに cs =

(φ, zs)4 である. よって cs >
∑s−1

i=1 ci が得られる. ゆえに
ξ · c > ζ · c，すなわち λx,y > λx,y−1 となる. 以上より，言
明 (1) が成り立つ．
次に言明 (1.2) を示す. x に関する帰納法により λ1,y ≤
· · · ≤ λx,y を示す．帰納法の仮定より，λ1,y ≤ · · · ≤ λx−1,y

である. η ∈ {0, 1}k1+k2 を (η)2 = 2k1(x−2)+(y−1)とな

るような列とする. t を max{i : ξi = 1, i ≥ k1+1} とする.
Algorithm 2 の 2-9 行目より, 任意の i ∈ [t + 1, k1 + k2]

について ηi = ξi が成り立ち，かつ ηt = 0 と ξt = 1 が成

り立つ. さらに注意 2が成り立つ.
注意 2. p ∈ [1,m1] と q ∈ [0, 2] を k1 + 3p − q = t

となるような整数とする. このとき，(φ, zk1+3p−q)4 ≥∑q−1
j=1(φ, zk1+3p−j)4 +

∑
(i,j)∈I(φ, zk1+3i−j)4 が成り立つ．

ただし I = [1, p− 1]× [0, 2].
注意 2 より, (φ, zt)4 ≥

∑t−1
i=k1+1(φ, zi)4. さらに ct ≥∑t−1

i=1 ci が得られる. よって，ξ · c ≥ η · c すなわち
λx,y ≥ λx−1,y となる. 以上より，言明 (2)が成り立つ．

2
Algorithm 2 において 3CNF 式 ψ から構成される φ

は，ψ の節をすべて含んでいる．また構成される φの節

は，ψ の唯一つの節から構成される．この点に注目するこ

とにより次の補題を証明できる．

補題 2. ψ が充足可能なとき，かつそのときに限り，φ は
充足可能である．

3. むすび

本稿では，与えられた単調な 3乗法標準形論理式に対して，
真理値割当て全体が整列可能なことを示し，Pos1In3Sat

についての 2次元の間接的 2分探索アルゴリズムを提案

した．
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