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新しい補助関数を用いたCauchy NMFの高速最適化

高宗典玄1 北村大地1 小野順貴2 猿渡洋1

概要：本稿では，複素 Cauchy分布音源モデルに基づく非負値行列因子分解（Cauchy NMF）の高速な最適
化アルゴリズムを提案する．Cauchy NMFは，複素 Cauchy分布を用いた生成モデルに基づき，振幅スペ
クトルの加法性を正当化した NMFであり，音響信号への適用が期待されている．Cauchy NMFの既存の
最適化アルゴリズムは，収束性を保証しているが多くの反復更新を要する手法と，比較的高速だが収束性

が保証されていない手法の二種類が提案されている．そこで，既存のアルゴリズムとは異なる新しい補助

関数を設計することで，より高速かつ収束性の保証された反復更新式を導出し，提案手法の有効性を実験

的に示す．

Fast Optimization in Cauchy NMF Based on a New Auxiliary Function
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1. はじめに

非負値行列因子分解（nonnegative matrix factorization:

NMF）[1], [2] は，非負の観測行列を非負値制約の下で

低ランク近似分解するアルゴリズムである．非負の制約と

低ランク近似により，観測行列に含まれる潜在的な因子

（頻出パターン等）が基底として選ばれる傾向にある性質

から，NMFはこれまで多様なタスクに適用・拡張されて

いる．特に音響信号処理においては，音源分離問題への活

用 [3]–[8]が盛んである．

近年 Liutkus et al.によって提案された複素Cauchy分布生

成モデルに基づくNMF（Cauchy NMF）[9]は，振幅スペクト

ルの加法性を期待値の意味で正当化しており，今後の音響信

号処理への適用が期待されている．しかしながら，文献 [9]

で提案されている Cauchy NMFの最適化アルゴリズムは，

補助関数法 [10]–[13] （正確には majorization-equarization

(ME) algorithm [13]）を用いることで収束性を保証する反

面多くの反復更新を要する手法と，比較的高速だがヒュー

リスティックな反復更新のために収束性が保証されない手

法の二種類であり，いずれも一長一短であった．本稿では，
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既存の乗算更新則の導出で用いられている補助関数とは

異なる新しい補助関数を設計し，majorization-minimization

(MM) algorithm [10]–[12]を適用することで，より高速かつ

収束性の保証された反復更新式を導出し，提案手法の有効

性を実験的に確認する．

2. NMFにおける非負成分の加法性を正当化す
る生成モデル

2.1 NMFと加法性仮定
NMFは，非負の観測行列 Y ∈ RF×T

≥ 0 に対して，下記の最

適化問題として定式化される．

min
W ,H

D(Y |WH) s.t. w f k, hkt ≥ 0 ∀ f , k, and t (1)

ここで，W ∈ RF×K
≥ 0 及びH ∈ RK×T

≥ 0 は非負の基底行列及び

係数行列と呼ばれ，w f k 及び hkt はそれらの非負要素であ

る．また，D(·|·)は任意の剥離度（ダイバージェンス）であ
り，f =1, · · · , F 及び t=1, · · · ,T はそれぞれX の行及び列

のインデクス，k= 1, · · · ,K は基底数 K のインデクスを示

す．NMFの目的は低ランク近似であるため，基底数は一

般的に K≪min(F,T )と設定される．音響信号に NMFを

適用する場合は，短時間フーリエ変換（short-time Fourier

transform: STFT）によって得られる複素スペクトログラム

X ∈ CF×T の振幅 |X |.1 あるいはパワー |X |.2 を非負の観測
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行列 Y として用いることが一般的である．ここで，行列に

対するドット付きの指数は要素毎の指数乗を示し，| · |.∗ は
要素毎の絶対値の ∗乗を示す．この場合，Y に含まれる頻

出スペクトルパターンがW の列ベクトルwk（基底）とし

て得られ，それらの時間的な強度変化（アクティベーショ

ン）がH の行ベクトル hT
k として得られる．

振幅スペクトログラムやパワースペクトログラムのNMF

による分解は，次の加法性を仮定している．

|x f t |α =
∑

k

|x f t,k |α (2)

ここで，x f t は複素スペクトログラムX の要素（複素数），

x f t,k はその分解成分であり，x f t =
∑

k x f t,k を満たす．また，

αは領域パラメタであり，α= 1が振幅，α= 2がパワーの

領域に対応する．一般的には，位相差による打消しのため∑
k |x f t,k |α≥

∑
k x f t,k = x f t となり，式（2）の加法性仮定は成

立しない．しかしながら，再生性を持つ分布を複素数 x f t,k

の生成モデルとして仮定した場合，式（2）の加法性仮定を

期待値の意味で正当化できることが明らかにされている．

以下の節においてその具体例を示す．

2.2 原点対称複素ガウス分布に基づく NMF
板倉斎藤擬距離（Itakura–Saito divergence: IS divergence）

DIS を剥離度に用いる NMF（ISNMF）では，パワースペ

クトル（α=2）の加法性仮定が正当化できる [14]．これは

ISNMFの最適化問題が，次式の生成モデルに基づく最尤推

定と等価であることに由来する．

p(Xk) =
∏

f ,t

p(x f t,k) (3)

p(x f t,k) = Nc(0, σ2
f t,k) =

1
πσ2

f t,k

exp

−|x f t,k |2

σ2
f t,k

 (4)

ここで，Xk ∈ CF×T は x f t,kを要素に持つ複素行列，Nc(0, σ2)

は零平均かつ分散 σの原点対称（isotropic）な複素 Gauss

分布である．複素数 x f t,kが確率密度分布（4）から生成され

るとき，その分散 σ2
f t,k は x f t,k のパワーの期待値 E[|x f t,k |2]

である．さらに，複素Gauss分布の再生性から，X=
∑

k Xk

及び x f t=
∑

k x f t,k もまた

p(X) =
∏

f t

p(x f t), p(x f t) = Nc(0,
∑

kσ
2
f t,k) (5)

に従うため，パワースペクトル σ2
f t,k の加法性が期待値の意

味で成立する．DIS(|X |.2|WH)の最小化は，σ2
f t,k =w f khkt

と置くことで式（4）の生成モデルに基づくW 及びH の

最尤推定と等価となるため，パワースペクトルの加法分解

の理論的正当性が保証される．

2.3 原点対称複素コーシー分布に基づく NMF
振幅領域（α=1）での加法性仮定を正当化するNMFとし

て，近年 Cauchy NMFが提案されている [9]．Cauchy NMF

では，次式の生成モデルを仮定して最尤推定を行う．

p(Xk) =
∏

f ,t

p(x f t,k) (6)

p(x f t,k) = Cc(0, ρ f t,k) =
1√
2
ρ f t,k

2π
[
|x f t,k |2 +

(
1√
2
ρ f t,k

)2
] 3

2

(7)

ここで，Cc(0, ρ)は最頻値 0かつ尺度母数 ρの原点対称な

複素 Cauchy分布である [15, pp. 80–81]．複素数 x f t,k が確

率密度分布（7）から生成されるとき，その尺度 ρ f t,k は観

測信号の振幅 |x f t,k |に対応する*1．複素 Gauss分布と同様

に複素 Cauchy分布も再生性を持つため，X =
∑

k Xk 及び

x f t=
∑

k x f t,k もまた

p(X) =
∏

f t

p(x f t), p(x f t) = Cc(0,
∑

kρ f t,k) (8)

に従い，振幅スペクトル ρ f t,k =w f khkt の加法性が期待値の

意味で成立する．

以上より，振幅スペクトログラム |x f ,t |を正当に加法分解
する Cauchy NMFが新たに与えられ，今後の応用が期待さ

れている．文献 [9]では，ME algorithmを用いた収束性保

証付き乗算更新則（Cauchy ME）と，収束性が保証されな

い代わりに高速な乗算更新則（naive multiplicative update:

Cauchy Naive）の二種類の最適化アルゴリズムが提案され

ている．次章では，既存の Cauchy MEで用いられる補助

関数とは異なる新しい補助関数を設計することにより，高

速かつ収束性の保証された新しい乗算更新則を提案する．

2.4 原点対称複素 Student’s t 分布を用いた一般化
ISNMF 及び Cauchy NMF を特殊形に含む一般化 NMF

として，生成モデルに原点対称複素 Student’s t 分布を用

いた Student’s t NMF が Yoshii et al. によって提案されて

いる [16]．本手法では，Student’s t分布の自由度母数 νが

ν→∞のとき ISNMFに対応し，ν=0のとき Cauchy NMF

に対応する．しかしながら，ν→∞及び ν= 1以外の分布

では再生性が無く，加法性は正当化されない．また，導出

された乗算更新則は，全ての νに対してモデルWH をパ

ワースペクトログラムと仮定（即ち |X |.2 ≈WH）してい

る．そのため，ν=1において振幅スペクトログラムのモデ

ル（|X |.1≈WH）を取り扱う場合は変数項の凹凸が変化し

別の補助関数が必要となるため，本稿では Student’s t NMF

の詳細は割愛する．

*1 文献 [9]では，式（7）の尺度母数 ρの係数 2−1/2 はない．これは
文献 [9] が内部で参照している文献 [15, pp. 80–81] の誤植に由来
する．係数 2−1/2 を付与することで，|x f t,k |=ρ f t,k のときに尤度が
最大となる．
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3. 新しい補助関数に基づくCauchy NMFの高
速最適化

3.1 コスト関数

Cauchy NMFの負対数尤度関数は次式で与えられる．

L = − log p(X;W ,H)

c
=

∑
f ,t

3
2

log

2|x f t |2 +
∑

k

ρ f t,k

2 − log
∑

k

ρ f t,k

 (9)

ここで，
c
=は定数項を除いて等しいことを示す．式（9）に

基づくW 及びH の最尤推定問題は，次式で与えられる

新しい剥離度の最小化問題と等価である．

DCauchy(a|b) = log
a
b
+

3
2

log
[
2a2 + b2

3a2

]
(10)

剥離度DCauchy はダイバージェンスの公理 [17]を全て満た

すため，以後 Cauchy divergenceと呼ぶ．Figure 1に Cauchy

divergenceDCauchy(y=5|x)と，NMFの剥離度としてよく用

いられる IS divergence，一般化 Kullback–Leibler divergence

（KL divergence），二乗 Euclid距離（EU distance）の比較を

示す．Cauchy divergence は IS divergence と同じくパラメ

タに関して非凸な関数（例えば Fig. 1 (b)において x≈11.6

に変曲点が存在する）でスケール不変性を持つ．

3.2 補助関数の設計

コスト関数（9）の最小化において，従来のCauchy ME [9]

の導出で用いられる補助関数を導出する．まず，式（9）の

第一項の log関数（ρt f ,k に関する凹関数）に接線不等式を

適用した後に，(
∑

k ρ f t,k)2項及び − log
∑

k ρ f t,k 関数（いずれ

も ρt f ,k に関する凸関数）にそれぞれ Jensenの不等式を適

用する．

L ≤
∑

f ,t

 3
2β f t

2|x f t |2 +
∑

k

ρ f t,k

2

− β f t

 + 3
2

log β f t

− log
∑

k

ρ f t,k


≤

∑
f ,t

 3
2β f t

2|x f t |2 +
∑

k

ρ2
f t,k

γ f t,k
− β f t

 + 3
2

log β f t

−
∑

k

γ f t,k log
ρ f t,k

γ f t,k


≡ LMM

conv (11)

ここで，β f t 及び γ f t,k は補助変数であり β f t, γ f t,k ≥ 0及び∑
k γ f t,k=1を満たす．式（11）の等号成立条件はそれぞれ

β f t = 2|x f t |2 +
∑

k

ρ f t

2

(12)

γ f t,k =
ρ f t,k∑
k′ ρ f t,k′

(13)

4

3

2

1

0

109876543210

Cauchy
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KL
EU
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(a) (b)

Fig. 1 Comparison of Cauchy divergence, IS divergence, KL divergence,

and EU distance: (a) local and (b) global shapes.

で与えられる．式（11）をパラメタで微分し停留点を求め

ることで，MM algorithmによる乗算更新則が導出可能であ

るが，Cauchy MEでは，ME algorithmを適用するために，

LMM
convに対してさらに − log ρ f t,k≤ δ f t,k

ρ f t,k
− 1− log δ f t,k なる不等

式を適用し，ρ f t,k の − log項を −1次項に置き換えている．

LMM
conv ≤

∑
f ,t

 3
2β f t

2|x f t |2 +
∑

k

ρ2
f t,k

γ f t,k
− β f t

 + 3
2

log β f t

+
∑

k

γ f t,k

(
δ f t,k

ρ f t,k
− 1 − log

δ f t,k

γ f t,k

)
≡ LME

conv (14)

ここで，δ f t,k は補助変数であり δ f t,k≥0を満たす．式（14）

の等号成立条件は δ f t,k=ρ f t,k で与えられる．Cauchy MEで

は，補助関数（14）についてパラメタ w f k 及び hkt の等高

点を求めることで乗算更新則が導出される．

一方で，コスト関数（9）の複数の対数項をあらかじめ

一つにまとめてから接線不等式を適用することも可能であ

る．すなわち，式（9）を

L =
∑

f ,t

3
2

log

2|x f t |2
∑

k

ρ f t,k

−
2
3

+

∑
k

ρ f t,k


4
3
 (15)

と変形した上で，一つにまとめられた log関数に接線不等

式を適用し，その後に指数乗項（− 2
3 乗項及び

4
3 乗項，い

ずれも凸関数）のそれぞれに Jensenの不等式を適用するこ

とで，新しい補助関数が得られる．

L ≤
∑

f ,t

 3
2ϵ f t

2|x f t |2
∑

k

ρ f t,k

−
2
3

+

∑
k

ρ f t,k


4
3

− ϵ f t


+

3
2

log ϵ f t

]
≤

∑
f ,t

 3
2ϵ f t

2|x f t |2
∑

k

ρ
− 2

3
f t,kγ

5
3
f t,k +

∑
k

ρ
4
3
f t,kγ

− 1
3

f t,k − ϵ f t


+

3
2

log ϵ f t

]
≡ LMM

prop (16)

ここで，ϵ f t は補助変数であり ϵ f t≥0を満たす．式（16）の
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Cauchy divergence Conventional majorizer for MM algorithm Conventional majorizer for ME algorithm Proposed majorizer for MM algorithm
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Fig. 2 Comparison of Cauchy divergence and its majorizers when intersection point is (a) 4.5, (b) 3.5,

(c) 2.5, and (d) 1.5, where minimum point of Cauchy divergence is one. Cross marks show

intersection points of all functions, circles and triangles are minimum and equarization points

of majorizers, respectively.

等号成立条件は式（13）及び

ϵ f t = 2|x f t |2
∑

k

ρ f t,k

−
2
3

+

∑
k

ρ f t,k


4
3

(17)

で与えられる．式（16）は，パラメタ w f k 及び hkt に関し

て容易に微分可能であり，MM algorithmが適用できる．

3.3 補助関数の性能評価

前節では，コスト関数（9）の複数の対数項の取り扱い方

によって異なる二種類の補助関数 LMM
conv（あるいは LME

conv）

及び LMM
prop を設計した．従来の補助関数 LME

conv（あるいは

LME
conv）では，パラメタを含む log関数と − log関数の二項

を分離したまま，前者に接線不等式，後者に Jensenの不等

式を適用していたのに対し，提案する新しい補助関数LMM
prop

では複数の対数項を log関数にまとめたうえで接線不等式

を適用し，その後に各々の凸関数に対して Jensenの不等

式を適用している．このような違いに対して設計される補

助関数がどのように変化するかを確認するために，Cauchy

divergence（10）に対して接線不等式のみを適用した次の

三つの補助関数を比較する．

DMM
conv = log

a
b
+

3
2

[
1
β

(
2a2 + b2 − β

)
+ log β − log 3a2

]
(18)

DME
conv = log a +

δ

b
− 1 − log δ

+
3
2

[
1
β

(
2a2 + b2 − β

)
+ log β − log 3a2

]
(19)

DMM
prop =

3
2ϵ

[
2a2 + b2

3a2

(a
b

) 2
3 − ϵ

]
+

3
2

log ϵ (20)

ここで，β，δ，及び ϵ は，前節の補助関数設計時に登場し

た補助変数にそれぞれ対応する．但し，本節では一変数を

対象としているため添え字はない．従って，式（18），式

（19），及び式（20）は，Cauchy NMFのコスト関数（9）に

対する補助関数 LMM
conv，LME

conv，及び LMM
propの一変数版にそれ

ぞれ対応している（一変数であるため，Jensenの不等式に

よる上限は元の関数に一致する）．

Figure 2は，式（10）及びそれに対する三種類の補助関数

（18），（19），及び（20）を a=1としたときのパラメタ bに

ついて示している．Figure 2では，現在のパラメタ値（×

印）から，補助関数における最小点（〇印，MM algorithm

の更新点）及び等高点（△印，ME algorithmの更新点）に

パラメタが更新される．これらを比較すると，いずれの

パラメタ値においても，提案する補助関数の最小点が解

（b=a=1）近傍に更新されることがわかる．

MM algorithmやME algorithmのような補助関数を用い

る最適化手法は，補助関数を設計する際に用いる不等式の

種類や適用順序によって多様な更新アルゴリズムが得られ

る．補助関数の最小点にパラメタを更新するMM algorithm

では，本来のコスト関数にできるだけ近い概形の補助関数

を設計した方が，原理的により高速な更新アルゴリズムが

得られる．一方で，補助関数の等高点にパラメタを更新す

る ME algorithmは，補助関数の近似精度に対するアルゴ

リズムの高速性は一概には言えず，等高点がコスト関数

の最小点に近くなるような補助関数が望ましい．Cauchy

divergenceに関しては，log項を先にまとめて接線不等式を

適用する補助関数の方が，より良い更新アルゴリズムを導

けることが Fig. 2より確認できる．但し，Cauchy NMFに

関しては，接線不等式の後に適用する Jensenの不等式や，

f，t，及び kに関する周辺化の影響があるため，本節での議

論が有効か否かは明らかではない．従って，提案する補助

関数の Cauchy NMFの最適化に対する有効性については，

次章で実験的に確認する．

3.4 乗算更新則の導出

MM algorithmでは，補助関数をパラメタに関して偏微分し

停留点を求めることで更新式が導出される．∂LMM
prop/∂w f k=0
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及び ρ f t,k=w f khkt より，次式が得られる．

3
2

∑
t

[
1
ϵ f t

(
−4

3
|x f t |2w

− 5
3

f k h
− 2

3
kt γ

5
3
f t,k +

4
3

w
1
3
f kh

4
3
ktγ
− 1

3
f t,k

)]
= 0 (21)

上式のうち負の項を移項して w f k について解くと

w
1
3
f k

∑
t

1
ϵ f t
γ
− 1

3
f t,kh

4
3
kt = w

− 5
3

f k

∑
t

1
ϵ f t
|x f t |2γ

5
3
f t,kh

− 2
3

kt (22)

w f k =

√√√√√√∑
t

1
ϵ f t
|x f t |2γ

5
3
f t,kh

− 2
3

kt∑
t

1
ϵ f t
γ
− 1

3
f t,kh

4
3
kt

(23)

となる．等号成立条件（13）及び（17）を代入すると，次

の乗算型更新式が得られる．

w(new)
f k ← w f k

√√√√√∑
t |x f t |2

(∑
k′ w f k′hk′t

)−1
c−1

f t hkt∑
t

(∑
k′ w f k′hk′t

)
c−1

f t hkt

(24)

ここで，c f t = 2|x f t |2+
(∑

k′ w f k′hk′t

)2
とおいている．同様に

して，hkt の乗算型更新式は次式で得られる．

h(new)
kt ← hkt

√√√√√∑
t |x f t |2

(∑
k′ w f k′hk′t

)−1
c−1

f t wkt∑
t

(∑
k′ w f k′hk′t

)
c−1

f t wkt

(25)

行列W 及びH で表記すると，次のようになる．

W (new) ←W ◦

{
|X |.2 ◦ (WH).−1 ◦C .−1

}
HT{

(WH) ◦C .−1}HT


. 12

(26)

H (new) ←H ◦
W T

{
|X |.2 ◦ (WH).−1 ◦C .−1

}
W T {

(WH) ◦C .−1}

. 12

(27)

ここで，C=2|X |.2 + (WH).2であり，行列に対する演算子

◦及び分数は，要素毎の積及び商をそれぞれ表す．
以上より，パラメタW 及びH を非負の乱数で初期化し

たうえで，乗算更新則（26）及び（27）を反復することで，

コスト関数（9）が減少する．提案手法はMM algorithmに

基づいているため，単調非増加性が保証されている．

4. 提案手法の実験的評価

4.1 実験条件

本実験では，SiSEC2015 [18]の音楽音源分離タスクで公

開されているデータセット MSD100 の楽曲を観測信号と

して用いた．MSD100では開発データとテストデータでそ

れぞれ 50曲のフルトラックが公開されているが，今回は

テストデータの楽曲をアルファベット順に並べた際の上位

25曲について，40秒から 1分 40秒の区間を切り出したも

のを観測信号とした．25曲の観測信号それぞれに対して

STFTを適用し，振幅スペクトログラム |X |.1を非負の観測
行列 Y としたうえで，Cauchy ME，Cauchy Naive，補助関

数 LMM
conv（11）に対してMM algorithmを適用して得られる

乗算更新則（Conventional MM），及び式（26）と式（27）

Table 1 Experimental conditions

Window function Hamming window

Window length 4096 points (92.9 ms)

Window shift length 2048 points (46.4 ms)

Size of observed matrix Y F=2049 and T =1289

Number of bases K 200

Initialization of W and H Uniform random values between (0, 1]
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Fig. 3 Averaged convergence behaviors of each update algorithm: (a)

between 0–100 iterations and (b) between 0–10 iterations.

の提案手法（Proposed MM）の 4種類の反復更新式を，乱

数シードを変えて 10回試行し，平均収束カーブを比較し

た．Conventional MMの導出については紙面の都合上割愛

するが，次式のように得られる．

W (new) ←W ◦
{

(WH).−1 HT[
3 (WH) ◦C .−1]HT

}. 12
(28)

H (new) ←H ◦
{

W T (WH).−1

W T [
3 (WH) ◦C .−1]}.

1
2

(29)

なお，これらの乗算更新則は Cauchy Naiveの乗算更新則の

乗算係数を 1
2 乗した形となっている．その他の詳細な実験

条件を Table 1にまとめる．

4.2 実験結果

Figure 3は，25曲 10回試行すべての収束カーブの平均を

手法毎に示した図である．結果をみると，提案手法の乗算

更新則が反復初期（特に 1回目の反復）において高速にコス
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Table 2 Example of computational times (sec)

Cauchy ME 18.55

Cauchy Naive 17.06

Conventional MM 17.59

Proposed MM 17.26

ト関数を減少させていることがわかる．また，Conventional

MMよりもCauchy MEの方が高速に収束していることもわ

かる．これらの更新速度の違いは，Fig. 2で示した各手法の

解近傍への近づき方と整合していることが分かる．Cauchy

Naiveは理論的な収束性が保証されておらず，事実として

観測信号と初期乱数モデルのスケールが大きく外れた場合

は更新によってコスト関数値が上昇することもある．しか

しながら，実用上は Cauchy MEより高速に収束している．

楽曲毎の比較図は割愛するが，Fig. 3の傾向は，全ての楽

曲で同様に確認され，提案手法の優位性が示された．

Table 2は，各手法の計算時間の一例として，Table 1に

示す実験条件での各手法の 200回更新時の計算時間を 25

曲に関して平均した結果である．計算には MATLAB 9.1

（64 bit）環境で Intel Core i7-6950X（3.0 GHz，10 cores）の

CPUを用いている．提案手法の乗算更新則は Cauchy ME

よりも高速な反復計算となっている．また，Cauchy Naive

と比較しても 200回更新での差は 0.2秒程度であり，より

少ない回数で収束する提案手法が有効といえる．

5. まとめ

本稿では，Cauchy NMFの収束性保証付き高速最適化ア

ルゴリズムを提案した．本手法では，従来の Cauchy NMF

で用いられる補助関数とは異なる新しい補助関数を設計

しており，MM algorithmを適用することで乗算更新則が

導出される．実験的な比較の結果，提案法が従来の ME

algorithmに基づく更新式 Cauchy ME及び収束性の保証さ

れていない Cauchy Naiveのいずれよりも高速に収束する

ことが確認された．
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