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1   はじめに 

連立一次方程式を解く反復解法として共役勾

配法(CG法)が広く用いられている．CG 法では内

積計算の通信コストが高並列になるにつれて大

きくなる．そこで，Chebyshev多項式を基底とす

ることで内積計算の回数を削減する Chebyshev

基底共役勾配法(CBCG 法)が提案されている[1]．

熊谷らにより京上での CBCG 法の性能分析がさ

れている[2]．CBCG法は通信削減をすると同時に

新たに行列計算が必要となる．そこで，近年

{𝒓, 𝐴𝒓, 𝐴2𝒓,… , 𝐴𝑘𝒓}といった行列のべき乗演算時

間を削減することにより，反復解法を高速化する

手法としてMatrix Powers Kernel(MPK)がある[3]．

MPK は計算を指数方向も含めてブロック化を行

うことで，キャッシュを効率的に再利用する手法

である．ブロックの重複により計算量が増えるが，

メモリアクセスが改善される．MPK の性能面に

関しては，Dehnaviらにより GPU上において，黒

田らにより共有メモリ環境において高速になる

ことが報告されている[4] [5]．  

本研究では，反復解法である CBCG 法に対し

てMPKを適用し，共有メモリ環境での演算時間

の削減を目的とする． 

2   Matrix Powers Kernel 

2.1   重複有り計算 

  MPKは{𝐴𝒓, 𝐴2𝒓,… , 𝐴𝑘𝒓}の計算で𝐴𝑘𝒓を分割し，

その領域計算に必要な要素を一度に計算する．そ

れにより，キャッシュヒット率を向上させる手法

である．一般的なMPKでは，計算領域ごとに並 

 

 

列に実行可能であるが，隣接した計算領域におい

て重複計算が発生する．以下では，この手法を重

複有り計算とする． 

2.2   重複無し計算 

 要素数 15, k=5 の三重対角行列での MPK の計

算を図 1 に示す．行は𝐴𝑖𝒓の要素である．𝐴𝑖𝒓の j

番目の要素を更新する際は，𝐴𝑖−1𝒓の j-1，j，j+1

番目の要素が計算されている必要がある．MPK

では計算順序を固定することにより重複計算を

削減できることがわかっている．赤点で既に計算

された要素を青の領域を計算する際に用いるこ

とができ，それにより，重複計算を削減すること

ができる．今回は，計算領域内の並列化を行った． 

 2 次元 5 点差分では，𝐴k𝒓に相当する領域を

𝑋𝑏𝑠 × 𝑌𝑏𝑠のブロックに分割した．ブロックの計

算領域は図 2のようになる．通常，隣接した分割

領域において重複計算が発生するが，既に計算さ

れた要素を別の分割領域で用いることで，重複計

算を削減することができる． 

2.3   重複有り/無し計算における計算量の比較 

 2次元 5点差分問題における領域サイズ(𝑋 × 𝑌)

の非零要素数は，5 × 𝑋 × 𝑌 − 2(𝑋 + 𝑌)となる．

MPK は図 2 で示した通り， 𝐴k𝒓に相当する領域

を𝑋𝑏𝑠 × 𝑌𝑏𝑠のブロックに分割して計算を行った．

その際のMPK無しと MPK有り(重複有り/無し) 

 

 計算量 

MPK無し (10𝑋 × 𝑌 − 4(𝑋 + 𝑌)) × 𝑘 

MPK1 
𝑘

3
{4𝑘2 + (3𝑘 + 2)(𝑋𝑏𝑠 + 𝑌𝑏𝑠) + 𝑋𝑏𝑠 × 𝑌𝑏𝑠} 

MPK2 (10𝑋 × 𝑌 − 4(𝑋 + 𝑌)) × 𝑘 

図 1 三重対角行列での重複無し MPK 
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図 2 2次元差分での重複有り/無し MPK 
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表 1 2 次元 5 点差分における計算量

の比較 
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図 3 Chebyshev基底生成部における𝐬0~𝐬𝑘の 

ベクトルを求めるアルゴリズム 

における浮動小数点の乗算と加算を含めた計算

量の比較を表 1 に示す．以下，それぞれを MPK

無し，MPK1，MPK2 とする． 

2.4   反復解法への適用 

CBCG 法では Chebyshev 基底生成部におい

て，ベクトル演算を含む行列べき乗演算が存在

する．アルゴリズムを図 3に示し，下線部が

MPKを適用した部分となる．アルゴリズム中に

現れるλ𝑚𝑖𝑛，𝜆𝑚𝑎𝑥はそれぞれ係数行列の最小・

最大固有値である． 

3   実験 

3.1   実験環境と実験内容 

実験には Intel Core i7-3770K(3.5GHz, 4Core, 

Memory：32GB，L3cache：8MB)を使用した．コ

ンパイラは icc14.0.1，オプションは“-O3 -openmp 

-lm”を使用した．各計算領域内の計算処理を

OpenMP によりスレッド並列化し，スレッド数は

8とした．実験では 2次元 5点差分により Poisson

方程式を離散化した問題を使用した．また，問題

領域サイズを1000 × 1000と固定した． 

実験は 3 種類の CBCG 法(𝑘 = 10，20，30)を

用い，MPK無し，MPK1，MPK2 で計測する．反

復の終了条件は相対残差が10−12とした． 

3.2   実験結果 

 𝐴k𝒓におけるブロックサイズを Xbs，Ybs 共に

100~1000の間で変化をさせた時の MPK 無しと

最適なブロックサイズにおける MPK1，MPK2 に

よる実行時間の内訳を図 4に示す．図 4では各べ

き乗数において，それぞれ 14.2%，8.9%，0.2%の

実行時間を削減することができた．図 4から今回

MPK を適用した部分の実行時間の内訳を図 5 に

示す．図 5における SpMVの時間を比較すると，

各べき乗数においてMPK2はMPK無しに対して

約 34％時間を短縮することができ，ベクトル演

算においても，約半分の時間に削減することがで

きた．これらは，キャッシュに収まるようにキャ 

 

ッシュブロッキングを行うことで，SpMV やベク

トル演算における効果が高いことがわかった． 

4   おわりに 

本研究では CBCG 法において，ベクトル演算

を含む行列べき乗演算が存在する Chebyshev 基

底生成部に対してMPKを適用し，共有メモリ環

境での高速化を図った．MPK2 で計算を行うこと

で，SpMVとベクトル演算における演算時間を削

減することができた．今後の課題としては，密行

列積部分の改善やその他の反復解法へ適用した

際の効果，分散環境における MPKの適用をした

際の効果について検証をする必要がある． 
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図 5 MPKを適用した部分の実行時間の内訳 
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図 4 CBCG法における実行時間の内訳 
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