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1 はじめに

R-linear GMRES法 (RL-GMRES法)は，複
素行列を係数として持つ以下の連立 1次方程
式 (1)の解法として，Eirora [1]によって提案
された手法である．

(κI +Mτ) z = b (1)

ただし，κ ∈ C，b, z ∈ Cn，M ∈ Cn×n であ
り，Iはn次の単位行列で，τ はCn上の共役演
算子である．ここで，Mκ = κI +Mτ とする．
次に，z0を初期ベクトルとし，r0 = b−Mκz0
を残差ベクトルとする．このような連立 1次方
程式を解く方法の１つとして，複素数の実部と
虚部をそれぞれ表現するために，複素行列の大
きさを 2倍にして実行列とする等価な書き換え
を行うことができる．この書き換えによって，
実行列に対するKrylov部分空間法を適用して
も問題を解くことができる．この考え方を用い
た手法の１つがRL-GMRES法である．このと
き，RL-GMRES法における i 回目の反復から
得られる解ベクトル ziは，次式を満足する．

∥b−Mκzi∥2 = min
w∈z0+Ki(Mκ,r0)

∥b−Mκw∥2 (2)

ただし，zi ∈ z0 +Ki(Mκ, r0)である．ここで，
Ki(Mκ, r0)は，Mκと r0から生成されるRL-

GMRES法の i回目の反復で用いる次のような
Krylov部分空間である．

Ki(Mκ, r0) = span{r0,Mκ, . . . ,Mi−1
κ r0}

この手法と比較するもう１つの方法として，
Huhtanenら [2]が提案した式 (1) に対する前
処理行列 κ̄I −Mτ を用いることで，次のよう
な C-linearな方程式を得ることができる．

|κ|2w −MM̄w = b (3)

この前処理を行うと，どのような複素行列に対
しても少なくとも主対角成分は必ず実数となる．
式 (3)を解くことができれば，z = κ̄w −Mw

からただちに解ベクトル zを求めることができ
る．発表では，式 (1) にRL-GMRES法を用い
た場合の方が，式 (3) に GMRES法を用いた
場合よりも有利な点を示す．

2 RL-GMRES法

本節では，複素線形問題の実部と虚部を分け
て考えることによって，実線形問題として扱う
ことができるその等価な変換の中から Nevan-

linnaら [3]で示されているR2 公式を用いて，
式 (1)を解くことを考える．まず最初に，複素
ベクトルを実部と虚部に分割するような写像
ϕ : Cn → R2nを次式で定義する．

ϕ(z) =

[
Re(z)

Im(z)

]

次に，Krylov部分空間を次のように定義する．

Ki(Mκ, b) := span{b,Mκb, . . . ,Mi−1
κ b} ⊂ Cn

さらに，

KR
i (R2, ϕ(b))

:= spanR{ϕ(b), . . . ,Ri−1
2 ϕ(b)} ⊂ R2n

を定義する．記号 spanR{. . . }はカッコ内の成分
の実線形結合からなる空間を表している．今定
義したKrylov部分空間と，もう1つ別のKrylov

部分空間 Ki(Mκ, b)との関係は，Duら [3]の
Lemma3.1に示されている．このLemma3.1を
用いて 2つのKrylov部分空間の関係を考える
と，KR

i (R2, ϕ(b))は R2n の線形部分空間であ
り，Mκ(Ki(Mκ, b)) は Cn の R-linear な部分
空間であることがわかる．そのため，Arnoldi

過程によりKi(Mκ, b)のArnoldi基底を生成す
ることができる．
次に，Ĩiを i × iの単位行列の下に全ての成

分が 0からなる行を 1行加えたものとする．ま
た，e1は，最初の成分が 1であり，残りは全て
0のベクトルとする．さらに，Hi+1,iをArnoldi

過程から生成される上Hessenberg行列とする．
このとき，ziは式 (2)を満たすことから，次式
を満足する．

∥b−Mκzi∥
= min

s∈Ci
∥∥r0∥e1 − κĨis−Hi+1,is̄∥ (4)
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1. r0 = b−Mκz0を計算する．z0は初期値．
2. Arnoldi基底とHi+1,iを生成する．

v1 = r0/||r0|| ;
for j=1,2,. . . , do

w = Mv̄j ;

for i=1 to j do

hij = v∗iw ;

w = w − hijvi ;

end for

hj+1,j = ||w|| ;
vj+1 = w/hj+1,j ;

(4)式の右辺を sについて解く
zi = z0 + Vis ;

ri = b−Mκzi ;

終了条件を満たしたら離脱して終了

図 1. RL-GMRES法のアルゴリズム

式 (4) の右辺は，Eiroraら [1]で示されている
R-linear QR分解を利用して解くことができる．
ここで，RL-GMRES法のアルゴリズムを図 1

に示す．図 1に示したアルゴリズムの 2番の操
作においてArnoldi法を実行すると，次式を満
足する．

MκVi = Vi+1(κĨi +Hi+1,i) (5)

ただし，Vi = [v1, v2, . . . , vi]であり，V ∗
i Vi = I

を満たしている．また，Viの各列は，Krylov部
分空間Ki(Mκ, b)の正規直交基底である．式 (5)

で表わされるArnoldi法は，m回目の反復にお
いて hm+1,m = 0のときに反復が終了する．こ
れは GMRES法で起こる反復が終了するとき
の目印であり，このときにRL-GMRES法でも
正しい答えが得られている．その理由を簡単に
述べると，次のようになる．HmをHm+1,mの
m×mの部分行列とすると，もし hm+1,m = 0

ならば，次式が成立する．

MκVm = Vm(κI +Hm)

さらに，
dim(Km+1(Mκ, b)) = dim(Km(Mκ, b)) = m

であるので，写像 ϕをKrylov部分空間に作用
させると，その次元数は 2mとなる．よって，
R2が正則行列であるならば，R2を作用させた
ときも同様に次元数は 2mとなる．これら事柄
と，Nevanlinnaら [3]の Lemma 3.1より

span(b) ⊆ Mκ(Km(Mκ, b))

が成立することから，次式が成り立つ．

||rm|| = ||b−Mκzm|| = 0

次に，GMRES法とRL-GMRES法の数学的
な性質について考える．Nevanlinna ら [3] の
命題 3.6 から命題 3.8 にかけて式 (1) に RL-

GMRES法を用いたときの残差ノルムと式 (3)

に GMRES法を用いたときの残差ノルムの対
比が示されている．ここで riを前者の残差ベク
トル，rGi を後者の残差ベクトルとすると，こ
れらの命題から残差ベクトルに関して比較を行
うと，次式が成立する．

||r2i|| ≤ ||rGi || (6)

このことから，RL-GMRES法を式 (1)に用い
た方が収束性がよいことがわかる．この事実に
関して数値実験を交えながら当日発表する．

3 おわりに

R2公式を用いて式 (1)のR-linearな系にRL-

GMRES法を適用して解いた場合と，式 (3)の
C-linearな系にGMRES法を適用した場合の比
較を行った．定理や系から考えていくと，式 (6)

から収束は前者の方が優れていることがわかる．
よって，RL-GMRES法は，ある種の複素行列
からなる線形方程式の計算を行う場合に，効率
のよい方法の 1つであると言える．
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