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多項式時間決定的サンプラーの頂点誤差解析

白髪丈晴1 山内由紀子1 来嶋秀治1 山下雅史1

概要：マルコフ連鎖モンテカルロ法 (MCMC法)とは,マルコフ連鎖をシミュレートすることで所望の分布

からサンプリングを行う手法である.本稿ではロータールーターモデル (Propp機械)など「ランダムウォー

クの脱乱択化」に関する研究を応用し,マルコフ連鎖を模倣する決定的サンプリングアルゴリズムを提案す

る.そして,決定的サンプリングアルゴリズムと対応するマルコフ連鎖の分布の頂点誤差 (L∞ 距離)の解析

を行い,マルコフ連鎖の混交時間に関する上界を与える. この上界を用いて, 0-1ナップサック解,線形順序

拡大,マッチングなどの一様分布に急速混交するマルコフ連鎖が知られるいくつかの#P完全問題に対し,決

定的サンプリングアルゴリズムが所望の分布と頂点誤差が ε以下の分布を,入力と ε−1 の多項式時間で出

力する事を示す.

1. はじめに

乱択アルゴリズムに対する脱乱択化の汎用手法構築のた

め,本稿ではサンプルを決定的に出力する決定的サンプリ

ングアルゴリズムを提案する. 本稿のアプローチはマルコ

フ連鎖モンテカルロ法 (MCMC法)の模倣であり,「ランダ

ムウォークの脱乱択化」のアイデアを用いる.

1.1 サンプリングと近似数え上げ

組合せ論において数え上げは基本的な話題であり,同じ

く確率論の基本的な話題であるサンプリングと深く関連し

ている. #Pとは数え上げ困難な計算量クラスであり,計算

複雑性理論における重要なクラスである. いくつかの数え

上げ問題が#P完全になることが知られている.

0-1 ナップサック解 [13], 線形順序拡大 [3], マッチン

グ [10, 11]など,多くの#P完全問題に対し MCMC法に基

づく乱択近似数え上げアルゴリズム ( FPRAS*1)が構築さ

れている. MCMC法のアイデアはシンプルである (詳細は

2章参照). 目標となる分布が極限分布となるマルコフ連鎖

を設計し,連鎖を走らせ極限分布からサンプリングを行う.

目標分布を極限分布としてもつマルコフ連鎖の設計は可逆

性を用いれば比較的容易であるため,「何回遷移させれば

極限分布からサンプルが出来るか」という,連鎖の混交時
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間 (mixing time)が問題となる. 連鎖の収束の指標は総変動

距離 (total variation distance),頂点距離 (point-wise distance)

などを用いて定義される.

#P完全問題に対する決定的近似数え上げアルゴリズムに

関しては,まだ多くのことが知られていない.近年, 0-1ナッ

プサック解の数え上げに対する動的計画法に基づく決定的

近似アルゴリズムが構築されている [8].

1.2 ランダムウォークの脱乱択化

ロータールーターモデル (Propp機械)とはグラフ上のラ

ンダムウォークを模倣する決定的過程である [6,12].トーク

ンをランダムに隣接点にばらまく代わりに,ロータールー

ターモデルではあらかじめ各頂点に定められている順番

(ロータールーター) に従って順番にトークンをばらまく.

Doerrら [5,7]はロータールーターモデルを脱乱択化された

ランダムウォークという意味で deterministic random walk

と呼んだ. ロータールーターモデルに関する最初の重要な

成果は Cooperと Spencerの成果 [6] である. 彼らは Zn 上

で複数トークンを用いたロータールーターモデルに対し各

頂点における誤差の解析を行い, |χ(t)
v − µ

(t)
v | ≤ cn を示し

た. ここで χ
(t)
v (µ(t)

v )は頂点 v ∈ Zn,時刻 tでのローター

ルーターモデル (ランダムウォーク)のトークン数 (トーク

ン数の期待値)を表し (µ(0)
v = χ

(0)
v ), cnは nのみに依存する

(総トークン数には依存しない)パラメータである. Cooper

ら [5] は c1 ≃ 2.29を,そして Doerrら [7] がロータールー

ターの順番により c2 が 7.29,もしくは 7.83になることを

示している.

一方で, Cooperら [4] は (無限の)k 正則木上で |χ(t)
v −
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µ
(t)
v | = Ω(

√
kt)となる例を与えている. この例は時刻 tが

大きくなるにしたがって誤差が無限に大きくなる例が存在

することを示唆している.

マルコフ連鎖を脱乱択化することを目指し, Kijimaら [12]

は一般の (有限) 有向多重グラフ (V,A) 上で解析を行い,

マルコフ連鎖がエルゴード的, 可逆かつ lazyな場合に

|χ(t)
v −µ

(t)
v | = O(|V ||A|)が成り立つことを示した.また,彼

らは |χ(t)
v − µ

(t)
v | = Ω(|A|)となる例も与えている.

負荷分散の分野において, Rabaniら [14]はロータールー

ターモデルと関連する決定的アルゴリズムに対し解析を

行っている. 彼らはマルコフ連鎖がエルゴード的かつ対称

行列の場合に |χ(t)
v − µ

(t)
v | = O(∆ log(|V |)/(1 − λ∗))を示

している. ここで ∆は状態遷移図の最大次数を, λ∗ は遷移

確率行列の第二固有値を表している.

また, 超立方体, トーラスなどのある特定のグラフ構

造に対しては状態数の対数サイズの上界が与えられてい

る [1, 12]. 例えば, Akbariら [1] は n次元超立方体に対し

|χ(t)
v − µ

(t)
v | = O(n1.5)を示している.

これらの解析は特定のグラフ構造に深く依存しており,

他の組合せ構造へ拡張する事が非常に難しくなっている.

Kijimaら [12]は 0-1ナップサック多面体, 2部グラフのマッ

チングなどの組合せ構造 (#P完全問題)に対し |χ(t)
v − µ

(t)
v |

を入力の多項式サイズで抑えることが出来るかどうかを今

後の課題として挙げた.

ランダムウォークの脱乱択化に関連する他の話題とし

ては到達時間の解析がある. Holroydと Propp [9]は 1つの

トークンをロータールーターモデルで遷移させたときの到

達時間に関する解析を行っている. 彼らは任意の頂点 v,時

刻 tに対して |ν(t)(v)− πv| = O(|V ||A|)であることを示し
た.ただし, ν(t)(v)は時刻 tまでに頂点 vをトークンが訪問

した回数を, π は対応するランダムウォークの定常分布を

表す. Holroydと Propp [9]はロータールーターモデルを一

般化した stack walkと呼ぶ無理数の遷移確率を扱えるモデ

ルも提案しており, Angelら [2] が具体的に stack walkを構

成するアルゴリズムを提案している.

1.3 本稿の成果

本稿では,ある有限集合 V = {1, . . . , N}からサンプリン
グを決定的に行うアルゴリズム提案する.このアルゴリズム

は,マルコフ連鎖の遷移確率行列 P を模倣する deterministic

random walkの研究 (ロータールーターモデル等)に基づく.

このアルゴリズムは, V 上のM 個のトークン配置の更新

を決定的に繰り返す. 今, χ(t) = (χ
(t)
1 , . . . , χ

(t)
N ) ∈ ZN

≥0 を

時刻 t = 0, 1, 2, . . .でのトークン配置とする. (χ(t)
v は頂点

v ∈ V ,時刻 tのトークン数を表す. また
∑

v∈V χ
(t)
v = M

が成り立つ. ) また µ(0) = χ(0), µ(t) = µ(0)P t とする.

µ(t) ∈ RN
≥0 は M 個のトークンが P に従って独立に t ス

テップ遷移した時のトークンの期待配置を表す. 本稿では

P がエルゴード的かつ可逆ならば,任意の v ∈ V , tに対し

|χ(t)
v −µ

(t)
v | ≤ 3(πmax/πmin)t

∗∆が成り立つことを示す.こ

こで πmax(πmin)は πの最大値 (最小値), t∗はマルコフ連鎖

の混交度 (mixing rate),∆は状態遷移図の最大次数を表す.

この結果から, 0-1ナップサック解,線形順序拡大,マッチ

ングなど,急速混交するマルコフ連鎖が設計されているいく

つかの組合せ構造 (#P完全問題)の一様サンプリングに対す

る多項式時間 (多項式スペース)の決定的サンプリングアル

ゴリズムを設計できる.任意の ε (0 < ε < 1)に対し,総トー

クン数M ≥ 6ε−1t∗∆とすると,決定的サンプリングアルゴ

リズムは ∥χ̃(t)−π∥∞ < εを満たす χ̃(t)を出力する.ここで

χ̃(t) := χ(t)/M , π は問題の集合上の一様分布である. 具体

的には,決定的サンプリングアルゴリズムは n次元 0-1ナッ

プサック解に対して O∗(n11.1ε−1)時間で, n要素の半順序

集合の線形順序拡大に対して O∗(n8ε−1)時間で,頂点数 n,

枝数mのグラフ上のマッチングに対して O∗(m4n4ε−1)で

解を出力する. ここで O∗ は poly(log(ε−1), logm, log n)の

項を無視する上界を表す.なお,トークン数に関する整数性

ギャップのため ε−1 は任意の決定的サンプリングアルゴリ

ズムで改善できない項である. ランダムウォークの脱乱択

化との関連は [15]を参照されたい.

2. マルコフ連鎖モンテカルロ法

決定的サンプリングアルゴリズムの準備として,この章

ではマルコフ連鎖モンテカルロ法 (MCMC法)について簡

単に説明する.

V
def.
= {1, . . . , N}を有限の状態集合とし,ある与えられ

た V 上の正のベクトル f = (f1, . . . , fN ) ∈ RN
≥0 に比例し

たサンプリングを行いたいとする. 例えば, 0-1ナップサッ

ク解 (5.1章参照) 上の一様サンプリングを行いたい場合,

V を 0-1ナップサック解の集合とし,任意の v ∈ V に対し

fv = 1とする. マルコフ連鎖モンテカルロ法 (MCMC法)

のアイデアは,目標となる分布 f/∥f∥1 が極限分布となる
マルコフ連鎖を設計し,極限分布からサンプリングを行う

というものである (∥f∥1 =
∑

v∈V fv は正規化定数を表す).

P ∈ RN×N
≥0 を V 上のマルコフ連鎖の遷移確率行列とする.

Pu,v は uから v への遷移確率を表す (u, v ∈ V ). P が既約

であるとは P t
u,v > 0を満たすような tが任意の u, v ∈ V

に対して存在することであり, P が非周期であるとは任意

の v ∈ V に対してGCD{t ∈ Z>0 | P t
v,v > 0} = 1を満たす

ことである. 特に, P が既約かつ非周期であるときに P は

エルゴード的であるという. P がエルゴード的ならば唯一

の定常分布 π ∈ RN
≥0(πP = πを満たす確率分布)が存在し,

極限分布が πになる (V 上の任意の確率分布 ξ ∈ RN
≥0 に対

し ξP∞ = π が成り立つ)ことが知られている. ここで,あ

る P ∈ RN×N
≥0 に対し,任意の u, v ∈ V で
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fuPu,v = fvPv,u (1)

を満たすような f ∈ RN
≥0が存在するとき P は可逆であると

いう. P が (1)式 (詳細つり合い式)を満たすならば, fP = f

が成り立つことが容易に示せる. 即ち f/∥f∥1 が P の定常

分布となる.

今, ξ, ζ を V 上の確率分布とする.このとき ξと ζ の総変

動距離 (total variation distance) Dtv を

Dtv(ξ, ζ)
def.
= max

A⊆V

∑
v∈A

(ξv − ζv) =
1

2
∥ξ − ζ∥1 . (2)

と定義する. ここで ∥ξ∥1 と ∥ζ∥1 は共に 1 であるため,

Dtv(ξ, ζ) ≤ 1であることに注意する.そして,マルコフ連鎖

の混交時間 (mixing time)を ε > 0に対し

τ(ε)
def.
= max

v∈V
min

{
t ∈ Z≥0 | Dtv(P

t
v,·, π) ≤ ε

}
(3)

と定義する. ここで P t
v,· は P t の v 行ベクトルを表す. 即

ち P t
v,· は初期状態 v ∈ V から出発し, t回遷移を繰り返し

た後のマルコフ連鎖の確率分布を表す.混交時間の定義 (3)

より, τ(ε)回遷移した後の確率分布 P t
v,·は Dtv(P

t
v,·, π) ≤ ε

を満たす.即ち,目標の分布の近似サンプリングを得ること

が出来る.

簡単のため, t ≥ 0に対し h(t)
def.
= maxw∈V Dtv

(
P t
w,·, π

)
とおく. 分布 hは劣乗法性を持つことが知られている. 以

下の命題は 4.2章の解析で用いる. 証明は [15]を参照され

たい.

命題 2.1. 任意の ℓ (ℓ ≥ 1), k (0 ≤ k < τ(γ)), γ (0 < γ <

1/2)に対し

h (ℓ· τ(γ) + k) ≤ 1

2
(2γ)ℓ

が成り立つ. ■

P の混交度 (mixing rate)を t∗
def.
= τ(1/4)と定義する.

3. 決定的サンプリングアルゴリズム

3.1章で決定的サンプリングアルゴリズムを説明し, 3.2

章で主定理の概要を紹介する.このアルゴリズムはローター

ルーターモデル ( [6, 12]参照)や stack walk [2, 9]のアイデ

アに基づいている. これらのモデルとの大きな違いは無記

憶性である. ロータールーターモデルや stack walkは各時

刻におけるトークン配置と各頂点におけるルーターの状態

を記憶しておく必要があるが,我々のアルゴリズムはトー

クン配置のみを記憶する. この性質が既存のモデルに比べ

アルゴリズムをより単純にしている.

5章において 0-1ナップサック解,線形順序拡大,マッチ

ングなど,具体的な問題に対する決定的サンプリングアル

ゴリズムを紹介し,計算複雑性に関し議論を行う.ローター

ルーターモデル [6,12], stack walk [2,9]との関連はフルペー

パー [15]を参照されたい.

3.1 アルゴリズム

P ∈ RN×N
≥0 を V 上のエルゴード的なマルコフ連鎖の遷

移確率行列とする. 今, µ(0) = (µ
(0)
1 , . . . , µ

(0)
N ) ∈ ZN

≥0 を V

上のM 個のトークンの初期配置とし,各トークンが独立に

P に従って t ∈ Z≥0 ステップ遷移した時のトークンの期待

配置を µ(t) ∈ RN
≥0 とする. 即ち, ∥µ(t)∥1 = M であり,また

µ(t) = µ(0)P tである.ここで,簡単のため µ̃(t) = µ(t)/M と

おくと, P はエルゴード的であるため µ̃(∞) = πが成り立つ

(2章参照).

決定的サンプリングアルゴリズムのアイデアは µ(t)を決

定的な手法で模倣することである. G = (V, E)を P の状態

遷移図とする. 即ち, E = {(u, v) ∈ V 2 | Pu,v > 0}である.

E は自己ループ辺 (v, v) を含みうることに注意されたい.

N+(v)(N−(v))を v ∈ V の隣接頂点集合 (N+(v) = {u ∈
V | Pv,u > 0}, N−(v) = {u ∈ V | Pu,v > 0})とする. 簡単

のため, δ+(v) = |N+(v)|, δ−(v) = |N−(v)|とする. P が可

逆ならば, N+(v) = N−(v)が成り立つため両方をN (v)と

書くこととし,また δ(v) = |N (v)|とする.

今, χ(0) = µ(0)とし, χ(t) ∈ ZN
≥0を決定的サンプリングア

ルゴリズムの時刻 t ∈ Z≥0 でのトークン配置とする. トー

クン配置 χ(t) は Pv,u を模倣するよう,以下のように各時刻

で更新される. まず,一般性を失うことなく各 v ∈ V の各

u ∈ N+(v)に対し順番 u1, . . . , uδ+(v) を定める. そして,時

刻 tから t+ 1の間に頂点 v から uへ遷移するトークン数

Z
(t)
v,u を以下のように定義する.

Z(t)
v,ui

=


⌊
χ
(t)
v Pv,ui

⌋
+ 1 (i ≤ i∗)⌊

χ
(t)
v Pv,ui

⌋
(otherwise)

(4)

ここで,

i∗ = χ
(t)
v −

∑δ+(v)
i=1

⌊
χ
(t)
v Pv,ui

⌋
とする (“余り” を表す).そして,各 u ∈ V に対し χ(t+1) を

χ
(t+1)
u

def.
=
∑

v∈V Z
(t)
v,u (5)

と定める.

複数トークン型のランダムウォークにおいて,各 u ∈ V ,

t ≥ 0で µ
(t+1)
u =

∑
v∈V µ

(t)
v Pv,u が成り立つことに注意す

ると,もし χ(t) が µ(t) をよく模倣しているならば Z
(t)
v,u は “

トークンのフローの期待値”µ(t)
v Pv,u をよく模倣しており,

従って χ(t+1) は µ(t+1) をよく模倣するはずである.

実際,簡単に以下の観察を得ることが出来る.この観察は

4.2章の解析で用いる.

観察 3.1. 上記のアルゴリズムにおいて任意の u, v ∈ V ,

t ≥ 0に対し∣∣∣Z(t)
v,u − χ(t)

v Pv,u

∣∣∣ ≤ 1

が成り立つ.
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3.2 主定理

定義より, τ(ε)をP の混交時間とするとDtv(µ̃
(τ(ε)), π) ≤

εが成り立つ.これは µ̃が目標の分布 πをよく模倣すること

を意味する.従って,私たちは決定的サンプリングアルゴリ

ズムの分布 χ̃(T ) def.
= χ(T )/M が目標の分布 πをよく模倣す

ることを示したい. 今, ∥ξ∥1 = ∥ζ∥1 = 1を満たす ξ ∈ RN
≥0,

ζ ∈ RN
≥0に対し,頂点距離 (point-wise distance) Dpw(ξ, ζ)を

Dpw(ξ, ζ)
def.
= max

v∈V
|ξv − ζv| = ∥ξ − ζ∥∞. (6)

と定義する.

定理 3.2. P ∈ RN×N
≥0 をエルゴード的かつ可逆な遷移確率

行列とし, πを P の定常分布とする.このとき任意の T ≥ 0

に対し

Dpw

(
χ̃(T ), µ̃(T )

)
≤ πmax

πmin
· 3t

∗∆

M

が成り立つ. ここで πmax = max{πv | v ∈ V }, πmin =

min{πv | v ∈ V }とする.

特に,定常分布が一様分布の場合,以下の系を得る.

系 3.3. P ∈ RN×N
≥0 をエルゴード的かつ可逆な遷移確率

行列とし, P の定常分布 π は一様分布とする. このとき,

M ≥ 6ε−1t∗∆, T ≥ τ(ε/2)ならば決定的サンプラーの分布

χ̃(T ) は Dpw

(
χ̃(T ), π

)
≤ εを満たす.

4. 頂点誤差の解析

本章では定理 3.2を証明する. 証明に用いるいくつかの

手法は既存研究 [6,12,14]に基づいている.

4.1 証明の大枠

まず,以下の補題を示す.

補題 4.1. P ∈ RN×N
≥0 を状態空間 V 上のエルゴード的な遷

移確率行列とし, π を P の定常分布とする. このとき,任意

の w ∈ V と任意の T ≥ 0に対し

χ(T )
w − µ(T )

w

=

T−1∑
t=0

∑
u∈V

∑
v∈N−(u)

(
Z(t)
v,u − χ(t)

v Pv,u

) (
PT−t−1
u,w − πw

)
が成り立つ.

証明. まず,仮定の χ(0) = µ(0) より

χ(T )
w − µ(T )

w =
(
χ(T )P 0 − χ(0)PT

)
w

(7)

が成り立つ.そして

χ(T )P 0 − χ(0)PT

=
(
χ(T )P 0 − χ(T−1)P 1

)
+
(
χ(T−1)P 1 − χ(T−2)P 2

)
+

· · ·+
(
χ(2)PT−2 − χ(1)PT−1

)
+
(
χ(1)PT−1 − χ(0)PT

)
=

T−1∑
t=0

(
χ(t+1)PT−t−1 − χ(t)PT−t

)

が成り立ち,以下の式を得る.

(7) =

T−1∑
t=0

((
χ(t+1)PT−t−1

)
w
−
(
χ(t)PT−t

)
w

)
=

T−1∑
t=0

(∑
u∈V

χ(t+1)
u PT−t−1

u,w −
∑
u∈V

(χ(t)P )uP
T−t−1
u,w

)

=

T−1∑
t=0

∑
u∈V

(
χ(t+1)
u − (χ(t)P )u

)
PT−t−1
u,w . (8)

ここで (8)中の
∑

u∈V

(
χ
(t+1)
u − (χ(t)P )u

)
PT−t−1
u,w の項は

通常 0にならないが,∑
u∈V

(
χ(t+1)
u − (χ(t)P )u

)
=
∑
u∈V

χ(t+1)
u −

∑
u∈V

∑
v∈V

χ(t)
v Pv,u

=
∑
u∈V

χ(t+1)
u −

∑
v∈V

χ(t)
v

∑
u∈V

Pv,u

= M −M = 0

が任意の t ≥ 0に対し成り立つことに注意する.従って

(8) =
T−1∑
t=0

∑
u∈V

(
χ(t+1)
u − (χ(t)P )u

)
PT−t−1
u,w

−
T−1∑
t=0

∑
u∈V

(
χ(t+1)
u − (χ(t)P )u

)
πw

=

T−1∑
t=0

∑
u∈V

(
χ(t+1)
u − (χ(t)P )u

) (
PT−t−1
u,w − πw

)
(9)

が成り立つ. ここで定義 (5)より χ
(t+1)
u =

∑
v∈V Z

(t)
v,u =∑

v∈N−(u) Z
(t)
v,uであるため (最後の等号は任意の v ̸∈ N−(u)

に対し Z
(t)
v,u = 0が成り立つため) ,

(9)

=

T−1∑
t=0

∑
u∈V

 ∑
v∈N−(u)

Z(t)
v,u −

∑
v∈N−(u)

χ(t)
v Pv,u

(PT−t−1
u,w − πw

)
=

T−1∑
t=0

∑
u∈V

∑
v∈N−(u)

(
Z(t)
v,u − χ(t)

v Pv,u

) (
PT−t−1
u,w − πw

)
が成り立ち,題意が示された.

4.2 可逆なマルコフ連鎖に対する解析

本章では可逆なマルコフ連鎖に対し解析を進める. まず,

以下の定理を示す.

定理 4.2. P ∈ RN×N
≥0 をエルゴード的かつ可逆な遷移確率

行列とし, πをP の定常分布とする.このとき任意のw ∈ V ,

T ≥ 0と γ (0 < γ < 1/2)に対し∣∣∣χ(T )
w − µ(T )

w

∣∣∣ ≤ 2(1− γ)

1− 2γ
τ(γ)

πw

πmin
∆ (10)

が成り立つ.

定理 4.2に γ = 1/4を代入し,総トークン数M で両辺を

割ることで定理 3.2が直ちに得られる.
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証明. 補題 4.1と観察 3.1より,∣∣∣χ(T )
w − µ(T )

w

∣∣∣
≤

T−1∑
t=0

∑
u∈V

∑
v∈N (u)

∣∣∣Z(t)
v,u − χ(t)

v Pv,u

∣∣∣ ∣∣PT−t−1
u,w − πw

∣∣
≤

T−1∑
t=0

∑
u∈V

∑
v∈N (u)

∣∣PT−t−1
u,w − πw

∣∣
=

T−1∑
t=0

∑
u∈V

δ(u)
∣∣P t

u,w − πw

∣∣ (11)

が成り立つ. さらに P は可逆であるため,任意の w, u ∈ V

に対し P t
u,w = πw

πu
P t
w,u が成り立つ.従って

(11) =
T−1∑
t=0

∑
u∈V

δ(u)

∣∣∣∣πw

πu

(
P t
w,u − πu

)∣∣∣∣
≤ ∆

πw

πmin

T−1∑
t=0

∑
u∈V

∣∣P t
w,u − πu

∣∣
= 2∆

πw

πmin

T−1∑
t=0

Dtv

(
P t
w,·, π

)
(12)

が成り立つ.最後の等式は総変動距離の定義
∑

u∈V |P t
w,u −

πu| = 2Dtv

(
P t
w,·, π

)
から成り立つ.ここで命題 2.1より,以

下の補題を得る.

補題 4.3. 任意の v ∈ V , T > 0と γ (0 < γ < 1/2)に対し,

T−1∑
t=0

Dtv

(
P t
v,·, π

)
≤ 1− γ

1− 2γ
τ(γ)

が成り立つ.

証明. 簡単のため h(t) = Dtv

(
P t
w,·, π

)
とおく.このとき任

意の t ≥ 0に対し h(t) ≤ 1が定義 (2)より成り立つことに

注意する.命題 2.1より,

T−1∑
t=0

Dtv

(
P t
w,·, π

)
=

T−1∑
t=0

h(t) ≤
∞∑
t=0

h(t)

=

∞∑
ℓ=0

τ(γ)−1∑
k=0

h(ℓ· τ(γ) + k)

=

τ(γ)−1∑
k=0

h(k) +

∞∑
ℓ=1

τ(γ)−1∑
k=0

h(ℓ· τ(γ) + k)

≤
τ(γ)−1∑
k=0

1 +

∞∑
ℓ=1

τ(γ)−1∑
k=0

1

2
(2γ)

ℓ
= τ(γ) +

∞∑
ℓ=1

τ(γ)
1

2
(2γ)

ℓ

= τ(γ) +
γ

1− 2γ
τ(γ) =

1− γ

1− 2γ
τ(γ)

が成り立ち,題意を得る.

従って (12)と補題 4.3より定理 4.2を得る.

5. 高速混交する連鎖に対する応用

本章ではいくつかの組合せ構造 (#P完全問題)の一様サ

ンプリングに対する多項式時間決定的サンプラーの例を紹

介する.

5.1 0-1ナップサック問題の解集合

0-1ナップサック問題の解集合は入力 a ∈ Rn
>0と b ∈ R>0

に対し, ΩKna = {x ∈ {0, 1}n |
∑n

i=1 aixi ≤ b}で定義され
る.今, ΩKna 上の遷移確率行列 PKna ∈ R|ΩKna|×|ΩKna| を任

意の x, y ∈ ΩKna に対し

PKna(x, y) =


1/2n (if y ∈ NKna(x))

1− |NKna(x)|/2n (if y = x)

0 (otherwise)

と定義する. ここで NKna(x) = {y ∈ ΩKna | ∥x− y∥1 = 1}
とする. PKna は対称行列であるため, PKna の定常分布

は ΩKna 上の一様分布になることに注意する. Morrisと

Sinclair [13]は PKna に対し以下の定理を示した.

定理 5.1. [13] PKnaの混交時間 τ(γ)は任意の α > 0, γ > 0

に対し τ(γ) = O(n
9
2+α log γ−1)を満たす.

PKna で定義されるマルコフ連鎖に対し, 決定的サンプ

ラーは以下のように設計される.

アルゴリズム 1.

Step 0.各トークン i = 1, . . . ,M に対しW 0[i] := 0とおく.

/ * W t[i]は ΩKna 上で時刻 tにトークン iのいる場所

を保持している. * /

Step 1.For (t = 0 to T − 1){
(a). リスト S

(t)
x := {i ∈ {1, . . . ,M} | W t[i] = x}を,

S
(t)
x ̸= ∅である各 x ∈ ΩKna に対し作成する.

(b). S
(t)
x ̸= ∅である各 x ∈ ΩKna に対し S

(t)
x 中のトークン

を (4)に従い隣接点に遷移させ, W t+1[i]を更新する.

}
Step 2.各 i = 1, . . . ,M に対しWT [i]を出力する.

定理 5.2. 任意の ε (0 < ε < 1)に対し,適切な定数 c1, c2 と

αを用いM := c1 n
11
2 +αε−1, T := c2 n

9
2+α log ε−1 とする.

このとき,アルゴリズム 1は

Dpw

(
χ̃(T ), π

)
≤ ε (13)

を満たす ΩKna 上のM 個のトークン配置を出力する.ここ

で πは ΩKna の一様分布を表す.また,アルゴリズム 1の計

算時間は

O(TM log(M)npoly(log a, log b)) = O∗(n11+2αε−1)

である.ここで O∗ は poly logの項を無視する上界を表す.

証明. アルゴリズム 1の各ステップでの計算時間を確認

する. Step 0では M 個のトークンを 0 ∈ ΩKna にセット
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するため, O(Mn) 時間を要する. Step 1(a)では ΩKna 上

の M 個のトークン配置 χ(t) を構成する. 具体的には少

なくとも 1 つはトークンが存在している v ∈ ΩKna に対

しリストを構成するが,ここでトークン数はM であるた

め, W t[i] (i = 1, . . . ,M )を ΩKna の辞書順にヒープすれば

O(M log(M)n)時間で Step 1(a)を実行できる. Step 1(b)で

は 3.1章で記述したアルゴリズムに従ってトークンの再配

置を行う. これには xの隣接点を判定しトークンを遷移さ

せるのにO(npoly(log a, log b))時間を要する.なお,アルゴ

リズム中で一度 xの隣接点を判定し終えたら,ロータールー

ターのようにトークンを遷移させれば O(nχ
(t)
x )で計算が

可能である.アルゴリズムでは Step 1を T 回繰り返し行う

ため,計算時間の合計はO(TM log(M)n poly(log a, log b))

となり, (13)は系 3.3より明らかである. 従って題意が示さ

れた.

5.2 半順序集合の線形順序拡大

S = {1, 2, . . . , n} とし, Q = (S,⪯) を S 上の半順序関

係とする. Qの線形順序拡大とは, Qを満たす全順序関係

X = (S,⊑)である. 即ち,全ての i ⪯ j である i, j ∈ S は

i ⊑ j を満たす. ΩLin を Q の全ての線形順序拡大の集合

とする. 今, ある線形順序拡大のペア X, X ′ ∈ ΩLin に対

し, xp = x′
p+1, xp+1 = x′

p,かつ任意の i ̸= p, p + 1に対し

xi = x′
i ならば X ∼p X ′ (p ∈ {1, . . . , n})と書くこととす

る.即ち, X ∼p X ′ ならば

X = (x1, x2, . . . , xp−1, xp, xp+1, xp+2, . . . , xn)

X ′ = (x1, x2, . . . , xp−1, xp+1, xp, xp+2, . . . , xn)

である. ここで任意の X,X ′ ∈ ΩLin に対し PLin ∈
R|ΩLin|×|ΩLin| を

PLin(X,X ′) =


F (p)/2 (if X ′ ∼p X)

1−
∑

I∈NLin(X) PLin(X, I) (if X ′ = X)

0 (otherwise)

と定義する. ここで NLin(X) = {Y ∈ ΩLin | X ∼p Y (p ∈
{1, . . . , n− 1})}であり,また F (p) = p(n−p)

1
6 (n

3−n)
とする. PLin

はエルゴード的かつ可逆であり,定常分布は ΩLin 上の一様

分布となる [3]. また, Bubley and Dyer [3]は以下の定理を

示した.

定理 5.3. [3] PLin の混交時間 τ(γ)は任意の γ > 0に対し

τ(γ) = O
(
n3 log nγ−1

)
を満たす.

PLinに対し, 5.1章の 0-1ナップサック解と同様に決定的

サンプリングアルゴリズムを構築することが出来,計算時

間は O∗(n8ε−1)となる.詳細は [15]は参照されたい.

5.3 グラフ中のマッチング

グラフ中のマッチングを数え上げる問題は#P完全であ

ることが知られている. また, Jerrumと Sinclair [10]によ

り高速混交するマルコフ連鎖が設計されている. 本章では

グラフ中の全てのマッチングからのサンプリングを扱う.

なお, 2部グラフの完全マッチングの数え上げはパーマネ

ントと関係しており, これもまた#P完全であることが知

られ, Jerrum, Sinclair, Vigoda [11]がアニーリングを用いた

MCMC法に基づく FPRASを設計している. 我々のアルゴ

リズムを 2部グラフの完全マッチングに適用するにはいく

つかの入力グラフに対する仮定が必要となる ( [10, 11]参

照).

H = (U,F )を任意の無向グラフ, |U | = n, |F | = mとす

る. H のマッチングMとは, M ⊆ F であり, Mのどの相

異なる 2辺も頂点を共有しないものをいう.ここで,

ΩMat
def.
= {M ⊆ E | Mは H のマッチング } (14)

と定義する. |ΩMat| の計算は#P完全であることが

示されている. ΩMat 上のマルコフ連鎖を以下の

ように定義する. まず, E(M) = {e = {u, v} |
e /∈ Mかつ u, vは共にMの辺に接する }を定義する. こ

のとき,任意の e = {u, v} /∈ E(M)に対し,

M(e) =



M− e (if e ∈ M)

M+ e (if u, vがどちらもMの辺と

接していない)

M+ e− e′ (if u, vのどちらかが e′ ∈ M
と接している).

と定義し, N (M) = {M(e) | e /∈ E(M)}とする.このとき,

任意のM,M′ ∈ ΩMat に対して,

PM,M′ =


1/2m (if M′ ∈ N (M))

1−
∑

X∈N (M) PM,X (if M′ = M)

0 (その他)

(15)

と定義する. Jerrumと Sinclar [10]によって,以下の定理が

示されている.

定理 5.4. [10] (15)で定義される P は ΩMat 上で既約かつ

一様分布に収束する. そして, τ(γ) ≤ 4mn(n lnn+ ln γ−1)

が任意の γ > 0に対して成り立つ.

PMat に対し, 5.1章の 0-1ナップサック解と同様に決定

的サンプリングアルゴリズムを構築することが出来,計算

時間は O∗(m4n4ε−1)となる.詳細は [15]は参照されたい.

6. まとめ

本稿では決定的サンプリングアルゴリズムの提案を行い,

頂点誤差の上界 Dpw(χ̃
(t), µ̃(t))を与えた. またこの上界を

用い, 0-1ナップサック解、線形順序拡大,マッチングなど

いくつかの組合せ構造 (#P完全問題)上の一様サンプリン

グに対する多項式時間決定的サンプリングアルゴリズムを

設計した. 上界の πmax/πmin の項の改善,また決定的サン

プラーに基づく#P完全問題に対する多項式時間近似数え

上げアルゴリズムの設計が今後の課題となる.
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