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制約充足問題 (CSP)は与えられた制約を満たす解を探索する問題であり，多くの組合せ問題は CSPとして

定式化できる．SAT型制約ソルバーは，CSPを命題論理の充足可能性判定問題 (SAT)に符号化し，SAT

ソルバーを用いて探索することにより，CSPの解を求めるプログラムである．ここでは，国際的な競技会

で優秀な成績を収めている制約ソルバー Sugarおよび SATソルバー GlueMiniSatを用い，SAT型制約ソル

バーでナンバーリンク問題の高速な求解が可能であることを示す．また，制約記述には Scala上の制約プロ

グラミングシステムである Coprisを用いる．これにより，提案するシステムは高い拡張性も実現している．
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Constraint Satisfaction Prolbem (CSP) is a problem to find a solution satisfying all given constraints,

and many combinatorial problems can be formalized as a CSP. SAT-based constraint solver is a

program to find a solution of a given CSP by encoding it to a Boolean satisfiability testing program

(SAT) and searching a solution with a SAT solver. In this paper, we show a SAT-based constraint

solver can efficiently solve Numberlink puzzles with Sugar and GlueMiniSat solvers which performed

well at the international solver competitions. A constraint programming system Copris on a Scala

programming language is used for a constraint modeling. Therefore, the proposed Numberlink solver

also realizes high extensibility.

1 はじめに

命題論理の充足可能性判定問題 (SAT)は，与え

られた命題論理式を真にする値割り当てが存在す

るか否かを判定する問題である [2, 5, 16, 3]．近年

になって，SAT を解くための非常に高速な SAT

ソルバー が実現され [9]，ハードウェア検証，ソフ

トウェア検証，スケジューリング，制約充足等の

問題について，それらを SAT に変換 (SAT 符号

化; SAT encoding) した後，SAT ソルバーに解か

せることにより，元の問題に対する求解を実現する

SAT型システム の研究が注目を集めている．

一方 制約充足問題 (CSP; Constraint Satisfac-

tion Problem) は与えられた制約を満たす解を探

索する問題である [10, 3]．人工知能分野等で生じ

る多くの組合せ問題は，制約充足問題 (あるいは制

約最適化問題)として定式化できる．制約プログラ

ミング システムは CSP を取り扱うシステムであ

り，CSPを記述するための制約モデリング言語 と，

CSPの解を探索する 制約ソルバー とからなる．ま
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た SAT 型制約ソルバー は，何らかの制約モデリ

ング言語で記述された CSPを，SATに符号化し求

解するシステムである [14]．

本稿では，国際的な競技会で優秀な成績を収めて

いる SAT 型制約ソルバー Sugar および SAT ソル

バー GlueMiniSatを用いることで，ナンバーリンク

問題*1 の高速な求解が可能であることを示す．ま

た，制約記述には Scala上の制約プログラミングシ

ステムである Coprisを用いる [15]．これにより，提

案するシステムは高い拡張性も実現している．

2 Sugarと Copris

SAT 型制約ソルバー Sugar *2 は，順序符号化

[11] と呼ばれる方法を用いて CSP を SAT に符号

化し，外部の SATソルバーを用いて求解するシス

テムである [12, 13]．2008, 2009年の国際制約ソル

バー競技会のグローバル制約部門で優勝するなど，

他の制約ソルバーに匹敵する性能を示している．

Copris *3は，Scala *4 プログラミング言語上に

実現された制約プログラミング用 DSL (Domain-

Specific Language) である [15]．Scala 起動時に，

Copris用 jarファイルをクラスパス中に指定するだ

けで，簡潔な制約記述が可能になる．また，Copris

では複数のソルバーをバックエンドとして利用可能

である．GlueMiniSat 等の SAT ソルバーはもちろ

ん，Z3 などの SMT ソルバー，Choco などの制約

ソルバーを利用できる．

図 1にCoprisのプログラム例を示す．最初の 2行

は，Coprisパッケージ中のクラスや関数をインポー

トする命令である．3-5 行目で整数変数 x, y, z を

宣言している．それぞれ 1から 15の値を取る．6-7

行目は制約 x+y+z = 5 および x+5y+10z = 90

を追加している．演算子定義により，自然な記法が

利用できている．8行目では，バックエンドのソル

バーとして Sugar および GlueMiniSat の組合せを

指定している．9行目で find 関数により解を探索

*1 ナンバーリンクはニコリ社によるパズルである
(http://www.nikoli.co.jp)．

*2 http://bach.istc.kobe-u.ac.jp/sugar/
*3 http://bach.istc.kobe-u.ac.jp/copris/
*4 オブジェクト指向と関数型の両パラダイムを融合したプ
ログラミング言語 (http://www.scala-lang.org)

1: import jp.kobe_u.copris._

2: import jp.kobe_u.copris.dsl._

3: int(’x, 1, 15)

4: int(’y, 1, 15)

5: int(’z, 1, 15)

6: add(’x + ’y + ’z === 15)

7: add(’x + ’y * 5 + ’z * 10 === 90)

8: use(new sugar.Solver(csp, sugar.GlueMiniSat))

9: if (find)

10: println(solution)

図 1 Coprisのプロラム例 (左端は行番号)

し，9 行目で解が出力される．find 関数の内部で

は，定義された CSP を Sugar を用いて SAT に符

号化し，GlueMiniSatを用いて解を探索している．

3 GlueMiniSat

GlueMiniSat は，与えられた SAT 問題の求解中

に，その問題の簡単化を頻繁に行う軽量なアルゴリ

ズム [8] を実装した SAT ソルバーである．代表的

な SATソルバーである MiniSatをベースに，リテ

ラルブロック距離 [1]と呼ばれる学習節の評価尺度

に基づく節削減戦略を導入していることも特徴の 1

つである [7]．GlueMiniSat は，2011, 2013 年に開

催された国際 SAT競技会における産業応用部門の

UNSATトラックにおいて，それぞれ優勝，準優勝

するなどの成果を収めている．

多くの SAT ソルバーと同様に GlueMiniSat は，

連言標準形の命題論理式を入力として受け取り，そ

の充足可能性を判定し，充足可能の場合は論理式

を充足する値割り当てを返す．入力は DIMACS形

式*5で記述されたテキストファイルであり，出力は

充足可能であれば各命題の値割り当てをテキスト形

式でファイルに出力する．GlueMiniSatは C++で記

述されており，テキストファイルを介さずに C++

の関数を通して直接入出力を行うことも可能である

が，現状では Copris との連携ではテキストファイ

ルを経由して SAT問題とその解のやりとりを行っ

ている．

また，インクリメンタル SAT解法 (incremental

SAT solving)[4] に対応しており，例えば，充足可

能な値割り当てを複数列挙するために発見した割り

*5 http://www.satlib.org/Benchmarks/SAT/satformat.ps

2

DAシンポジウム  DAS2014 

Design Automation Symposium  2014/8/29 

©2014 Information Processing Society of Japan  216 

  

http://www.nikoli.co.jp
http://bach.istc.kobe-u.ac.jp/sugar/
http://bach.istc.kobe-u.ac.jp/copris/
http://www.scala-lang.org
http://www.satlib.org/Benchmarks/SAT/satformat.ps


1 2 3 4

2 1 4 3

図 2 ナンバーリンクの問題例

当てを否定する式を追加しながら繰り返し解くよう

な場合に，学習節を再利用しながら求解することで

探索の重複を抑制することが可能である．

4 ナンバーリンクの制約モデル

ニコリによるナンバーリンクのルールは以下の通

りである．

1. 白マスに線を引いて，同じ数字どうしをつなげ

ましょう．

2. 線は，マスの中央を通るようにタテヨコに引き

ます．線を交差させたり，枝分かれさせたりし

てはいけません．

3. 数字の入っているマスを通過するように線を引

いてはいけません．

4. 1マスに 2本以上の線を引いてはいけません．

図 2にナンバーリンクの問題例を示す．

与えられたナンバーリンク問題の行数を m, 列数

を nとする．行番号，列番号は 0から始まるとし，i

行目 j 列目のマスの位置を (i, j) で表す．位置の間

には自然な順序を導入する．マス (i, j) の上下左右

に隣接するマスの位置の集合を adj((i, j)) で表す．

例えば adj((2, 4)) = {(1, 4), (2, 3), (3, 4), (2, 5)} で
ある．

問題中に現れている数字の集合を N で表す．各

数字は 2 ヶ所に現れる．それら 2 ヶ所を区別し

一方を始点，他方を終点と考える．始点の位置の

集合を S, 終点の位置の集合を T で表す．例え

ば図 2 の場合， S = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4)},
T = {(3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4)} となる．また，位
置 (i, j) が数字マスの場合にその値を num((i, j))

で表す．最後に，白マスの位置の集合を B で表す．

4.1 基本モデル

ナンバーリンクの問題は，与えられたグラフに対

して，ある条件を満たす部分グラフを求める問題と

考えるとわかりやすい．つまり各マスをグラフの頂

点とし，各マスと上下左右に隣接したマスの間に辺

あるいは弧があると考える．無向グラフとしても有

向グラフとしても定式化できるが，ここでは有向グ

ラフとして定式化する．つまりマスを通る線に向き

があると考える．一見面倒になるようだが，無向グ

ラフに比べ後述の次数の制約などが単純になり，よ

り効率良く解ける SAT問題に符号化できる．

有向グラフ D(V,A) の頂点集合 V と弧集合 A

は以下のように与えられる．

V = {(i, j) | 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < n}
A = {(u, v) | u ∈ V, v ∈ adj(u)}

また，線で結ばれたマスには同一の数字が入ると

し，各頂点に数字をラベル付けする関数 f : V → N

を考える．

では，これらの元で制約モデルを考えよう．ま

ず，各弧 (u, v) ∈ A に対し 0-1変数 au,v を導入す

る．au,v = 1 は u から v の向きに線が引かれてい

ることを表す．反対向きに同時に線が引かれること

はないため au,v と av,u は同時に 1にはならない．

au,v ∈ {0, 1} (∀(u, v) ∈ A) (1)

au,v + av,u ≤ 1 (∀(u, v) ∈ A, u < v) (2)

次に，各頂点 u ∈ V における入出次数を考える．

頂点 u ∈ S の出次数は 1，入次数は 0になり，頂点

u ∈ T の場合はその逆になる．白マスの出次数と入

次数は等しく，0か 1である．∑
v∈adj(u) auv = 1 (∀u ∈ S) (3)∑
v∈adj(u) avu = 0 (∀u ∈ S) (4)∑
v∈adj(u) auv = 0 (∀u ∈ T ) (5)∑
v∈adj(u) avu = 1 (∀u ∈ T ) (6)

du ∈ {0, 1} (∀u ∈ B) (7)∑
v∈adj(u) auv = du (∀u ∈ B) (8)∑
v∈adj(u) avu = du (∀u ∈ B) (9)

最後に，各頂点 u ∈ V に対しラベル付けされた

数字を表す変数 fu を導入する．数字の入っている
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頂点 u について fu の値はその数字に等しくなけれ

ばならない．また線で結ばれている頂点間のラベル

は同一でなければならない．

fu ∈ N (∀u ∈ V ) (10)

fu = num(u) (∀u ∈ S ∪ T ) (11)

auv = 1 ⇒ fu = fv (∀(u, v) ∈ A) (12)

これらにより，ナンバーリンクの制約モデルが得

られた．しかし，この制約モデルの解がそのままナ

ンバーリンクの解となるわけではない．たとえば 2

行，3 列で (0, 0) と (1, 0) に数字 1 がある問題を

考える．この問題に対する制約モデルの解は，図

3 の (a)–(d) の 4 通りが得られる．(a)–(c) はナン

バーリンクの解に対応しているが，(d)は余分なサ

イクルを含んでおりナンバーリンクの解とは見なせ

ない．

余分なサイクルを除去するための制約を追加する

ことは可能だが，かなり複雑なものとなり，求解速

度も低下する恐れがある．代わりに，制約モデルの

解からナンバーリンクの解を抽出する際に余分なサ

イクルを除去すれば良いので，サイクル除去の制約

は追加しないことにした．

4.2 改良モデル

基本モデルでは，マスを結ぶ弧 (有向辺) を考え

ている．そこで，ある領域から出る (あるいは入る)

弧の個数に関する条件を加えることを考える．

ここではm′ = ⌊m/2⌋, n′ = ⌊n/2⌋として，m′−1

行目と m 行目の間，n′ − 1 列目と n 列目の間で盤

面を分割し，R1 (左上), R2 (右上), R3 (左下), R4

(右下)の 4領域を考える．

R1 = {(i, j) | 0 ≤ i < m′, 0 ≤ j < n′}
R2 = {(i, j) | 0 ≤ i < m′, n′ ≤ j < n}
R3 = {(i, j) | m′ ≤ i < m, 0 ≤ j < n′}
R4 = {(i, j) | m′ ≤ i < m, n′ ≤ j < n}

領域から出て行く弧の個数から入ってくる弧の引

いた値を，領域の出次数と定義する．

各領域の出次数 (出て行く弧の個数から入ってく

る弧の個数を引いた値)を表すために，以下の整数

変数 s12, s34, s13, s24 を導入する．各 skl は 領域

Rk から領域 Rl への出次数を表している．

s12 ∈ {−m′, . . . ,m′} (13)

s12 =
m′−1∑
i=0

(a(i,n′−1)(i,n′) − a(i,n′)(i,n′−1)) (14)

s34 ∈ {m′ −m, . . . ,m−m′} (15)

s34 =
m−1∑
i=m′

(a(i,n′−1)(i,n′) − a(i,n′)(i,n′−1)) (16)

s13 ∈ {−n′, . . . , n′} (17)

s13 =
n′−1∑
j=0

(a(m′−1,j)(m′,j) − a(m′,j)(m′−1,j))

(18)

s24 ∈ {n′ − n, . . . , n− n′} (19)

s24 =
n−1∑
j=n′

(a(m′−1,j)(m′,j) − a(m′,j)(m′−1,j))(20)

たとえば図 2の問題例の場合，s12 = (a(0,2)(0,3) −
a(0,3)(0,2)) + (a(1,2)(1,3) − a(1,3)(1,2)) である．

領域 R1 から他の領域への出次数は s12 + s13 で

あり，この値は領域 R1 中にある始点の個数から終

点の個数を引いたものに等しい．他の領域について

も同様に考えると，以下の制約が得られる．

s12 + s13 = |R1 ∩ S| − |R1 ∩ T | (21)

− s12 + s24 = |R2 ∩ S| − |R2 ∩ T | (22)

− s13 + s34 = |R3 ∩ S| − |R3 ∩ T | (23)

− s24 − s34 = |R4 ∩ S| − |R4 ∩ T | (24)

たとえば図 2 の問題例で領域 R1 について考えた

場合，(1, 1) と (1, 2) の 2ヶ所が始点であり，終点

は存在しないので制約は s12 + s13 = 2 となる．同

様に R2 について −s12 + s24 = 2, R3 について

−s13 + s34 = −2, R4 について −s24 − s34 = −2

が得られる．

5 探索方法の改善

ここまでで述べた制約モデルを Copris で記述

し，Sugarで SAT符号化，GlueMiniSatで求解した

所，ほとんどの問題は数秒程度で解けるが，小さな

問題でも数百秒を必要とする場合があることがわ

かった．

そこで，以下の 2種類の追加制約を考えた．

• (追加制約 1) 回り道をしない．
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1

1

1

1

1

1

1

(a) (b) (c) (d)

図 3 制約モデルから得られる 4通りの解

• (追加制約 2) すべてのマスを通る．

追加制約 1は，以下の 4種類のコの字状の線が含

まれないことを意味する．

マス u の右のマスを u′, 下のマスを u′′, u′ の下の

マス (u′′ の右のマス)を u′′′ で表し，auv + avu を

euv で表すと，追加制約 1は以下のように書ける．

euu′ + euu′′ + eu′u′′′ + eu′′u′′′ ≤ 2

(∀u ∈ V, {u′, u′′, u′′′} ⊂ V ) (25)

追加制約 2は以下のように書ける*6．

du = 1 (∀u ∈ B) (26)

どちらの追加制約も，いわゆる関西解と呼ばれる

ものを排除する条件であり，ナンバーリンクのルー

ルに添った解をもらしてしまう可能性がある．例え

ば，追加制約 1を加えた場合，図 3中では (a)のみ

が解として得られる．追加制約 2だと (c)と (d)が

得られ，両方を加えると解は見つからなくなる．特

に，追加制約 2はナンバーリンクのルールに沿った

解が存在しても，全く解を発見できない可能性があ

る．一方，追加制約 1はナンバーリンクのルールに

沿った解が存在すれば，いくつかを漏らす可能性は

あるが，必ず解を発見できる．

6 性能評価

まず http://www.janko.at/Raetsel/Arukone/

で公開されている 280 問について，追加制約を

加えない基本モデルで最初の 5 個の解探索が 300

秒以内に終了するかどうかを調べた所，048 , 110,

*6 式 (7)を du ∈ {1} に変更するのでも良い．

表 1 Copris+GlueMiniSatによる全解探索時間 (秒)

問題番号 048 110 127 158 160 190

列数 15 42 15 12 12 48

行数 15 25 15 12 12 35

基本 551 703 – 335 759 –

改良 35 49 – 187 283 –

基本 +1 36 47 – 26 178 –

改良 +1 49 23 – 30 140 –

基本 +2 37 175 – 36 167 –

改良 +2 70 25 – 24 60 –

基本 +1+2 6 16 6 4 4 34

改良 +1+2 6 16 7 4 4 30

127, 158, 160, 190 の 6 問が 300 秒以内に終了し

なかった．なお計測は，Intel Xeon 3.46GHz の計

算機上で Sugar version 2.2.0, GlueMiniSat version

2.2.8を使用して行った．

これら 6 問について，制限時間を 1800 秒とし，

基本モデルと改良モデル，2種類の追加制約を加え

る場合と加えない場合で，最初の 5個の解探索にか

かる時間を調べた．結果を表 1に示す．表中の “–”

は制限時間内に探索が終了しなかったことを表す．

結果から，改良モデルにより性能がある程度向上

すること，両方の追加制約を加えることで大幅に性

能が向上することがわかった．

ただ，前述したように追加制約を加えると，すべ

てのマスを通らない解などを発見できない．した

がって，最初は改良モデルに追加制約を加えた形で

探索を行い，その後，追加制約なしの改良モデルで

探索を行う方法などが考えられる．

7 おわりに

本稿では，SAT 型制約ソルバーである Sugar と

SAT ソルバーである GlueMiniSat を用いて，ナン
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バーリンクを高速に解くための方法を示した．

今後の課題としては，incremental SAT解法の導

入，BDD や ZDD [6] を用いた方法 [17] との比較

などが挙げられる．
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