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生成可能な乱数の精度を保証する離散的な逆変換法

石田 翔太郎1 須田 礼仁1

概要：高次元数値積分におけるモンテカルロ法や、各種シミュレーションにおける非決定的要素の実現な
ど、計算機上においては実に多くの場面で乱数が使用されてきた。また、特にシミュレーションにおいて

は、必要とされる乱数が単純な一様乱数ばかりではなく、様々な (時として複雑な) 確率密度関数に従う

乱数であることも多い。このような背景から、これまで多くの論文において、生成の容易な一様乱数から

様々な確率密度関数に従う乱数への変換法が論じられてきた。

しかしながら、計算機上で乱数を生成する場合、本来連続的である分布を離散的に近似する必要がある。

そのため、乱数の変換方法と同時に、離散化の方法や精度を考える必要がある。さもなくば、確率密度関

数が谷になっている箇所や、テール領域など、本来の分布が持っていた特色が失われてしまう。特にテー

ル領域に関しては、いくら確率が低くとも、絶対値の大きい値で構成されていることから、計算結果に大

きな影響力を持ちうる箇所となる。

これまでにもテールに関して、正規分布のテール領域の精度を上げる取り組みや、テール領域を他の分布

で近似すること無く高速にテール領域の乱数を生成する取り組みがあった。しかしながら、それらは精度

を保証するものではなかった。そこで、この論文では、テールの精度を向上させるだけでなく、その保証

をすることを目指す。その方法として、離散化後の確率分布と離散化の間隔に着目した、反復逆変換法と

いう新しい乱数変換法を挙げ、その正当性を示す。
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1. 序論

1.1 背景

高次元数値積分におけるモンテカルロ法や、各種シミュ

レーションにおける非決定的要素の実現など、計算機上に

おいては実に多くの場面で乱数が使用されてきた。また、

特にシミュレーションにおいては、必要とされる乱数が単

純な一様乱数ばかりではなく、様々な (時として複雑な)

確率密度関数に従う乱数であることも多い。このような背

景から、これまで多くの論文において、生成の容易な一様

乱数 [1–3]から様々な確率密度関数に従う乱数への変換法

が論じられてきた。正規分布に従う乱数 (正規乱数)を例

にいくつか見てみると、二つの互いに独立な一様乱数の組

から、同じく二つの互いに独立な正規乱数の組を生成する
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Box-Muller法 [4]。Box-Muller法で必要だった三角関数の

計算が不要になる Polar法 [5,6]。三角分布による区分線形

近似を用いた Kabalによる方法 [7]。互いに同面積な長方

形を用いて、正規分布の確率密度関数を横軸に沿って分割

近似する Ziggurat法 [8]。一方、確率密度関数をパズルの

ように分割して、一つの長方形に埋め込むMonty-Python

法 [9]。それ以外にも、棄却法によるもの [10]や奇偶法に

よるもの [11]、二つの一様乱数の比を利用したもの [12]ま

で存在する。このように、正規乱数を生成する方法だけで

も、多種多様な方法が論じられてきた。

しかしながら、計算機上で乱数を生成する場合、本来連

続的である分布を離散的に近似する必要がある。そのため、

乱数の変換方法と同時に、離散化の方法 [13]や精度を考え

る必要がある。さもなくば、確率密度関数が谷になってい

る箇所や、テール領域など、本来の分布が持っていた特色
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が失われてしまう。特にテール領域に関しては、いくら確

率が低くとも、絶対値の大きい値で構成されていることか

ら、計算結果に大きな影響力を持ちうる箇所となる。これ

までにもテールに関して、正規分布のテール領域の精度を

上げる取り組み [14]や、テール領域を他の分布で近似する

こと無く高速にテール領域の乱数を生成する取り組み [15]

があった。しかしながら、それらは精度を保証するもので

はなかった。そこで、この論文では、テールの精度を向上

させるだけでなく、その保証をすることを目指す。

1.2 記法

ここでは、記法に関する説明を行う。

• RBG(Random Bit Generator)

ランダムかつ等確率に 1ビット生成するもの。

• RDG(Random Discrete-Number Generator)

離散乱数生成器

• f : R→ R
確率密度関数

F が与えられていれば、f は

f (r) =
dF (r)

dr

という微分で定義される。

なお、テールを持ついくつかの分布の中には、

∀r ∈ R, f (r) > 0

を満たすものが存在するため、当論文では、この条件

を満たす分布のみを考えていく。もちろん、これはい

ささか強すぎる制約であるが、これはテールの定義の

為というよりはむしろ議論を簡単にするためのもので

あるので、この論文での議論を少し修正するだけで、

議論の一般化が可能であると思われる。

• F : R→ R
累積分布関数

f が与えられていれば、F は

F (r) =

∫ r

−∞
f (r) dr

という積分で定義される。

なお、確率密度関数 f の正値性から、F は単調増加関

数である。

また、0 ≤ F (r) ≤ 1 と併せると、F の逆関数 F−1

が [0, 1]上で定義されており、F−1 も単調増加関数と

なる。

1.3 本紙の構成

本紙の構成は、以下の通りである。

• 第一章 : 序論

この章である。

• 第二章 : 取り組み

テールの精度に関する定義を与えたのち、提案手法の

アルゴリズムについて述べる。

• 第三章 : 正当性

第二章で述べられたアルゴリズムが、(同じく第二章で

定義された)テールの精度を保証していることを実数

において証明する。

• 第四章 : 実験

アルゴリズムを単純に浮動小数点数で利用した際の挙

動について示す。

• 第五章 : 関連研究

当研究と関連すると思われる研究に関して紹介する。

• 第六章 : 結論

当研究で得られた結論を述べ、今後の課題について提

案する。

2. 取り組み

2.1 目的

1.1章で述べた通り、この論文の目的は、テールの精度

を向上させるだけでなく、その保証をすることである。ま

ずこの章においては、テールの精度の指標として、

(1) 乱数生成確率が確率密度関数 f に従うこと

(2) 出現値 (RDGが生成可能な乱数)の間隔が狭いこと

を順次定義し ((1)は分布の近似精度、(2)は分布の離散化

精度のための指標である)、精度向上のための提案する。

なお、以下では、ある RDGによって生成される f に従

う乱数の集合を、DRf (出現値集合と呼ぶ)とおく。

2.2 定義

2.2.1 乱数生成確率

分布を離散化する方法には主に二種類ある [13]。一つは、

丸めに基づく方法。もう一つは、モーメント保存に基づく

方法である。今回は、簡単のため、丸めに基づく方法を採

用した。そのため、乱数生成確率について述べる前に、先

に丸めに関して考える。

2.2.1.1 丸め健全

Xを Rの部分集合であるとする。このとき、r ∈ R を
x ∈ Xに丸める

roundX : R→ X

が次の条件を満たすとき、この roundX は丸め健全である

という。
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丸め健全のための条件� �
• 全域一意性
任意の r ∈ Rに対して、(唯一の)元 x ∈ Xが定
まり、

roundX (r) = x

となる。

• 同一性
任意の x ∈ X ⊂ Rに対して、

roundX (x) = x

となる。

• 連続性
ある p, q ∈ Rに対して、

roundX (p) = roundX (q) = x

となるならば、任意の t ∈ [0, 1]に対して、

roundX (t ∗ p+ (1− t) ∗ q) = x

となる。� �
2.2.1.2 確率密度関数 f に従う

f を近似するような RDGについて考える。この RDG

が d ∈ DRf を生成する確率を P (d)とおく。ある丸め健全

な roundDRf
が存在して、任意の d ∈ DRf に対して

P (d) =

∫
round−1

DRf
[{d}]

f (r) dr (1)

を満たすとき、このRDGが生成する乱数は、確率密度関数

f に従っていると定義する。ここで、逆像 round−1
DRf

[{d}]
は以下のように定義される。

round−1
DRf

[{d}] =
{
r ∈ R | roundDRf

(r) = d
}

この定義は、もし R上で f に従う連続実数乱数を生成で

きたとして、それを roundDRf
を用いて丸めたものを出力

する場合、dを出力する確率 P (d)が、

∫
round−1

DRf
[{d}]

f (r) dr

と等しくなることに由来している。

2.2.2 出現値間隔

出現値集合 DRf に対する次の条件を、(b, h) 間隔条件

((b, h) ∈ R× R)と呼ぶ。(ただし、0 < h << bとする。)

(b, h)間隔条件� �
任意の d ∈ DRf に対して、

{d ∈ DRf | d− w ≤ d′ < d}

{d ∈ DRf | d < d′ ≤ d+ w}

がいずれも空集合とならない。ただし、ここでの w

は、

w =

{
h (非正規化領域: |d| < b)
h
b |d| (正規化領域: |d| ≥ b)

とする。� �
つまり、正規化領域においては相対間隔を一定以下に抑え、

非正規化領域においては、絶対間隔を一定以下に抑えると

いう条件である。

また、dを実数に一般化した次の条件を、(b, h)離散化条

件と呼ぶ。

(b, h)離散化条件� �
任意の r ∈ Rに対して、

{d ∈ DRf | r − w ≤ d < r}

{d ∈ DRf | r < d ≤ r + w}

がいずれも空集合とならない。ただし、ここでの w

は、

w =

{
h (非正規化領域: |r| < b)
h
b |r| (正規化領域: |r| ≥ b)

とする。� �
なお、自明なことではあるが、(b, h)離散化条件を満たし

ていれば、(b, h)間隔条件も満たしている。

2.3 提案手法

まずは、任意の分布に適用できるように、最も有名で普

遍的な手法である、逆変換法を基にした。もちろん、逆変

換法には、累積分布関数の逆関数を計算しなくてはならな

いという制約があるが、逆に言えば、この逆関数さえ計算

できるならば、いかなる分布であっても適用可能な方法で

あると言える。次に、分布の離散化に関して、ユーザーに

は (b, h)離散化条件の bと hを要求するのみである。さら

には、bと hを指定しなおすことで、離散化の精度をいつ

でも変更できるようになっている。

2.3.1 アイデア

さて、出現値間隔を抑えるためのアイデアであるが、以

下のような状況を考える。
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モデル� �
最初に、ある機械が [0, 1]上の一様乱数 uを実数で生

成する。もちろん、本来計算したいのは F−1 (u)の値

(rとおく)である。しかしながら、uは無限精度であ

るため、その値を正確に求めることは出来ない。その

かわりに、uの (二進数表記時における)小数点以下の

ビットを順次調べることで、uの近似値をいくらでも

正確に求めることができる。� �
このとき、数ビットを調べた結果、ある umin, umax ∈ Rに
対して、uが

umin ≤ u ≤ umax

を満たすことが分かれば、変換結果の乱数 rは、

F−1 (umin) ≤ r ≤ F−1 (umax)

を満たすことが分かる。よって、ビットを調べることで u

の範囲を制限してゆけば、結果として、rの範囲を狭める

ことができる。当論文では、このようにして r の範囲を

十分狭めた後に r = F (u)の近似値として F−1 (umin)と

F−1 (umax)の間の値を出力することで、出現値間隔を抑

えることを実現している。

2.3.2 RDG擬似コード

ここで、実際の RDGの擬似コードを示す。まずは準備

として、擬似コードの入出力と仕様について、さらに、擬

似コードにて使用されている変数について説明する。

2.3.2.1 入出力及び仕様

• 入力
– 累積分布関数の逆関数 F−1 : R→ R
– (b, h)離散化条件を定義するための (b, h) ∈ R× R
• 出力
– 乱数 r ∈ R
• 仕様 (計算内容)

以下の条件を満たす乱数を生成する。

– 乱数生成確率が (1)式を満たす。

– 出現値間隔が (b, h)離散化条件を満たす。

2.3.2.2 使用変数説明

擬似コードにて使用されている変数の意味は、以下の通

りである。

• n ∈ N
現在の反復回数。

• bk ∈ {0, 1}
uの範囲を狭めるために、RBGが k 反復目に出力し

た値。(すなわち、uの小数点以下 kビット目の値。)

ただし、b0 = 0とする。(これは、uが 1であるかもし

れないことに矛盾するように思えるが、u = 1の時は、

小数点以下の全てのビットが 1であるとき (u = 0.1̇)

と同一視できる。)

• umin[k], umax[k] ∈ R
k反復目での umin と umax の値。

• rmin, rmax ∈ R
現在の uの範囲に対応する rの範囲、すなわち、

rmin = F−1 (umin[n])

rmax = F−1 (umax[n])

で定義される値。

2.3.2.3 擬似コード

実際の擬似コードは、以下の通りである。

00: (初期化)

n← 0

b0 ← 0

umin[0]← 0.0

umax[0]← 1.0

10: (uの範囲を二等分)

n← n+ 1(反復回数をインクリメントする。)

RBGによりランダムに 1ビット生成し、

• 生成されたビットが 0の場合

bn ← 0

umin[n]← umin[n− 1]

umax[n]←
umin[n− 1] + umax[n− 1]

2

• 生成されたビットが 1の場合

bn ← 1

umin[n]←
umin[n− 1] + umax[n− 1]

2

umax[n]← umax[n− 1]

20: (rの範囲を更新)

rmin ← F−1 (umin[n])

rmax ← F−1 (umax[n])

30: (収束判定)

rmin と rmax が

• 異符号 (0と非 0のときを含む)の場合

⇒ 31に進む

• 同符号 (どちらも正数である)の場合

⇒ 32に進む

• 同符号 (どちらも負数である)の場合

⇒ 33に進む

31: (異符号)

• rmax − rmin ≤ hの場合

RBGによりランダムに 1ビット生成し (この時生成

したビットは bへ格納しない)、
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– 生成されたビットが 0の場合

⇒ rmin を返す。

– 生成されたビットが 1の場合

⇒ rmax を返す。

• rmax − rmin > hの場合

⇒ 10に戻る

32: (同符号:正)

• rmin < bかつ rmax − rmin ≤ hの場合

• b ≤ rmin かつ rmax − rmin ≤ h
b rmin の場合

⇒ rmax を返す

• それ以外の場合
⇒ 10に戻る

33: (同符号:負)

• −rmax < bかつ rmax − rmin ≤ hの場合

• b ≤ −rmax かつ rmax − rmin ≤ −h
b rmax の場合

⇒ rmin を返す

• それ以外の場合
⇒ 10に戻る

以上が、RDGの擬似コードである。

2.3.2.4 解説

以下、順次擬似コードの意味を説明していく。

00: (初期化)

ここでの処理は、最初に [0, 1]上の一様乱数 uを生成

することに対応している。

10: (uの範囲を二等分)

ここでの処理は、uの小数点以下 nビット目を調べる

ことに対応している。なお、uは一様乱数であったの

で、0である確率と 1である確率は等しい。よって、

RBGが 0/1を生成することとビットが 0/1であるこ

とが対応する。

20: (rの範囲を更新)

ビットを調べることで uの範囲が狭まったので、対応

する rの範囲を更新する。

30: (収束判定)

ここで、rの範囲が十分狭くなっているか判定する。

2.4 まとめ

提案手法に関しては以上である。次の章では、この論文

の最も大きな目標である、精度が保証されていることの証

明を実数にて行う。そのために、

(1) RDGが停止する

(2) RDGが生成する乱数が (b, h)離散化条件を満たす

(3) RDGが確率密度関数 f に従う乱数を生成している

を順番に証明する。特に (2)により、任意の箇所の近傍に

生成可能な乱数が存在することが分かり、(3)と合わせる

と、テールの精度が (実は全ての領域の精度が)保証されて

いることが分かる。

なお、擬似コードにて使用されている、現在の反復回数

nや RBGの出力列 bは、必ずしもアルゴリズムに必要な

ものではない。しかしながら、これら一見無駄に思える変

数が、証明を平易にするのである。

3. 正当性

3.1 停止性

2.3.2.3章の擬似コードは、RBGが 0または 1の一方の

みを出力する時を除き、停止する。

これを証明するために、まずは補題を一つ示す。

3.1.1 補題 1

n 反復目の umin[n] と umax[n] に関して、以下が成立

する。

umin[n] =

n∑
i=0

bi ×
(
1

2

)i

umax[n] = umin[n] +

(
1

2

)n

3.1.1.1 補題 1の証明

(i) n = 0のとき

初期化処理より、b0 = 0であるので、

0∑
i=0

b0 ×
(
1

2

)i

= 0 = umin[0]

umin[0] +

(
1

2

)0

= 1 = umax[0]

となり、成立する。

(ii) n = kで成立しているとき

n = k + 1のときを考える。(k + 1)反復目において、

(a) 擬似コードの 10にて RBGが 0を出力した場合

bk+1 = 0であるので、仮定とあわせて

umin[k + 1] = umin[k]

= umin[k] + bk+1 ×
(
1

2

)k+1

=

k∑
i=0

bi ×
(
1

2

)i

+ bk+1 ×
(
1

2

)k+1

=

k+1∑
i=0

bi ×
(
1

2

)i

umax[k + 1] =
umin[k] + umax[k]

2

=
umin[k] + umin[k] +

(
1
2

)k
2

= umin[k] +

(
1

2

)k+1

= umin[k + 1] +

(
1

2

)k+1

となり、成立する。

(b) 擬似コードの 10にて RBGが 1を出力した場合
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bk+1 = 1であるので、仮定とあわせて

umin[k + 1] =
umin[k] + umax[k]

2

=
umin[k] + umin[k] +

(
1
2

)k
2

= umin[k] + bk+1 ×
(
1

2

)k+1

=

k∑
i=0

bi ×
(
1

2

)i

+ bk+1 ×
(
1

2

)k+1

=
k+1∑
i=0

bi ×
(
1

2

)i

umax[k + 1] = umax[k]

= umin[k] +

(
1

2

)k

= umin[k] +

(
1

2

)k+1

+

(
1

2

)k+1

=
umin[k] + umin[k] +

(
1
2

)k
2

+

(
1

2

)k+1

=
umin[k] + umax[k]

2
+

(
1

2

)k+1

= umin[k + 1] +

(
1

2

)k+1

となり、成立する。

(i)、(ii)より、数学的帰納法から、題意は示せた。

3.1.2 停止性の証明

補題 1より、RBGが 0のみを出力する時は、

rmin = F−1 (umin[n])

= F−1

(
n∑

k=0

0×
(
1

2

)k
)

= F−1 (0)

= −∞

となり、逆に 1のみを出力する時は、

rmax = F−1 (umax[n])

= F−1

(
umin[n] +

(
1

2

)n)
= F−1

(
n∑

k=0

1×
(
1

2

)k

+

(
1

2

)n
)

= F−1 (1)

=∞

となるので、明らかに停止しない。

それ以外の場合に停止することは、累積分布関数 F が次の

条件を満たすことを言えば良い。

∀u ∈ (0, 1), ∃(finite)n ∈ N

s.t. F−1

(
u+

(
1

2

)n)
− F−1 (u) ≤ h

なぜならば、この u として umin[n] を用いれば、補題 1

より、

rmax − rmin = F−1 (umax[n])− F−1 (umin[n])

= F−1

(
umin[n] +

(
1

2

)n)
− F−1 (umin[n])

≤ h

とできるが、rmax − rmin ≤ hならば、擬似コードの 31、

32、33のいずれにおいても停止するためである。

なお、実際の証明であるが、ここでは背理法を用いる。

すなわち、ある u ∈ (0, 1)が存在して、任意の n ∈ Nにお
いて、

F−1

(
u+

(
1

2

)n)
− F−1 (u) > h

となると仮定し、矛盾を導く。

F 及び F−1 の単調増加性より、

0 = u− u

= F
(
F−1 (u)

)
− u

< F
(
F−1 (u) + h

)
− u

< F
(
F−1 (u) + h

)
≤ 1

となるので、

log 1
2

{
F
(
F−1 (u) + h

)
− u
}

が定義されている。また、

n ≥ log 1
2

{
F
(
F−1 (u) + h

)
− u
}
> 0

を満たす nに対して、(
1

2

)n

≤ F
(
F−1 (u) + h

)
− u

となる。よって、

F−1

(
u+

(
1

2

)n)
− F−1 (u) ≤ F−1

(
F
(
F−1 (u) + h

))
− F−1 (u)

= F−1 (u) + h− F−1 (u)

= h

となり、仮定に矛盾する。

以上、背理法により題意は示せた。

3.2 出現値間隔

(b, h)間隔条件と (b, h)離散化条件をいずれも満たす。
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3.2.1 (b, h)間隔条件を満たすことの証明

RDGが xを出力して停止したとき、停止時の

n

b = b0 (= 0) b1b2 · · · bn
umin[n]

umax[n]

rmin = F−1 (umin[n])

rmax = F−1 (umax[n])

をそれぞれ、

N

B = B0 (= 0)B1B2 · · ·Bn

UMIN

UMAX

RMIN = F−1 (UMIN )

RMAX = F−1 (UMAX)

とおくと、補題 1より、

UMIN =

N∑
k=0

Bk ×
(
1

2

)k

UMAX = UMIN +

(
1

2

)N

となっている。

ここで、x < 0、x > 0、x = 0それぞれの場合について、

xと (b, h)距離条件を満たすような xの右側と左側の元の

存在を示していく。

なお、(b, h)距離条件を満たすとは、二つの値 p、qに対して、

以下を満たすことを言う。(こちらに関しても 0 < h << b

とする。)

(b, h)距離条件� �
pと qのうち絶対値の小さい方をmとおく。

• |m| < bのとき

|p− q| ≤ hが成立する。

• |m| ≥ bのとき

|p− q| ≤ h
b |m|が成立する。� �

自明ではあるが、

|m| ≥ bかつ |p− q| ≤ h⇒ |p− q| ≤ h ≤ h

b
|m|

をしばしば利用している。(もし |p− q| ≤ hならば、pと q

は (b, h)距離条件を満たす。) また、rmin と rmax が (b, h)

距離条件を満たすことと上記の擬似コードが停止すること

が同値であることもしばしば利用している。

(i) x < 0の場合

擬似コードより、負の数を出力しうるのは 31 と 33

のときのみである。33 では RMIN を出力しており、

また、31においても RMIN ≤ 0、RMAX ≥ 0となる

ため、いずれにせよ RMIN を出力している。よって、

RMIN = x < 0である。

(a) xが 31で出力されていた場合

(r) 右側の元の存在

同一のBに対して、31でRBGが 1を返したとき、

RDGはRMAX を返す。また、仮定より、RMIN

と RMAX は (b, h)距離条件を満たす。よって、

x = RMIN の右側にRMAXという元が存在する。

(l) 左側の元の存在

33にて、rmax = x = RMIN を満たしつつ rmin

を出力して停止するようなRBGの出力列が存在

すれば、そのとき出力される rminと xは、(b, h)

距離条件を満たす。よって、そのような RBGの

出力列を少なくとも一つ示せば良い。

さて、B1, B2, · · · , BN のうち少なくとも 1つは 1

である。なぜならば、もし B1, B2, · · · , BN が全

て 0であると仮定すると、補題 1より UMIN = 0

となるが、このとき、RMIN = F−1 (0) = −∞
となり、擬似コードのアルゴリズムは停止し

ていなかったはずであり、矛盾する。よって、

B1, B2, · · · , BN のうち少なくとも 1つは 1が存

在する。そこで、B1, B2, · · · , BN のうち最後の

1を BM とおく。(M ≤ N)

また、Cを次のようにとる。

C = B0B1B2 · · ·BM−10111 · · ·以降全て 1

このような Cに対して、擬似コードの 10にて

RBGが i回目に出力するビットが Ci であると

きを考える。このとき、n < M となる n で反

復が停止することは無い。なぜならば、Cの定

義から、Cは最初のM ビットが Bと同一であ

り、もし n < M なる nで反復が停止するなら

ば、RDGは xを出力する前に停止していたはず

であり、RDGが xを出力する際の反復回数 N

と矛盾する。

さて、n (≥M)回目の反復において、Cの定義

と補題 1より、

umin[n] =

M−1∑
k=0

Ck ×
(
1

2

)k

+

n∑
k=M

Ck ×
(
1

2

)k

=

M∑
k=0

Bk ×
(
1

2

)k

−
(
1

2

)M

+

n∑
k=M

1×
(
1

2

)k

−
(
1

2

)M

=
N∑

k=0

Bk ×
(
1

2

)k

−
(
1

2

)n

= UMIN −
(
1

2

)n
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umax[n] = umin[n] +

(
1

2

)n

= UMIN

となる。

また、このときの (擬似コードの 10にてRBGが

i回目に出力するビットがCiであるような)RDG

が有限回の反復で停止することは停止性より明

らかであり、停止時においては、

rmax = F−1 (umax[n]) = RMIN < 0

rmin < rmax < 0

より、確かに 33で rmin を出力して停止してい

る。よって、xの左側の元の存在は示せた。

(b) xが 33で出力されていた場合

擬似コードより、RMIN と RMAX は同符号である。

よって、RMAX < 0である。

(r) 右側の元の存在

仮定より、RMIN (= x)と RMAX は (b, h)距離

条件を満たす。よって、31または 33にてRMAX

を出力して停止するようなRBGの出力列を少な

くとも一つ示せば良い。

さて、B1, B2, · · · , BN のうち少なくとも 1つは 0

である。なぜならば、もし B1, B2, · · · , BN が全

て 1であると仮定すると、補題 1よりUMAX = 1

となるが、このとき、RMAX = F−1 (1) = +∞
となり、擬似コードのアルゴリズムは停止してい

なかったということになり、矛盾する。よって、

B1, B2, · · · , BN のうち少なくとも 1つは 0が存

在する。そこで、B1, B2, · · · , BN のうち最後の

0を BM とおく。(M ≤ N)

また、Cを次のようにとる。

C = B0B1B2 · · ·BM−11000 · · ·以降全て 0

このような Cに対して、擬似コードの 10にて

RBGが i回目に出力するビットが Ci であると

きを考える。このとき、n < M となる n で反

復が停止することは無い。なぜならば、Cの定

義から、Cは最初のM ビットが Bと同一であ

り、もし n < M なる nで反復が停止するなら

ば、RDGは xを出力する前に停止していたはず

であり、RDGが xを出力する際の反復回数 N

と矛盾する。

さて、n (≥M)回目の反復において、Cの定義

と補題 1より、

umin[n] =
n∑

k=0

Ck ×
(
1

2

)k

=

M∑
k=0

Ck ×
(
1

2

)k

=

M−1∑
k=0

Ck ×
(
1

2

)k

+

(
1

2

)M

=
M−1∑
k=0

Bk ×
(
1

2

)k

+

(
1

2

)M

=

N∑
k=0

Bk ×
(
1

2

)k

−
N∑

k=M

Bk ×
(
1

2

)
+

(
1

2

)M

=

N∑
k=0

Bk ×
(
1

2

)k

−

{
N∑

k=M

1×
(
1

2

)
−
(
1

2

)M
}

+

(
1

2

)M

=

N∑
k=0

Bk ×
(
1

2

)k

+

(
1

2

)M−1

= UMIN +

(
1

2

)N

= UMAX

umax[n] = umin[n] +

(
1

2

)n

= UMAX +

(
1

2

)n

となる。

また、このときの (擬似コードの 10にてRBGが

i回目に出力するビットがCiであるような)RDG

が有限回の反復で停止することは停止性より明

らかであり、停止時においては、

rmin = F−1 (umin[n])

= F−1 (UMAX)

= RMAX < 0

となるので、rmax < 0 ならば 33 にて rmin =

RMAX を、rmax ≥ 0 ならば 31 にて (RBG が

0を出力したときに)rmin = RMAX を出力して

停止している。よって、x = RMIN の右側に

RMAX という元が存在する。

(l) 左側の元の存在

(i)-(a)-(l)と同様である。

(ii) x > 0の場合

擬似コードより、正の数を出力しうるのは 31と 32の

ときのみである。32では RMAX を出力しており、ま

た、31においても RMIN ≤ 0、RMAX ≥ 0となるた

め、いずれにせよ RMAX を出力している。つまり、

RMAX = x > 0である。
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(c) xが 31で出力されていた場合

(r) 右側の元の存在

32にて、rmin = x = RMAX を満たしつつ rmax

を出力して停止するようなRBGの出力列が存在

すれば、そのとき出力される rmaxと xは、(b, h)

距離条件を満たす。よって、そのような RBGの

出力列を少なくとも一つ示せば良い。

ここで (i)-(b)-(r)と同様に、B1, B2, · · · , BN の

うち最後の 0を BM とおき (M ≤ N)、Cを次

のようにとる。

C = B0B1B2 · · ·BM−11000 · · ·以降全て 0

このような Cに対して、擬似コードの 10にて

RBGが i回目に出力するビットが Ci であると

きを考える。このとき、n < M となる nで反復

が停止しないこと、及び、有限回の反復で停止す

ることは、(i)-(b)-(r)で示されている。

さて、停止時においては、(i)-(b)-(r)と同様の導

出により、

umin[n] = UMAX

umax[n] = UMAX +

(
1

2

)n

rmin = F−1 (umin[n])

= RMAX

> 0

rmax > rmin

> 0

となるので、確かに 32で rmaxを出力して停止し

ている。よって、xの右側の元の存在は示せた。

(l) 左側の元の存在

同一のBに対して、31でRBGが 0を返したとき、

RDGはRMIN を返す。また、仮定より、RMIN

と RMAX は (b, h)距離条件を満たす。よって、

x = RMAXの左側にRMIN という元が存在する。

(d) xが 32で出力されていた場合

擬似コードより、RMIN と RMAX は同符号である。

よって、RMIN > 0である。

(r) 右側の元の存在

(ii)-(c)-(r)と同様である。

(l) 左側の元の存在

31または 32にて、rmax = x = RMIN を満たし

つつ rmin を出力して停止するような RBGの出

力列が存在すれば、そのとき出力される rmin と

xは、(b, h)距離条件を満たす。よって、そのよう

な RBGの出力列を少なくとも一つ示せば良い。

ここで (i)-(a)-(l) と同様に、B1, B2, · · · , BN の

うち最後の 1を BM とおき (M ≤ N)、Cを次

のようにとる。

C = B0B1B2 · · ·BM−10111 · · ·以降全て 1

このような Cに対して、擬似コードの 10にて

RBGが i回目に出力するビットが Ci であると

きを考える。このとき、n < M となる nで反復

が停止しないこと、及び、有限回の反復で停止す

ることは、(i)-(a)-(l)で示されている。

さて、停止時においては、(i)-(a)-(l)と同様の導

出により、

umin[n] = UMIN −
(
1

2

)n

umax[n] = UMIN

rmax = F−1 (umax[n])

= F−1 (UMIN )

= RMIN

> 0

となるので、rmin > 0 ならば 32 にて rmax =

RMIN を、rmin ≤ 0ならば 31にて (RBGが 1を

出力したときに)rmax = RMIN を出力して停止

している。よって、x = RMAX の左側に RMIN

という元が存在する。

(iii) x = 0の場合

擬似コードより、0を出力し得るのは 31のときのみで

ある。また、RMIN < RMAX となるので、RMIN と

RMAX のうち、0となるのはどちらか一方のみである。

(e) RMIN = 0の場合

RMIN < RMAX より、RMAX > 0である。

(r) 右側の元の存在

(i)-(a)-(r)と同様である。

(l) 左側の元の存在

(i)-(a)-(l) と同様である。ただし、RMIN = 0

であるので、擬似コードの 33ではなく 31にて

(RBGが 0を出力したときに)rminを出力して停

止している。

(f) RMAX = 0の場合

RMIN < RMAX より、RMIN < 0である。

(r) 右側の元の存在

(ii)-(c)-(r) と同様である。ただし、RMAX = 0

であるので、擬似コードの 32ではなく 31にて

(RBGが 1を出力したときに)rmaxを出力して停

止している。

(l) 左側の元の存在

(ii)-(c)-(l)と同様である。
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3.2.2 (b, h)離散化条件を満たすことの証明

任意の r ∈ Rに対して、DRf 上において、rと (b, h)距

離条件を満たすような rの右側と左側の元の存在を示せば

良い。

擬似コードより、

umin[0] = 0 ≤ F (r) ≤ 1 = umax[0]

及び、

∀k ∈ N, (umin[k − 1] ≤ F (r) ≤ umax[k − 1]

⇒ ∃bk ∈ {0, 1} s.t. umin[k] ≤ F (r) ≤ umax[k])

が成立するので、

umin[n] ≤ F (r) ≤ umax[n]

を (停止するまで)常に満たし続けるような b(擬似コード

の 10における RBGの出力列)が存在する。

また、停止性より、このときの RDGは、

b1, b2, · · · , bn

が全て 0または全て 1のときを除いて停止するが、

• 全て 0で停止しないと仮定すると

すなわち、

∀n ∈ N, umin[n] ≤ F (r) ≤ umax[n]

であるので、補題 1より、(
∀n ∈ N, 0 ≤ F (r) ≤

(
1

2

)n)
⇒ F (r) = 0

⇒ r = −∞

となる。

• 全て 1で停止しないと仮定すると

すなわち、

∀n ∈ N, umin[n] ≤ F (r) ≤ umax[n]

であるので、補題 1より、(
∀n ∈ N, 1−

(
1

2

)n

≤ F (r) ≤ 1

)
⇒ F (r) = 1

⇒ r = +∞

となる。

ゆえに、結局、任意の r ∈ Rで停止することが分かる。
さて、停止時においては、

rmin = F−1 (umin[n])

≤ F−1 (F (r)) = r

≤ F−1 (umax[n]) = rmax

となっており、かつ、(b, h)間隔条件の証明において、こ

の rmin と rmax はいずれも DRf の元であることが示され

ている。ここで、r = rmin または r = rmax であるときは

r ∈ DRf となるため、(b, h)間隔条件の議論と同様になる

ので省略し、r ̸= rmin かつ r ̸= rmax であるときのみを考

える。

(i) rmin と rmax が異符号 (0と非 0の場合を含む)の時

擬似コードより、

|rmax − rmin| < h

となる。また、

|r − rmin| < |rmax − rmin|

|rmax − r| < |rmax − rmin|

であるので、rは rmin と rmax のそれぞれと (b, h)距

離条件を満たしている。

(ii) rmin と rmax がともに正であるとき

0 < |rmin| < |r| < |rmax|

であるので、

h

b
|rmin| <

h

b
|r|

となる。また

|r − rmin| < |rmax − rmin|

|rmax − r| < |rmax − rmin|

となるので、rは rmin と rmax のそれぞれと (b, h)距

離条件を満たしている。

(iii) rmin と rmax がともに負であるとき

0 < |rmax| < |r| < |rmin|

より、

h

b
|rmax| <

h

b
|r|

となるので、(ii)と同様に、r は rmin と rmax のそれ

ぞれと (b, h)距離条件を満たしている。

よって、rの左右に rmin と rmax という元が存在し、それ

ぞれ rと (b, h)距離条件を満たしている。

3.3 乱数生成確率

確率密度関数 f に従っている。つまり、丸め健全な

roundDRf
が少なくとも一つ存在し、任意の d ∈ DRf に対

して、RDGが dを出力する確率 P (d)が、

P (d) =

∫
round−1

DRf
[{d}]

f (r) dr

となる。

これを証明するために、まずはいくつかの補題を示す。
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3.3.1 補題 2

RDGが xを出力して停止したとき、停止時の

n

b = b0 (= 0) b1b2 · · · bn
umin[n]

umax[n]

rmin = F−1 (umin[n])

rmax = F−1 (umax[n])

をそれぞれ、

N

B = B0 (= 0)B1B2 · · ·Bn

UMIN

UMAX

RMIN = F−1 (UMIN )

RMAX = F−1 (UMAX)

とおくと、出現値集合 DRf に関して、{
RMIN ∈ DRf

RMAX ∈ DRf

(2)

及び、

∀r ∈ (RMIN , RMAX) , r /∈ DRf (3)

が成立する。

3.3.1.1 補題 2の証明

(2)は 3.2.1章にて既に示されているため省略し、(3)に

関して背理法により証明する。

DRf の元 rで、RMIN < r < RMAX となるものが存在

する、すなわち、RDGは rを出力しうると仮定し、RDG

が rを出力して停止したとき、停止時の

n

b = b0 (= 0) b1b2 · · · bn
umin[n]

umax[n]

rmin = F−1 (umin[n])

rmax = F−1 (umax[n])

をそれぞれ、 

n′

b′ = b′0 (= 0) b′1b
′
2 · · · b′n

u′
min

u′
max

r′min = F−1 (u′
min)

r′max = F−1 (u′
max)

とおく。

さて、擬似コードより、RDG は r として r′min または

r′max のいずれかを出力しているはずなので、

RMIN < r′min < RMAX

RMIN < r′max < RMAX

のうち、少なくとも一方が成立する。各式各項に F を作用

させることで、これは、

UMIN < u′
min < UMAX

UMIN < u′
max < UMAX

となる。

また、r ̸= xより、b′M ̸= BM となるM ≤ min (n′, N)

が存在する。なぜなら、もしそのようなM が存在しない

ならば、Bと b′ は一方が他方の接頭辞となっているはず

であり、Bが b′ の接頭辞であるときは、RDGは rを出力

する前に x ̸= r を出力して停止するはずであり、b′ が B

の接頭辞であるときは、RDGは xを出力する前に r ̸= x

を出力して指定するはずであるので、いずれの場合も矛盾

する。

以下、BMと b′Mの値により場合分けを行う。BM ∈ {0, 1}
かつ b′M ∈ {0, 1}より、

(BM , b′M ) =

{
(0, 1)

(1, 0)

である。

(i) BM = 0, b′M = 1のとき

UMAX = UMIN +

(
1

2

)N

=

N∑
k=0

Bk ×
(
1

2

)k

+

(
1

2

)N

≤
M∑
k=0

Bk ×
(
1

2

)k

+

(
1

2

)M

=

M−1∑
k=0

Bk ×
(
1

2

)k

+BM ×
(
1

2

)M

+

(
1

2

)M

=

M−1∑
k=0

Bk ×
(
1

2

)k

+

(
1

2

)M

=

M−1∑
k=0

b′k ×
(
1

2

)k

+ b′M ×
(
1

2

)M

=

M∑
k=0

b′k ×
(
1

2

)k

≤
n′∑
k=0

b′k ×
(
1

2

)k

= u′
min

< u′
max

よって、
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UMIN < u′
min < UMAX

UMIN < u′
max < UMAX

をいずれも満たさないため、矛盾する。

(ii) BM = 1, b′M = 0のとき

u′
min < u′

max

= u′
min +

(
1

2

)n′

=

n′∑
k=0

b′k ×
(
1

2

)k

+

(
1

2

)n′

≤
M∑
k=0

b′k ×
(
1

2

)k

+

(
1

2

)M

=

M−1∑
k=0

b′k ×
(
1

2

)k

+ b′M ×
(
1

2

)n′

+

(
1

2

)M

=

M−1∑
k=0

b′k ×
(
1

2

)k

+

(
1

2

)M

=
M−1∑
k=0

Bk ×
(
1

2

)k

+BM ×
(
1

2

)M

=

M∑
k=0

Bk ×
(
1

2

)k

≤
N∑

k=0

Bk ×
(
1

2

)k

= UMIN

よって、

UMIN < u′
min < UMAX

UMIN < u′
max < UMAX

をいずれも満たさないため、矛盾する。

以上、いずれの場合も矛盾するため、背理法より、題意は

示せた。

3.3.2 補題 3

RDG が x を出力して停止するような、停止時の

(rmin, rmax)に対して、以下が成り立つ。

(i) x < 0のとき

停止時の (rmin, rmax)は一意に定まり、かつ、x = rmin

を満たす。

(ii) x = 0のとき

停止時の (rmin, rmax)は、擬似コードの 31にて RBG

が 0を出力したときと 1を出力したときのそれぞれに

おいて一意に定まり、かつ、前者は rmin = 0を満た

し、後者は rmax = 0を満たす。

(iii) x > 0のとき

停止時の (rmin, rmax)は一意に定まり、かつ、x = rmax

を満たす。

3.3.2.1 補題 3の証明

(i) x < 0のとき

擬似コードより、負の数を出力しうるのは 31と 33の

ときのみである。33では rminを出力しており、また、

31においても rmin ≤ 0、rmax ≥ 0となるため、いず

れにせよ rmin を出力している。よって、x = rmin で

ある。

次に停止時の (rmin, rmax) の一意性であるが、停止

時おける (rmin, rmax) を任意に 2 つとり、それぞれ

(x,R1MAX)、(x,R2MAX)とおく。

補題 2の (2)より、x、R1MAX、R2MAXはいずれもDRf

の元であるはずだが、もしもR1MAX < R2MAXであれ

ば、x < r < R2MAX となる r = R1MAX が DRf に含

まれていることになり、補題 2の (3)に矛盾する。一方

R1MAX > R2MAX のときも同様に、x < r < R1MAX

となる r = R2MAX が DRf に含まれていることにな

り、矛盾する。よって、R1MAX = R2MAX となる。

しかし、先ほど (x,R1MAX)と (x,R2MAX)は任意に

とっていたので、結局、停止時の (rmin, rmax)が一意

であったということになる。

(ii) x = 0のとき

擬似コードより、0を出力しうるのは 31のときのみ

である。また、31 にて RBG が 0 を出力したとき、

RDGは rminを出力しているのであるから、そのとき

rmin = x = 0となるのは明らかである。同様に、RBG

が 1を出力したとき、RDGは rmaxを出力しているの

であるから、そのとき rmax = x = 0となるのも明ら

かである。

次に、31にて RBGが 0を出力したときと、1を出力

したときのそれぞれについて、停止時の (rmin, rmax)

の一意性であるが、

(a) 31にて RBGが 0を出力したとき

停止時における (rmin, rmax)を任意に 2つとり、そ

れぞれ (0, R1MAX)、(0, R2MAX)とおく。

補題 2の (2)より、0、R1MAX、R2MAX はいずれも

DRf の元であるはずだが、もしもR1MAX < R2MAX

であれば、0 < r < R2MAX となる r = R1MAX が

DRf に含まれていることになり、補題 2 の (3) に

矛盾する。一方 R1MAX > R2MAX のときも同様

に、0 < r < R1MAX となる r = R2MAX が DRf

に含まれていることになり、矛盾する。よって、

R1MAX = R2MAX となる。

しかし、先ほど (0, R1MAX)と (0, R2MAX)は任意に

とっていたので、結局、停止時の (rmin, rmax)が一

意であったということになる。

(b) 31にて RBGが 1を出力したとき

停止時における (rmin, rmax)を任意に 2つとり、そ

れぞれ (R1MIN , 0)、(R2MIN , 0)とおく。
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補題 2の (2)より、R1MIN、R2MIN、0はいずれもDRf

の元であるはずだが、もしもR1MIN < R2MINであれ

ば、R1MIN < r < 0となる r = R2MIN が DRf に含

まれていることになり、補題 2の (3)に矛盾する。一方

R1MIN > R2MIN のときも同様に、R2MIN < r < 0

となる r = R1MIN が DRf に含まれていることにな

り、矛盾する。よって、R1MIN = R2MIN となる。

しかし、先ほど (R1MIN , 0)と (R2MIN , 0)は任意に

とっていたので、結局、停止時の (rmin, rmax)が一

意であったということになる。

(iii) x > 0のとき

擬似コードより、正の数を出力しうるのは 31と 32の

ときのみである。32では rmaxを出力しており、また、

31においても rmin ≤ 0、rmax ≥ 0となるため、いず

れにせよ rmax を出力している。よって、x = rmax で

ある。

次に停止時の (rmin, rmax) の一意性であるが、停止

時おける (rmin, rmax) を任意に 2 つとり、それぞれ

(R1MIN , x)、(R2MIN , x)とおく。

補題 2の (2)より、R1MIN、R2MIN、xはいずれもDRf

の元であるはずだが、もしもR1MIN < R2MIN であれ

ば、R1MIN < r < xとなる r = R2MIN が DRf に含

まれていることになり、補題 2の (3)に矛盾する。一方

R1MIN > R2MIN のときも同様に、R2MIN < r < x

となる r = R1MIN が DRf に含まれていることにな

り、矛盾する。よって、R1MIN = R2MIN となる。

しかし、先ほど (R1MIN , x)と (R2MIN , x)は任意に

とっていたので、結局、停止時の (rmin, rmax)が一意

であったということになる。

以上、題意は示せた。

3.3.2.2 補題 3と乱数生成確率

RDGが xを出力して停止したとき、停止時の rmin と

rmax が与えられれば、RDGがその (rmin, rmax)に至って

停止する確率を求めることが可能である。

まず、rminと rmaxが与えられているので、rminと rmax

の定義から、

umin[n] = F (rmin)

umax[n] = F (rmax)

により、umin[n]と umax[n]を求めることができる。

また、補題 1より、このようにして求められた umin[n]

と umax[n]を用いれば、
n = log 1

2
(umax[n]− umin[n])

= log 1
2
(F (rmax)− F (rmin))

b0 = 0

bk = umin[n]の二進数表記時における小数点以下 k桁目

により、nと bも求めることが可能である。

さらに、擬似コードの 31で出力された値であるかどう

かは、rmin と rmax が異符号 (0と非 0の場合を含む)であ

るかどうかで判定することが可能である。(異符号ならば

31で出力された値である。)

これらの準備のもとで、

• rmin と rmax が異符号 (0と非 0の場合を含む)

擬似コードの 31で生成されているので、求める確率は、

– 10にて RBGが k反復目で bk を出力する確率

– 31にてRBGが 0/1を出力し、RDGが rmin/rmaxを

出力する確率

の積で表される。

RBGは 0と 1を等確率に出力するので、結局、(
1

2

)n

×
(
1

2

)
=

(
1

2

)n+1

=

(
1

2

)log 1
2
(F (rmax)−F (rmin))+1

=
F (rmax)− F (rmin)

2

である。

• rmin と rmax が同符号 (0と非 0の場合は除く)

擬似コードの 32または 33で生成されているので、求

める確率は、

– 10にて RBGが k反復目で bk を出力する確率

で表される。

RBGは 0と 1を等確率に出力するので、結局、(
1

2

)n

=

(
1

2

)log 1
2
(F (rmax)−F (rmin))

= F (rmax)− F (rmin)

である。

以上の方法により、RDGがその (rmin, rmax)に至って停

止し、xを出力する確率を求めることが可能である。

さて、補題 3より、x = 0ならば停止時の (rmin, rmax)

の組はちょうど二通り、x ̸= 0ならば停止時の (rmin, rmax)

の組はただ一つとなる。すなわち、何らかの方法で全て (1

組または 2組)の (rmin, rmax)を求めれば、それぞれにつ

いて上記の方法で確率を求め、足し合わせることで、RDG

が xを出力する確率を求めることが可能となる。

3.3.3 補題 4

任意の r ∈ Rに対して、

{d ∈ DRf | d < r}

には最大元が存在し、

{d ∈ DRf | r < d}

には最小元が存在する。
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3.3.3.1 補題 4の証明

DRfは (b, h)離散化条件を満たすので、w = max
(
h, h

b |r|
)

とおくと、

X = {d ∈ DRf | r − w ≤ d < r}

Y = {d ∈ DRf | r < d ≤ r + w}

はいずれも空集合にはならない。よって、Xに最大元が、
Yに最小元が存在することを言えば良い。
また、証明のための準備として、関数

g (t) =
F (t+ h)− F (t)

2

の t ∈ [r − w − h, r + w]における最小値をM とおく。F

の単調増加性、及び、F は 0以上 1以下であることから、

0 <
F (t+ h)− F (t)

2

≤ F (t+ h)

2

≤ 1

2

が得られるので、0 < M ≤ 1
2 である。

なお、実際の証明は背理法により行う。

(i) Xに最大元が存在しないと仮定すると
すなわち、

∀d ∈ X, ∃d′ ∈ X s.t. d < d′

が成立すると仮定すると、

U′ = {F (d) | d ∈ X}

で定義される U′ は無限集合となる。よって、

u1 < u2 ≤ u1 +M

を満たす u1, u2 ∈ U′ をとることができる。

このような u1 と u2 に対して、d1 と d2 をそれぞれ、

d1 = F−1 (u1)

d2 = F−1 (u2)

とおくと、F−1 の単調増加性より、d1 < d2 であるこ

と、また、U′ と Xの定義より、d1, d2 ∈ X ⊂ DRf で

あることが言える。

(a) d1 < 0のとき

RDG が d1 を出力して停止したときを考える。な

お、k反復目における rmin と rmax の値をそれぞれ、

rmin[k]と rmax[k]で表す。つまり、

rmin[k] = F−1 (umin[k])

rmax[k] = F−1 (umax[k])

とする。

まず、停止時 (n反復目)について考えると、d1 < 0

であることから、補題 3より、

rmin[n] = d1

となる。また、d2 ∈ DRf であることから、補題 2の

(2)より、

d1 = rmin[n]

< rmax[n]

≤ d2

となる。よって、nについて、補題 1から、

n = log 1
2
(umax[n]− umin[n])

= log 1
2
(F (rmax[n])− F (rmin[n]))

= log 1
2
(F (rmax[n])− F (d1))

≥ log 1
2
(F (d2)− F (d1))

= log 1
2
(u2 − u1)

≥ log 1
2
M

となる。

次に、(n− 1)反復目の

rmax[n− 1]− rmin[n− 1]

について考える。擬似コードから、

rmax − rmin ≤ h

であればその時点で RDG は停止してしまうので、

RDGが n反復目を迎えるためには、少なくとも、

rmax[n− 1]− rmin[n− 1] > h

が必要条件となる。

(1) bn = 0のとき

rmax[n− 1]− rmin[n− 1]を求めると、

rmax[n− 1]− rmin[n− 1]

= F−1 (umax[n− 1])− F−1 (umin[n− 1])

= F−1

(
umin[n] +

(
1

2

)n−1
)

− F−1 (umin[n])

= F−1

(
F (rmin[n]) +

(
1

2

)n−1
)

− F−1 (F (rmin[n]))

= F−1

(
F (d1) +

(
1

2

)n−1
)

− F−1 (F (d1))

≤ F−1 (F (d1) + 2M)− d1
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となる。また、d1 ∈ Xであるので、

r − w ≤ d1 < r

となり、M の定義より、

2M ≤ 2g (d1)

= F (d1 + h)− F (d1)

となるので、F−1 の単調増加性より、

rmax[n− 1]− rmin[n− 1] ≤ F−1 (F (d1) + 2M)− d1

≤ F−1 (F (d1 + h))− d1

= d1 + h− d1

= h

となり、矛盾する。

(2) bn = 1のとき

rmax[n− 1]− rmin[n− 1]を求めると、

rmax[n− 1]− rmin[n− 1]

= F−1 (umax[n− 1])− F−1 (umin[n− 1])

= F−1 (umax[n])

− F−1

(
umax[n]−

(
1

2

)n−1
)

≤ F−1 (umax[n])− F−1 (umax[n]− 2M)

となる。また、d1 < rmax[n] ≤ d2であったので、

d1, d2 ∈ Xと併せて、

r − w − h ≤ d1 − h

< rmax[n]− h = F−1 (umax[n])− h

≤ d2 − h

< r − h

となり、M の定義より、

2M ≤ 2g
(
F−1 (umax[n])− h

)
= umax[n]− F

(
F−1 (umax[n]− h)

)
となるので、F−1 の単調増加性より、

rmax[n− 1]− rmin[n− 1]

≤ F−1 (umax[n])− F−1 (umax[n]− 2M)

≤ F−1 (umax[n])

− F−1
(
F
(
F−1 (umax[n])− h

))
= F−1 (umax[n])− F−1 (umax[n]) + h

= h

となり、矛盾する。

(b) 0 ≤ d1 のとき

RDG が d2 を出力して停止したときを考える。な

お、k反復目における rmin と rmax の値をそれぞれ、

rmin[k]と rmax[k]で表す。つまり、

rmin[k] = F−1 (umin[k])

rmax[k] = F−1 (umax[k])

とする。

まず、停止時 (n反復目)について考えると、0 ≤ d1 <

d2 であることから、補題 3より、

rmax[n] = d2

となる。また、d1 ∈ DRf であることから、補題 2の

(2)より、

d1 ≤ rmin[n]

< rmax[n] = d2

となる。よって、nについて、補題 1から、

n = log 1
2
(umax[n]− umin[n])

= log 1
2
(F (rmax[n])− F (rmin[n]))

= log 1
2
(F (d2)− F (rmin[n]))

≥ log 1
2
(F (d2)− F (d1))

= log 1
2
(u2 − u1)

≥ log 1
2
M

となる。

次に、(n− 1)反復目の

rmax[n− 1]− rmin[n− 1]

について考える。(i)-(a)と同様に、RDGが n反復目

を迎えるためには、少なくとも、

rmax[n− 1]− rmin[n− 1] > h

が必要条件となる。

(1) bn = 0のとき

rmax[n− 1]− rmin[n− 1]を求めると、

rmax[n− 1]− rmin[n− 1]

= F−1 (umax[n− 1])− F−1 (umin[n− 1])

= F−1

(
umin[n] +

(
1

2

)n−1
)

− F−1 (umin[n])

≤ F−1 (umin[n] + 2M)− F−1 (umin[n])

となる。また、d1 ≤ rmin[n] < d2であったので、
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d1, d2 ∈ Xと併せて、

r − w ≤ d1

≤ rmin[n] = F−1 (umin[n])

< d2

< r

となり、M の定義より、

2M ≤ 2g
(
F−1 (umin[n])

)
= F

(
F−1 (umin[n]) + h

)
− umin[n]

となるので、F−1 の単調増加性より、

rmax[n− 1]− rmin[n− 1]

≤ F−1 (umin[n] + 2M)− F−1 (umin[n])

≤ F−1
(
F
(
F−1 (umin[n]) + h

))
− F−1 (umin[n])

= F−1 (umin[n]) + h− F−1 (umin[n])

= h

となり、矛盾する。

(2) bn = 1のとき

rmax[n− 1]− rmin[n− 1]を求めると、

rmax[n− 1]− rmin[n− 1]

= F−1 (umax[n− 1])

− F−1 (umin[n− 1])

= F−1 (umax[n])

− F−1

(
umax[n]−

(
1

2

)n−1
)

= F−1 (F (rmax[n]))

− F−1

(
F (rmax[n])−

(
1

2

)n−1
)

= F−1 (F (d2))

− F−1

(
F (d2)−

(
1

2

)n−1
)

≤ d2 − F−1 (F (d2)− 2M)

となる。また、d2 ∈ Xであるので、

r − w − h ≤ d2 − h < r − h

となり、M の定義より、

2M ≤ 2g (d2 − h)

= F (d2)− F (d2 − h)

となるので、F−1 の単調増加性より、

rmax[n− 1]− rmin[n− 1] ≤ d2 − F−1 (F (d2)− 2M)

≤ d2 − F−1 (F (d2 − h))

= d2 − d2 + h

= h

となり、矛盾する。

(ii) Yに最小元が存在しないと仮定すると
すなわち、

∀d ∈ Y, ∃d′ ∈ Y s.t. d′ < d

が成立すると仮定すると、

U′ = {F (d) | d ∈ Y}

で定義される U′ は無限集合となる。よって、

u2 −M ≤ u1 < u2

を満たす u1, u2 ∈ U′ をとることができる。

これ以降の議論は、(i)と同様である。

3.3.4 補題 5

DRf に対して、正の最小要素を m+、負の最大要素を

m− とおき (そのようなm− とm+ が存在することは、補

題 4より明らかである)、roundDRf
として次のようなもの

を考えれば、roundDRf
は丸め健全である。

ただし、

mid (r1, r2) = F−1

(
F (r1) + F (r2)

2

)

とする。

なお、F とF−1はともに順序を保存する関数であるので、

rα ≤ rβ ⇒

{
mid (r, rα) ≤ mid (r, rβ)

mid (rα, r) ≤ mid (rβ , r)

となる。さらに、

mid (r, r) = F−1

(
F (r) + F (r)

2

)
= F−1 (F (r))

= r

である。
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roundDRf
(r)� �

(i) r < m− のとき

{d ∈ DRf | d ≤ r}の最大元を返す。
(ii) m− ≤ r ≤ m+ のとき

(a) 0 /∈ DRf のとき

(1) m− ≤ r < mid (m−,m+)のとき

m− を返す。

(2) mid (m−,m+) ≤ r ≤ m+ のとき

m+ を返す。

(b) 0 ∈ DRf のとき

(1) m− ≤ r < mid (m−, 0)のとき

m− を返す。

(2) mid (m−, 0) ≤ r ≤ mid (0,m+)のとき

0を返す。

(3) mid (0,m+) < r ≤ m+ のとき

m+ を返す。

(iii) m+ < rのとき

{d ∈ DRf | r ≤ d}の最小元を返す。� �
3.3.4.1 補題 5の証明

丸め健全であるための条件である、全域一意性・同一性・

連続性を順次示す。

• 全域一意性
各 r ∈ R に対して、roundDRf

(r) がちょうど一つの

d ∈ DRf に対応することを言えば良い。

(i) r < m− のとき

roundDRf
(r)の定義である最大元は、存在するなら

ば一意であることが明らかなので、存在性について

のみ証明すればよいが、

{d ∈ DRf | d < r}

に最大元が存在することは補題 4にて既に示されて

いるので、

{d ∈ DRf | d ≤ r}

に最大元が存在することは明らかである。

(ii) m− ≤ r ≤ m+ のとき

roundDRf
の定義より明らか。

(iii) m+ < rのとき

roundDRf
(r)の定義である最小元は、存在するなら

ば一意であることが明らかなので、存在性について

のみ証明すればよいが、

{d ∈ DRf | r < d}

に最小元が存在することは補題 4にて既に示されて

いるので、

{d ∈ DRf | r ≤ d}

に最小元が存在することは明らかである。

• 同一性
各 d ∈ DRf に対して、roundDRf

(d) = d を示せば

良い。

(i) d < m− のとき

roundDRf
の定義より、r = dのとき、

d ∈ {d′ ∈ DRf | d′ ≤ r = d}

となるので、この最大元は d となる、つまり、

roundDRf
(d) = dである。

(ii) m− ≤ d ≤ m+ のとき

(a) 0 /∈ DRf のとき

dとして考えられるのは、m−とm+のみである

が、roundDRf
の定義より、確かに、

roundDRf

(
m−) = m−

roundDRf

(
m+
)
= m+

となる。

(b) 0 ∈ DRf のとき

dとして考えられるのは、m−と 0とm+のみで

あるが、roundDRf
の定義より、確かに、

roundDRf

(
m−) = m−

roundDRf
(0) = 0

roundDRf

(
m+
)
= m+

となる。

(iii) m+ < dのとき

roundDRf
の定義より、r = dのとき、

d ∈ {d′ ∈ DRf | d′ ≥ r = d}

となるので、この最小元は d となる、つまり、

roundDRf
(d) = dである。

• 連続性
各 p, q ∈ Rに対して、

roundX (p) = roundX (q) = x

となるならば、任意の t ∈ [0, 1]に対して、

roundX (t ∗ p+ (1− t) ∗ q) = x

となることを示せば良い。

なお、p = qであるときや、t = 0または t = 1のとき

は自明であるので、以下では p ̸= qとし、t ∈ (0, 1)の

ときのみを示す。

(i) p < m− のとき

roundDRf
の定義より、

roundDRf
(p) < m−
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である。また、m− ≤ qならば、

m− ≤ roundDRf
(q)

となるので、結局 q < m− のときのみを考えれば

良い。

さ て 、任 意 の 実 数 t ∈ (0, 1) に 対 し て 、

(t ∗ p+ (1− t) ∗ q) は p と q の間の値であるこ

とから、

t ∗ p+ (1− t) ∗ q < max (p, q) < m−

となるので、

roundDRf
(t ∗ p+ (1− t) ∗ q)

の値は、

{d ∈ DRf | d ≤ t ∗ p+ (1− t) ∗ q}

の最大元となる。

また、仮定より、

roundDRf
(p) = roundDRf

(q) = x

であるので、

{d ∈ DRf | d ≤ p}

{d ∈ DRf | d ≤ q}

の最大元はいずれも xである。よって、pと qの間の

値、及び、max (p, q)は、DRf に含まれていないこと

になる。ゆえに、

{d ∈ DRf | d ≤ t ∗ p+ (1− t) ∗ q}

の最大元は、

{d ∈ DRf | d ≤ min (p, q)}

の最大元と一致する。無論、これは xと等しいので、

結局、

roundDRf
(t ∗ p+ (1− t) ∗ q) = x

となる。

(ii) m− ≤ p ≤ m+ のとき

roundDRf
の定義より、

m− ≤ roundDRf
(p) ≤ m+

である。また、q < m− ならば、

roundDRf
(q) < m−

となり、m+ < qならば、

m+ < roundDRf
(q)

となるので、結局 m− ≤ q ≤ m+ のときのみを考え

れば良い。

(a) 0 /∈ DRf のとき

(1) m− ≤ p < mid (m−,m+)のとき

roundDRf
の定義より、

roundDRf
(p) = m−

である。また、

roundDRf
(q) = roundDRf

(p) = m−

となるためには、

m− ≤ q < mid
(
m−,m+

)
が必要である。

さて、任意の実数 t ∈ (0, 1) に対して、

(t ∗ p+ (1− t) ∗ q) は p と q の間の値であ

ることから、

m− ≤ min (p, q)

< t ∗ p+ (1− t) ∗ q

< max (p, q) < mid
(
m−,m+

)
となっているはずなので、

roundDRf
(t ∗ p+ (1− t) ∗ q) = m−

となる。

(2) mid (m−,m+) ≤ p ≤ m+ のとき

(ii)-(a)-(1)と同様である。

(b) 0 ∈ DRf のとき

(1) m− ≤ p < mid (m−, 0)のとき

(2) mid (m−, 0) ≤ p ≤ mid (0,m+)のとき

(3) mid (0,m+) < p ≤ m+ のとき

いずれも (ii)-(a)-(1)と同様である。

(iii) m+ < pのとき

roundDRf
の定義より、

m+ < roundDRf
(q)

である。また、q ≤ m+ ならば、

roundDRf
(q) ≤ m+

となるので、結局 m+ < q のときのみを考えれば

良い。

さ て 、任 意 の 実 数 t ∈ (0, 1) に 対 し て 、

(t ∗ p+ (1− t) ∗ q) は p と q の間の値であるこ

とから、
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m+ < min (p, q) < t ∗ p+ (1− t) ∗ q

となるので、

roundDRf
(t ∗ p+ (1− t) ∗ q)

の値は、

{d ∈ DRf | t ∗ p+ (1− t) ∗ q ≤ d}

の最小元となる。

また、仮定より、

roundDRf
(p) = roundDRf

(q) = x

であるので、

{d ∈ DRf | p ≤ d}

{d ∈ DRf | q ≤ d}

の最小元はいずれも xである。よって、pと qの間の

値、及び、min (p, q)は、DRf に含まれていないこと

になる。ゆえに、

{d ∈ DRf | t ∗ p+ (1− t) ∗ q ≤ d}

の最小元は、

{d ∈ DRf | max (p, q) ≤ d}

の最小元と一致する。無論、これは xと等しいので、

結局、

roundDRf
(t ∗ p+ (1− t) ∗ q) = x

となる。

以上から、roundDRf
は上記の性質全てを満たすため、丸

め健全である。

3.3.5 補題 6

補題 5 で定義した roundDRf
に対して、その逆像

round−1
DRf

[{d}]は、次のようになる。
ただし、各 d ∈ DRf に対して、dprevDRf

(d)と dnextDRf
(d)

をそれぞれ次のように定義する。

dprevDRf
(d) : {d′ ∈ DRf | d′ < d}の最大元

dnextDRf
(d) : {d′ ∈ DRf | d < d′}の最小元

このような dprevDRf
(d)と dnextDRf

(d)が任意の d ∈ DRf

で定義されていることは、補題 4から明らかである。

(i) d < m− のとき

round−1
DRf

[{d}] =
{
r ∈ R | d ≤ r < dnextDRf

(d)
}

(ii) m− ≤ d ≤ m+ のとき

(a) 0 /∈ DRf のとき

(1) d = m− のとき

round−1
DRf

[{d}] =
{
r ∈ R | m− ≤ r < mid

(
m−,m+

)}
(2) d = m+ のとき

round−1
DRf

[{d}] =
{
r ∈ R | mid

(
m−,m+

)
≤ r ≤ m+

}
(b) 0 ∈ DRf のとき

(1) d = m− のとき

round−1
DRf

[{d}] =
{
r ∈ R | m− ≤ r < mid

(
m−, 0

)}
(2) d = 0のとき

round−1
DRf

[{d}]

=
{
r ∈ R | mid

(
m−, 0

)
≤ r ≤ mid

(
0,m+

)}
(3) d = m+ のとき

round−1
DRf

[{d}] =
{
r ∈ R | mid

(
0,m+

)
< r ≤ m+

}
(iii) m+ < dのとき

round−1
DRf

[{d}] =
{
r ∈ R | dprevDRf

(d) < r ≤ d
}

3.3.5.1 補題 6の証明

逆像の定義より、各 d ∈ DRf に対して、roundDRf
(r) = d

となる r ∈ Rの範囲を求めればよい。
(i) d < m− のとき

roundDRf
の定義より、d < m− ならば、

roundDRf
(d) < m−

であり、m− ≤ rならば、

d < m− ≤ roundDRf
(r)

であるので、

roundDRf
(r) = d

となるためには、r < m− が必要条件となる。

(a) r < dのとき

{d′ ∈ DRf | d′ ≤ r < d}

の最大元は明らかに d未満であり、roundDRf
(r) = d

となりえない。

(b) d ≤ r < dnextDRf
(d)のとき

このとき、{
d′ ∈ DRf | d′ ≤ r < dnextDRf

(d)
}

は dを含んでおり、かつ、dnextDRf
の定義から、DRf

は dと dnextDRf
(d)の間に元を持たないので、確か

に dが最大元となっている、つまり、
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roundDRf
(r) = d

となっている。

(c) dnextDRf
(d) ≤ rのとき

{d′ ∈ DRf | d′ ≤ r}

には、dnextDRf
(d)が含まれているので、dが最大元

となることはない。

よって、roundDRf
(r) = d となるのは、d ≤ r <

dnextDRf
(d)のときのみである。

(ii) m− ≤ d ≤ m+ のとき

roundDRf
の定義より、r < m− ならば、

roundDRf
(r) < m−

であり、m+ < rならば、

roundDRf
(r) > m+

であるので、

m− ≤ roundDRf
(r) ≤ m+

となりうるのは、m− ≤ r ≤ m+ のときに限られる。

(a) 0 /∈ DRf のとき

dとして考えられるのは、m− とm+ のみであるが、

補題 5の (ii)-(a)より、

roundDRf
(r) = m−

となるのは、

m− ≤ r < mid
(
m−,m+

)
のときのみであり、

roundDRf
(r) = m+

となるのは、

mid
(
m−,m+

)
≤ r ≤ m+

のときのみである。

(b) 0 ∈ DRf のとき

dとして考えられるのは、m−と 0とm+のみである

が、補題 5の (ii)-(b)より、

roundDRf
(r) = m−

となるのは、

m− ≤ r < mid
(
m−, 0

)
のときのみであり、

roundDRf
(r) = 0

となるのは、

mid
(
m−, 0

)
≤ r ≤ mid

(
0,m+

)
のときのみであり、

roundDRf
(r) = m+

となるのは、

mid
(
0,m+

)
< r ≤ m+

のときのみである。

(iii) m+ < dのとき

roundDRf
の定義より、m+ < dならば、

m+ < roundDRf
(d)

であり、r ≤ m+ ならば、

roundDRf
(r) ≤ m+ < d

であるので、

roundDRf
(r) = d

となるためには、m+ < rが必要条件となる。

(a) r ≤ dprevDRf
(d)のとき

{d′ ∈ DRf | r ≤ d′}

には、dprevDRf
(d)が含まれているので、dが最小元

となることはない。

(b) dprevDRf
(d) < r ≤ dのとき

このとき、

{
d′ ∈ DRf | dprevDRf

(d) < r ≤ d′
}

は dを含んでおり、かつ、dprevDRf
の定義から、DRf

は dprevDRf
(d)と dの間に元を持たないので、確か

に dが最小元となっている、つまり、

roundDRf
(r) = d

となっている。

(c) d < rのとき

{d′ ∈ DRf | d < r ≤ d′}

の最小元は明らかに dより大きく、roundDRf
(r) = d

となりえない。

よって、roundDRf
(r) = dとなるのは、dprevDRf

(d) <

r ≤ dのときのみである。
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3.3.6 確率密度関数 f に従うことの証明

補題 5で定義した roundDRf
が、任意の d ∈ DRf に対し

て、(1)式

P (d) =

∫
round−1

DRf
[{d}]

f (r) dr

を満たすことを証明すれば十分である。

証明の流れとしては、まず各 d ∈ DRf に対して、そのよう

な dを出力して停止するような、停止時の (rmin, rmax)とし

て考えられうる全ての組を求める。その各組 (rmin, rmax)

に対して、(rmin, rmax)で停止して dを出力する確率を、

3.3.2.2章にて述べた方法で求める。(これがP (d)である。)

一方で、補題 6で得られた round−1
DRf
を用いて (1)式の右辺

を計算し、先ほど求めた P (d)と一致することを確認する。

(i) d < m− < 0のとき

補題 3より、d < 0を出力して停止したとき、

rmin = d

となる。また、dnextDRf
(d) ∈ DRf であることから、

補題 2の (3)より、

d = rmin

< rmax

≤ dnextDRf
(d)

となるが、ここで、rmax < dnextDRf
(d)であるなら

ば、補題 2の (2)より、

d = rmin

< rmax ∈ DRf

< dnextDRf
(d)

となり、dnextDRf
の定義に矛盾する。

ゆえに、RDG が d を出力したとき、停止時の

(rmin, rmax)は
(
d, dnextDRf

(d)
)
のみである。

よって、3.3.2.2章より、

P (d) = F (rmax)− F (rmin)

= F
(
dnextDRf

(d)
)
− F (d)

=

∫ dnextDRf (d)

d

f (r) dr

となり、補題 6から、∫
round−1

DRf
[{d}]

f (r) dr =

∫ dnextDRf (d)

d

f (r) dr

が得られるので、(1)式が成立する。

(ii) m− ≤ d ≤ m+ のとき

(a) 0 /∈ DRf のとき

dとして考えられるのは、m− とm+ のみである。

(1) d = m− < 0のとき

補題 3より、m− < 0を出力して停止したとき、

rmin = m−

となる。また、m+ ∈ DRf であることから、補

題 2の (3)より、

m− = rmin

< rmax

≤ m+

となるが、ここで、rmax < m+ であるならば、

補題 2の (2)より、

m− = rmin

< rmax(̸= 0) ∈ DRf

< m+

となり、m− またはm+ の定義に矛盾する。

ゆえに、RDGがm−を出力したとき、停止時の

(rmin, rmax)は (m−,m+)のみである。

よって、3.3.2.2章より、

P
(
m−) = F (rmax)− F (rmin)

2

=
F (m+)− F (m−)

2

となり、補題 6から、∫
roundDRf

f (r) dr =

∫ mid(m−,m+)

m−
f (r) dr

= F
(
mid

(
m−,m+

))
− F

(
m−)

= F

(
F−1

(
F (m−) + F (m+)

2

))
− F

(
m−)

=
F (m−) + F (m+)

2
− F

(
m−)

=
F (m+)− F (m−)

2

が得られるので、(1)式が成立する。

(2) d = m+ > 0のとき

補題 3より、m+ > 0を出力して停止したとき、

rmax = m+

となる。また、m− ∈ DRf であることから、補

題 2の (3)より、

m− ≤ rmin

< rmax = m+

となるが、ここで、m− < rmin であるならば、
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補題 2の (2)より、

m− < rmin( ̸= 0) ∈ DRf

< rmax = m+

となり、m− またはm+ の定義に矛盾する。

ゆえに、RDGがm+を出力したとき、停止時の

(rmin, rmax)は (m−,m+)のみである。

よって、3.3.2.2章より、

P
(
m+
)
=

F (rmax)− F (rmin)

2

=
F (m+)− F (m−)

2

となり、補題 6から、∫
roundDRf

f (r) dr =

∫ m+

mid(m−,m+)

f (r) dr

= F
(
m+
)
− F

(
mid

(
m−,m+

))
= F

(
m+
)
− F (m−) + F (m+)

2

=
F (m+)− F (m−)

2

が得られるので、(1)式が成立する。

(b) 0 ∈ DRf のとき

dとして考えられるのは、m−と 0とm+のみである。

(1) d = m− < 0のとき

補題 3より、m− < 0を出力して停止したとき、

rmin = m−

となる。また、0 ∈ DRf であることから、補題 2

の (3)より、

m− = rmin

< rmax

≤ 0

となるが、ここで、rmax < 0であるならば、補

題 2の (2)より、

m− = rmin

< rmax ∈ DRf

< 0

となり、m− の定義に矛盾する。

ゆえに、RDGがm−を出力したとき、停止時の

(rmin, rmax)は (0,m−)のみである。

よって、3.3.2.2章より、

P
(
m−) = F (rmax)− F (rmin)

2

=
F (0)− F (m−)

2

となり、補題 6より、∫
roundDRf

f (r) dr =

∫ mid(m−,0)

m−
f (r) dr

= F
(
mid

(
m−, 0

))
− F

(
m−)

= F

(
F−1

(
F (m−) + F (0)

2

))
− F

(
m−)

=
F (m−) + F (0)

2
− F

(
m−)

=
F (0)− F (m−)

2

が得られるので、(1)式が成立する。

(2) d = 0のとき

補題 3より、0を出力して停止するのは、擬似

コードの 31にて RBGが 0を出力した場合と 1

を出力した場合において、各々 1通りずつの合

計 2通りが考えられる。

そこで、それぞれの場合について、停止時の

(rmin, rmax)を求めていく。

• RBGが 0を出力した結果として 0が出力さ

れた場合

rmin = 0

となる。また、m+ ∈ DRf であることから、

補題 2の (3)より、

0 = rmin

< rmax

≤ m+

となるが、ここで、rmax < m+ であるなら

ば、補題 2の (2)より、

0 = rmin

< rmax ∈ DRf

< m+

となり、m+ の定義に矛盾する。

ゆえに、この場合においては、停止時の

(rmin, rmax)は (0,m+)のみである。

• RBGが 1を出力した結果として 0が出力さ

れた場合

rmax = 0

となる。また、m− ∈ DRf であることから、

補題 2の (3)より、

m− ≤ rmin

< rmax = 0
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となるが、ここで、m− < rmin であるなら

ば、補題 2の (2)より、

m− < rmin ∈ DRf

< rmax = 0

となり、m− の定義に矛盾する。

ゆえに、この場合においては、停止時の

(rmin, rmax)は (m−, 0)のみである。

以上、RDG が 0 を出力したとき、停止時の

(rmin, rmax)は (m−, 0)と (0,m+)のみである。

よって、3.3.2.2章より、

P (0) =
F (0)− F (m−)

2
+

F (m+)− F (0)

2

=
F (m+)− F (m−)

2

となり、補題 6より、∫
roundDRf

f (r) dr =

∫ mid(0,m+)

mid(m−,0)

f (r) dr

= F
(
mid

(
0,m+

))
− F

(
mid

(
m−, 0

))
= F

(
F−1

(
F (0) + F (m+)

2

))
− F (m−) + F (0)

2

=
F (0) + F (m+)

2

− F (m−) + F (0)

2

=
F (m+)− F (m−)

2

が得られるので、(1)式が成立する。

(3) d = m+ > 0のとき

補題 3より、m+ > 0を出力して停止したとき、

rmax = m+

となる。また、0 ∈ DRf であることから、補題 2

の (3)より、

0 ≤ rmin

< rmax = m+

となるが、ここで、0 < rmin であるならば、補

題 2の (2)より、

0 < rmin ∈ DRf

< rmax = m+

となり、m+ の定義に矛盾する。

ゆえに、RDGがm+を出力したとき、停止時の

(rmin, rmax)は (0,m+)のみである。

よって、3.3.2.2章より、

P
(
m+
)
=

F (rmax)− F (rmin)

2

=
F (m+)− F (0)

2

となり、補題 6より、∫
roundDRf

f (r) dr =

∫ m+

mid(0,m+)

f (r) dr

= F
(
m+
)
− F

(
mid

(
0,m+

))
= F

(
m+
)
− F (0) + F (m+)

2

=
F (m+)− F (0)

2

が得られるので、(1)式が成立する。

(iii) 0 < m+ < dのとき

補題 3より、d > 0を出力して停止したとき、

rmax = d

となる。また、dprevDRf
(d) ∈ DRf であることから、

補題 2の (3)より、

dprevDRf
(d) ≤ rmin

< rmax = d

となるが、ここで、dprevDRf
(d) < rmin であるなら

ば、補題 2の (2)より、

dprevDRf
(d) < rmin ∈ DRf

< rmax = d

となり、dprevDRf
の定義に矛盾する。

ゆえに、RDG が d を出力したとき、停止時の

(rmin, rmax)は
(
dprevDRf

(d) , d
)
のみである。

よって、3.3.2.2章より、

P (d) = F (rmax)− F (rmin)

= F (d)− F
(
dprevDRf

(d)
)

=

∫ d

dprevDRf (d)

f (r) dr

となり、補題 6から、∫
round−1

DRf
[{d}]

f (r) dr =

∫ d

dprevDRf (d)

f (r) dr

が得られるので、(1)式が成立する。

4. 実験

4.1 目的

ここまでで、提案手法の正当性を実数上において証明し

た。この章では、単純に IEEE754倍精度浮動小数点数を

用いた場合の挙動について調べる。
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4.2 方法

4.2.1 乱数生成器

• 提案手法
(b, h) 間隔条件を満たすよう指定した RDG を、

RDG (b, h)と呼ぶこととする。なお、今回は IEEE754

倍精度浮動小数点数を用いることに対応して、b = B =

2−1022 とした。

• 逆変換法
比較相手として、当アルゴリズムの基となっている、

逆変換法を用いる。逆変換法とは、[0, 1]上の一様乱数

uを用いて、F (r) = uを満たす r を求めることによ

り、希望の分布に従う乱数 rを得る方法である。ここ

で、仮定より F は単調増加関数であるので、rは一意

に存在する。

なお、nビットの一様乱数 U (n)、すなわち、

U (n) =

{
k

2n + 1
| 1 ≤ k ∈ N ≤ 2n

}
を一様乱数として用いる逆変換法乱数生成器を、

ITM (n)と呼ぶこととする。(ITM = Inverse Trans-

formation Method)

4.2.2 分布

今回使用した確率分布を表 1に示す。

分布名 確率密度関数 累積分布関数逆関数

ラプラス分布 (r < 0) er

2
r = log (2u)

ラプラス分布 (0 ≤ r) e−r

2
r = − log (2 (1− u))

ロジスティック分布 e−r

(1+e−r)2
r = − log

(
1
u
− 1

)
コーシー分布 1

π(r2+1)
r = tan

(
π
(
u− 1

2

))
表 1 確率分布

4.2.3 データ

乱数生成器 RNG(RNG ∈ {RDG (B, h) , ITM (n)})
による生成される乱数の集合を RANDRNG とおき、

RANDRNG の最小元と最大元をそれぞれ RANDMIN と

RANDMAX とおく。このとき、各 d ∈ RANDRNG に対

して、dの両隣の元との相対間隔 Dist (d)を、次のように

定義する。

Dist (d) =



next(d)−d
next(d)

+
d−prev(d)
prev(d)

2 = 1 d = 0
next(d)−d

d d = RANDMIN

d−prev(d)
d d = RANDMAX

next(d)−d
d +

d−prev(d)
d

2

= next(d)−prev(d)
2d それ以外

ただし、

prev (d) : {r ∈ RANDRNG | r < d}の最大元

next (d) : {r ∈ RANDRNG | d < r}の最小元

である。

以上の準備の上で、次の二つをデータとして示す。ま

ず乱数生成範囲として、RANDMIN と RANDMAX を表

(表 3、表 5、表 7)に示す。次に出現値間隔として、横軸に

d ∈ RANDRNG を、縦軸に Dist (d)をプロットしたもの

を、図 (図 1、図 3、図 5)に示す。

4.3 結果と議論

図 5、表 7から、コーシー分布だけ他の分布と異なった

挙動を取っていることが分かる。これは、コーシー分布と

他の分布では、累積分布関数の逆関数が 0と 1付近で取る

挙動が異なっていることによるものと思われる。例えば、

lim
u→+0

F−1 (u)
1
u

が、コーシー分布だけ負の値 (−1
π )に収束するが、他の分布

では 0に収束する。さらに、実数上では F−1 (0)と F−1 (1)

は本来無限大になるはずだが、浮動小数点数で計算すると、

表 2の通り、コーシー分布だけ有限の値となることも原因

の一つであると考えられる。

また、図 1、図 3、表 3、表 5から、ラプラス分布とロジ

スティック分布では、左側のテールのみ改善されており、

右側のテールはほとんど改善されていないことが分かる。

これは、浮動小数点数が、0付近と 1付近で表現可能な値

の間隔が異なることが原因であると考えられる。例えば、

0の次の浮動小数点数は 2−1022−52 であるが、1の前の浮

動小数点数は 1− 2−52 であり、絶対間隔の差は 21022 倍で

ある。

これらのことから、提案手法は、単純に浮動小数点数へ

適用することができず、実装のためには、更なる議論が必

要であることが分かる。

分布名 F−1 (0) F−1 (1)

ラプラス分布 −∞ ∞
ロジスティック分布 −∞ ∞
コーシー分布 −1.633124× 1016 1.633124× 1016

表 2 計算機上での F−1 (0) と F−1 (1) の計算結果

4.4 対策

右側のテールが改善されないことへの対策として、内部

の演算において倍倍精度 [16–18]を用いた場合の結果を、

表 (表 4、表 6、表 8)と図 (図 2、図 4、図 6)に示す。

全ての分布において、右側のテールが改善していること

が分かる。特に、図 6から、コーシー分布においては、既

存逆変換法では、倍倍精度を用いても左側のテールしか改

善しないが、提案手法においては右側のテールも改善して

いる。

これらのことは、多倍長や可変長の浮動小数を用いるこ

とで、提案手法が実数上のみならず利用可能である可能性

を示唆しているものと思われる。
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乱数生成器 RANDMIN RABDMAX

RDG (B,B × 10−4) -743.1 35.35

RDG (B,B × 10−8) -743.1 35.35

RDG (B,B × 10−16) -743.1 35.35

ITM (32) -21.49 21.49

ITM (64) -43.67 36.04

ITM (1075) -743.7 36.04

表 3 乱数生成範囲 (ラプラス分布) : 倍精度使用
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図 1 相対間隔 (ラプラス分布) : 倍精度使用

乱数生成器 RANDMIN RABDMAX

RDG (B,B × 10−4) -743.1 743.1

RDG (B,B × 10−8) -743.1 743.1

RDG (B,B × 10−16) -743.1 743.1

ITM (32) -21.49 21.49

ITM (64) -43.67 36.04

ITM (1075) -743.7 36.04

表 4 乱数生成範囲 (ラプラス分布) : 倍倍精度使用
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図 2 相対間隔 (ラプラス分布) : 倍倍精度使用
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乱数生成器 RANDMIN RABDMAX

RDG (B,B × 10−4) -709.8 36.04

RDG (B,B × 10−8) -709.8 36.04

RDG (B,B × 10−16) -709.8 36.04

ITM (32) -22.18 22.18

ITM (64) -44.36 36.04

ITM (1075) -709.8 36.04

表 5 乱数生成範囲 (ロジスティック分布) : 倍精度使用
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図 3 相対間隔 (ロジスティック分布) : 倍精度使用

乱数生成器 RANDMIN RABDMAX

RDG (B,B × 10−4) -691.1 743.7

RDG (B,B × 10−8) -691.1 743.7

RDG (B,B × 10−16) -691.1 743.7

ITM (32) -22.18 22.18

ITM (64) -44.36 36.74

ITM (1075) -691.1 36.74

表 6 乱数生成範囲 (ロジスティック分布) : 倍倍精度使用
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図 4 相対間隔 (ロジスティック分布) : 倍倍精度使用
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乱数生成器 RANDMIN RABDMAX

RDG (B,B × 10−4) −1.633× 1016 1.375× 1015

RDG (B,B × 10−8) −1.633× 1016 1.375× 1015

RDG (B,B × 10−16) −1.633× 1016 1.375× 1015

ITM (32) −1.367× 109 1.367× 109

ITM (64) −1.633× 1016 1.633× 1016

ITM (1075) −1.633× 1016 1.633× 1016

表 7 乱数生成範囲 (コーシー分布) : 倍精度使用
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図 5 相対間隔 (コーシー分布) : 倍精度使用

乱数生成器 RANDMIN RABDMAX

RDG (B,B × 10−4) −1.633× 1016 1.633× 1016

RDG (B,B × 10−8) −1.633× 1016 1.633× 1016

RDG (B,B × 10−16) −1.633× 1016 1.633× 1016

ITM (32) −1.367× 109 1.367× 109

ITM (64) −1.629× 1016 1.633× 1016

ITM (1075) −1.633× 1016 1.633× 1016

表 8 乱数生成範囲 (コーシー分布) : 倍倍精度使用
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図 6 相対間隔 (コーシー分布) : 倍倍精度使用
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5. 関連研究

• テール領域の精度向上に関する取り組み
テール領域の精度向上に関しては、1.1章でも取り上

げたが、正規分布のテール領域における精度向上への

取り組みが挙げられる [14]。この論文では、主には正

規乱数生成器の紹介や分類、性能評価を行っているが、

その一部として、これまであまり注目されることのな

かったテール領域の精度に着目し、一様整数乱数を浮

動小数点数へ変換する際の方法について述べている。

• テール領域の乱数生成に関する取り組み
テール領域の乱数生成に関しては、1.1章でも取り上

げたが、テール領域を他の分布で近似すること無く、

高速な乱数生成を目指す取り組みが挙げられる [15]。

この論文では、単位正方形を確率密度関数の分位へ投

影する方法に対して、単位正方形を部分正方形へ分割

し、それぞれの部分正方形に事前計算を行うことで、

高速な乱数生成を達成している。

• テール領域の危険性に関する考察
テール領域の危険性に関して、パレート分布を例に考

察したものが挙げられる [19]。テール領域は絶対値の

大きい値で構成されていることから、出現確率が低く

ともシミュレーション結果に強い影響力を持ってい

るが、中にはシミュレーション対象にとって現実離れ

した値も含まれている。そのため、この論文では、シ

ミュレーションの長さに応じてテール領域を制限する

ことを提案している。

• 分布の離散化に関する取り組み (モーメント保持)

分布の離散化に関して、与えられたモーメントを保存

するような方法が挙げられる [20]。一般に、離散化し

た点の数はモーメントの制約による等式よりもはる

かに多く、一意に解けないことが多い。そのため、こ

の論文では、最大エントロピー原理 [21]に基づいて、

シャノンの情報量 [22]を最大化することで、分布を近

似している。その最大化における制約こそが、与えら

れたモーメントとなっている。

• 分布の離散化に関する取り組み (累積分布関数保持)

分布の離散化に関するもう一つの方法として、モーメ

ントだけではなく、累積分布関数も (いくつかの点に

おいて)一致させるような方法がある [23]。この論文

では、(2N − 1)次以下の全てのモーメントと、少なく

とも (M + 1)点における累積分布関数が、元の分布と

一致するような、(M ×N)点による離散化について述

べられている。

6. 結論

この論文では、テールの精度保証を目的として、

• テールの精度の定義

• テールの精度向上手法の提案
• 精度保証の実数上における証明
を行った。当研究の制約としては、

(1) 単純には浮動小数点数へ適用できない

(2) 確率密度関数の正値性を仮定した

(3) 累積分布関数の逆関数を必要とする

等が挙げられる。よって、今後の課題として、

(1) 浮動小数点数における実装を議論する

(2) 定義や証明を修正して任意の確率密度関数に対する

議論をする

(3) 累積分布関数の逆関数を必要としない方法を考える

等が挙げられる。
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