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多相 CFD シミュレーションにおける悪条件行列に対する GPU 向

け BFloat16 精度前処理の検証 
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概要：「富岳」や「Summit」をはじめとする最先端スーパーコンピュータでは倍精度演算性能よりも低精度演算性能
の方が数倍高く，FP16や Bfloat16を活用した混合精度処理が有効である．しかし，多相 CFDシミュレーションの悪
条件行列に対する反復解法に低精度演算をそのまま適用すると収束性の悪化を引き起こす問題がある．これまで，多

相熱流動解析コード JUPITER を対象としてクリロフ部分空間法の混合精度前処理を構築し，A64FX では行列のスケ
ーリングと FP16データ/FP32演算混合精度前処理により収束性の維持と高速化を実現した．本研究では、NVIDIA GPU
でサポートされている BFloat16 を用いて混合精度前処理の検証を行った．Bfloat16 は FP32 と同等なダイナミックレ
ンジを持つため FP16では必須であるオーバーフローを防ぐためのスケーリングは不要である．その結果、Bfloat16 を
用いることで FP16 を使用した場合と比較して前処理で 7%の高速化を確認した．しかし，仮数部のビット数が FP16
よりも少ない Bfloat16では収束性が悪化するケースも見られた． 
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1. はじめに 

低精度演算を利用した科学技術計算の高速化が注目さ

れている．機械学習アプリケーションでは倍精度演算性能

よりも半精度演算性能の需要が高いため，「富岳」，「Summit」
及び「Frontier」など最先端のスーパーコンピュータでは倍
精度演算性能よりも低精度演算性能が重視されている．そ

のため，科学技術計算においても FP16や bfloat16(BF16)を
利用した低精度演算を利用することが重要となっている． 
このような背景から，近年，低精度演算を活用した行列

計算の高速化手法が研究されてきた．[1][2][3]では FP16を
用いた LU 分解の高速化と反復改良法(IR 法)による精度向
上を組み合わせた混合精度演算により，倍精度と同等な精

度と高速化が密行列の線形ソルバで実現された．[4]ではブ
ロックヤコビ法(BJ法)においてブロックの条件数に応じて
FP16，FP32，FP64を適宜切り替える手法が提案された．こ
の手法は SuiteSparse matrix collection [5]の行列に対してテ
ストされ，メモリアクセスおよび消費電力の削減が示され

た．[6]では符号部 1ビット，指数部 8ビット，仮数部 12ビ
ットで構成される FP21 形式が提案された．有限要素法の
疎行列線形ソルバの共役勾配法(CG 法)のベクトルを FP21
で保存することで数値精度の維持と高速化を実現した．[7]
では核融合プラズマ乱流計算の線形ソルバである CA-
GMRES法[8]の対称逐次緩和法前処理[9]に FP16を適用し，
混合精度演算による高速化を実現した．[10]では多相 CFD
シミュレーションの悪条件行列を解く線形ソルバである

CG法の前処理に FP16を適用した．悪条件行列における丸
め誤差の影響による収束性悪化を回避するため，FP16デー
タと FP32演算を組み合わせた FP16 データ/FP32演算混合
精度前処理を開発した．FP16データを FP32に変換して計
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算を行うことで丸め誤差を低減させて高速化と収束性の維

持を達成した．また，[10]では収束性を悪化させないために
必要な仮数部ビット数として 7ビットあれば十分であるこ
とを検証しており，混合精度前処理が BF16 に対しても有
効な手法であることを確認している． 
本研究では，多相 CFDシミュレーションにおける悪条件
行列に対してBF16を用いた混合精度演算を適用してBF16
の有用性を検証する．  

 

2. 多相多成分熱熱流動解析コード JUPITER 

日本原子力研究開発機構では原子炉における過酷事故

時の炉内溶融物の移行挙動を再現することを目的にした多

相多成分熱流動解析コード JUPITER[11]の開発を進めてい
る．JUPITERでは，原子炉内の核燃料，構造物，気体など
を含む複数成分の固気液 3相の熱流動を取り扱う．そのた
め，大きなコントラストの密度を係数に含む圧力ポアソン

方程式の行列は条件数が 109を超える悪条件問題となり，

圧力ポアソン方程式を解く計算コストが 90%以上を占める．
圧力ポアソン方程式は 3次元直交格子(x，y，z)上で 2次精
度の中心差分法により離散化されている． 

∇ ∙ #
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∇&' =

1
Δt
∇ ∙ + 

 

(1) 

ここで、%は密度，&は圧力，Δtは時間ステップ，+は速度を

表す． 
ポアソンソルバとして BJ 前処理付 CG 法を採用してい
る．3次元領域分割法を用いて並列化されており CPU版で
はMPI+OpenMP，GPU版ではMPI+CUDAによりハイブリ
ッド並列化されている． 
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3. ポアソンソルバ 

3.1 前処理付き共役勾配法 

 前処理付き共役勾配法(PCG 法)のアルゴリズムを図 1 に
示す．1，7行目の	-./の計算が前処理において，BJ法で分
割した領域ごとに不完全 LU分解(ILU)を計算する． 
 

1 01 ∶= 2 − 451，61 ∶= -−101，&1 ∶= 61 

2 780	9 = 1，2，… 	，+<=>?	@8<AB0CB 

3  D ∶= 4&E 

4  F9 ∶= 〈09，69〉 〈D，&9〉I  

5  59+1 ∶= 59 + F9&9 

6  09+1 ∶= 09 − F9&9 

7  69+1 ∶= -
−109+1 

8  K9 ∶= 〈09+1，69+1〉 〈09，69〉I  

9  &9+1 ∶= 69+1 + K9&9 

10 B<L	780 

図 1前処理付き共役勾配法(PCG法) 
 
3.2 GPU 向け前処理用データ構造 

オリジナルの CPU 版の JUPITER は図 2 の z-division に
より z方向に分割して 1ブロックに 1スレッド割り当てい
る．各ブロックを ILUで計算するため，ILUのデータ依存
性によりベクトル化が難しく，SIMD 演算が適用されてい
ない． 
富岳向けに最適化された A64FX 版の JUPITER[10]は図 

2の zy-divisionにより分割されている．BJ法で x方向のブ
ロックサイズを 1に固定して x方向のデータ依存性を解消
させることでソフトウェアパイプライニングと SIMD演算
を適用させている．z 方向の分割は z-division と同様に
OpenMPにより並列化している．  

GPU版の JUPITER[12]は図 2の zxy-divisionにより分割
している． A64FX 版と同様に x 方向のブロックサイズを
1 に固定することでデータ依存性のない連続メモリアクセ
スを実現している．さらに，z 方向に加えて y 方向も分割
することでブロック数を増やし，1 ブロックに 1CUDA ス
レッドを割り当てることで効率的な GPU 計算を実現して
いる． 

zy-division，zxy-division は x 方向のデータ依存性を無視
することで各アーキテクチャで効率的に計算を行う．しか

し， 物理的な特徴を考慮せずに x 方向の影響を無視する
ため計算モデルにより収束性が低下する可能性がある．加

えて，GPU 版では A64FX 版よりもブロックサイズが小さ

くなることで収束性悪化の問題がより顕著になる可能性が

ある． 
そこで，GPU向けに BJ法のブロックを 3次元で分割す
る xyz-division を採用する．3 次元でブロックを分割する
ことで特定の方向の影響を無視する zxy-division よりも計
算モデルに起因する前処理への影響は少なくなる．一方，

3 次元ブロック分割ではブロック数が少なくなり，各ブロ
ックへのメモリアクセスがストライドアクセスになるとい

う課題がある．この課題を解決するために，本研究では

GPU の BJ 前処理向けにデータ構造を変更した． 図 3 に
構造格子のオーダリング例を示す．JUPITER の BJ 法は太
枠で囲まれたブロックを ILUで解く． xyz-divisionではメ
モリアクセスが連続になる x方向にデータ依存性があるた
め GPUで効率的に計算することが困難となる． 
データ依存性を緩和するために格子番号の並び替えを

行う．ブロックごとにサイクリックに番号を振り直すこと

で，異なるブロックの同じ位置の格子点を同時に計算可能

となる．また，メモリに連続アクセスすることが可能とな

り GPUで効率的に計算することが可能となる．  
 

  
A) z-division B) zx-division 

  
C) zxy-division D) xyz-division 
図 2ブロックヤコビ法のブロック形状 

 

  
A) 1次元オーダリング B) ストライドオーダリング 

図 3構造格子のオーダリング例 
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3.3 反復改良前処理 

A64FX 版では富岳向けにブロックサイズを変更したこ
とで収束性が悪化した． この問題を解決するために反復改
良法(IR 法)を組み合わせた IR 前処理を行うことで収束性
を改善させた．図 4 に IR 前処理のアルゴリズムを示す．
クリロフ部分空可能法の前処理では行列4の近似行列であ

る-により-6 = 0を解くことで行列4の近似解を計算する．
JUPITERの IR前処理では ILUによる直接法で得た近似解
を IR 法で修正することで収束性を向上させている．GPU
版でも IR 前処理を採用することで収束性を向上させる．
反復法であるため，任意の要求精度になるまで反復計算を

することが可能であるが JUPITER では 1 回の反復で打ち
切る． 
 

1 -6 = 0,-~4 

2 6/ ∶=-./0 

3 780	9 = 1,2, …	, < 

4  +E ∶= 0 − 469 

5  OE ∶= -−1+E  

6  6E ∶= 6E + OE 

7 B<L	780 

図 4反復改良前処理 
 
3.4 混合精度前処理 

GPU 版 JUPITER におけるオリジナルの PCG 法は FP64
で計算している．本研究では，低精度演算を活用するため

に前処理を低精度で行う混合精度前処理を実装する． 
3.4.1 FP16 

FP16は符号部 1ビット，指数部 5ビット，仮数部 10ビ
ットで構成される．FP32よりも指数部のビット数が少ない
ためダイナミックレンジが狭くオーバーフロー，アンダー

フローが起こりやすい．これを防ぐために A64FX版では，
前処理行列-の各行の最大値ノルムを対角要素に持つ対角

行列Pにより-Q ∶= P./-の最大値を 1 にするスケーリング
を行っている．これにより行列のオーバーフローを防ぐ．

富岳版のスケーリング方法を図 5に示す． 
図 6 に示す GPU 版ではスケーリング後の行列について

も対称性を保つように-Q ∶= P.//S	-P.//Sでスケーリング

する． 対称スケーリングにすることで残差計算及び ILU計
算で使用する係数行列で対称性を利用することができるよ

うになるためメモリアクセスが削減される． 
ベクトルに対しては BJ法の各ブロックの最大値により0̃

∶= P.//S 0 UP.//S0U⁄ でスケーリングする． スケーリングさ
れるベクトル0は残差ベクトルであるため反復の初期はオ

ーバーフローを防ぐためにスケーリングを行う．一方，反

復が進み残差ベクトルが小さくなると低精度に変換した際

にアンダーフローが発生するため，スケーリングを行い情

報が失われるのを防ぐ． 
A64FX 版では集団通信を回避するためにプロセスごと
にスケーリング係数‖P./0‖を変えていた．GPU版ではブロ
ックごとにスケーリング係数UP.//S0Uを変えることでスレ

ッドブロック間の同期を回避する．また，極端に大きなス

ケーリング係数によりスケーリング後の値がゼロとなり情

報を失う影響をブロック内に限定することで収束性を安定

させる． 
最後にスケーリングした線形方程式-QOX ∶= 0̃の解OXを6 ≔

P.//SUP.//S0UOXでスケーリングを戻すことでオーバーフロ

ー，アンダーフローを回避して前処理を行う． 
A64FX版ではFP16による丸め誤差を低減させるために，

FP16 データを FP32 に変換して中間結果を FP32 で保存し
て最終結果を FP16に変換する FP16データ/FP32演算混合
精度前処理[10]により前処理を行っている．GPU 版も丸め
誤差低減のためにFP16データ/FP32演算混合精度前処理を
採用する． 
 

1 -6 = 0,-~4 

2 P>> ∶= max(|->1|, |->2|, … , |-><|) 

3 0̃ ∶= P−1 0 `P−10`⁄  

4 -Q ∶=P−1- 

5 OX/ ∶= -a./0X 

6 780	9 = 1,2, …	, < 

7  +X9 ∶= 0X − P./4OXE 

8  AX9 ∶= -a
./P./ +X9 UP./+X9U⁄  

9  OXE ∶= OXE + UP./+X9UAX9 

10 B<L	780 

11 6 ∶= `P−10`Oa< 
図 5スケーリング付き反復改良前処理 

 
1 -6 = 0,-~4 

2 P>> ∶= max(|->1|, |->2|, … , |-><|) 

3 
0̃ ∶= P−1/2 0 `P−1/20`⁄  

4 -Q ∶=P−1/2-P−1/2 

5 OX/ ∶= -a./0X 
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6 780	9 = 1,2, …	, < 

7  +X9 ∶= P.//S0X − P.//S4P.//SOXE 

8  AX9 ∶= -a
./P.//S +X9 UP.//S+X9U⁄  

9  OXE ∶= OXE + UP.//S+X9UAX9 

10 B<L	780 

11 6 ∶=P−1/2 `P−1/20`Oa< 
図 6対称スケーリング付き反復改良前処理 

 
3.4.2 BFloat16 

BF16は符号部 1ビット，指数部 8ビット，仮数部 7ビッ
トで構成される．FP32と同じ指数部ビットを持つためダイ
ナミックレンジは FP32と同等である．そのため，FP16で
必要であったスケーリングを行う必要がない．しかし，仮

数部が FP16 よりも少ないため丸め誤差による影響を受け
やすい． 
前処理は FP16と同様に BF16を FP32に変換して中間結

果を FP32で計算して最終結果を BF16に変換する BF16デ
ータ/FP32演算混合精度前処理により行う． 

4. 性能測定 

性能測定は日本原子力研究開発機構が所有する SGI8600 
GPGPU演算部において実施した．SGI8600の諸元を表 1に
示す． 
本研究ではバンドル体系における気液二相流の解析を

対象として性能評価を実施した．計算モデル全系を図 7，
格子サイズごとの xy 平面を図 8 に示す．赤い領域が燃料
棒であり，4×4 本の燃料棒を模擬したバンドル体型となっ
ている． 

 
表 1 SGI8600 GPGPU演算部諸元(1ノード) 

CPU 

プロセッサ名 Intel Xeon Gold 6248R 
プロセッサ数 (コア数) 2 (24+24) 

演算性能 4.6[TFLOPS/node] 
メモリバンド幅 281.6 [GB/s/node] 

GPU 

プロセッサ名 NVIDIA Tesla V100 SXM2 
プロセッサ数 4 
演算性能 31.2[TFLOPS/node] 

メモリバンド幅 3.6[GB/s/node] 
GPU間接続 NVLink(25GB/s) 

ノード間接続 Infiniband 4xEDR x 4本 
(片方向 12.5GB/s/本) 

 

 
図 7計算モデル全系 

 

   

28×28×750 
格⼦ 

112×112×3000 
格⼦ 

224×224×6000 
格⼦ 

図 8計算モデル(xy平面) 
4.1 ルーフライン性能 

混合精度前処理の性能をルーフラインモデル[13]により
評価した．評価結果を表  2 に示す．格子サイズは
112×112×3000 ，BJ 法のブロックサイズは 4×4×5 として

SGI8600を 1ノード使用して計測した．ルーフライン性能
はルーフラインモデルで評価した 1反復あたりの理論計算
時間．計算時間は測定した PCG 法 1 反復あたりの計算時
間である． 計算時間をルーフライン性能と比較すると
axpyは 69%，SpMVは 48%，前処理は FP32で 32%，FP16，
BF16 共に 33%となった．データ構造を変更して前処理の
データ依存性を緩和したが，SpMV と前処理は理論性能の
30%程度の低い性能であり，性能改善の余地がある． 

表 2ルーフライン性能 

 演算数 
[flop] 

メモリ 
アクセス 

[byte] 

ルーフライン 
性能 

[ms/iter] 

計算時間 
[ms/iter] 

axpy 4 40 0.42 0.61 
SpMV 15 56 0.60 1.24 

preconditioning 
(FP16) 59 90 1.01 3.08 

preconditioning 
(BF16) 50 86 0.96 2.85 

preconditioning 
(FP32) 50 116 1.27 4.01 

 
4.2 収束性評価 

4.2.1 ブロックサイズによる評価 
表 3 に BJ 法のブロックサイズを変更して収束性を評価
した結果を示す．格子サイズは 224×224×6000である． 

z-divisionでは 3次元にブロックを分割するため時間ステ
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ップが進んでも収束性が維持されている． zxy-division で
は x方向のブロックが 1に固定されるため 2ステップ目で
収束しなくなっている． この傾向はブロックサイズを大き
くしても変わらない．一方，xyz-divisionは 3次元に分割し
たことに加え IR前処理を採用したことで z-divisionよりも
収束性が向上している． 

表 3ブロックサイズによる収束性の比較 

時間 
ステッ
プ 

CPU版 
z-division 

112×112×75 

GPU版 
zxy-division 

1×14×15 

GPU版 
zxy-division 
1×112×375 

GPU版 
xyz-division 

4×4×5 
FP32  

IR前処理 
1 23097 37705 35976 16997 
2 38745 未収束 未収束 21330 
3 20007 * * 15153 

 
4.2.2 前処理精度 
表 4に各格子サイズの収束までの反復回数を示す．全ケ

ースで BJ法のブロックサイズは 4×4×5である.格子サイズ
112×112×3000，224×224×6000では全ての前処理で同程度の
反復回数で収束している．しかし，28×28×750 格子では
BF16前処理のみ収束していない． 

 
表 4前処理精度による反復回数の比較 

 FP32前処理 FP 16前処理 BF16前処理 
28×28×750格子 
反復回数 1641 1650 未収束 

112×112×3000格子 
反復回数 7651 7773 7846 

224×224×6000格子 
反復回数 16997 16998 17086 

 
図 9に前処理に利用する行列データを FP64から低精度

に変換する際の丸めモードを変更した場合の収束履歴を示

す． 格子サイズは 28×28×750 である．最近接丸めは最も

近い値に丸められる．ゼロ方向丸めはゼロに近い方向に値

を丸める方法であり絶対値が元の値より小さくなる．  
FP16前処理は最近接丸め，ゼロ方向丸めの両方で収束し

ている．一方、BF16前処理はゼロ方向丸めでは収束してい
るが最近接丸めでは途中で収束が停滞している．仮数部の

精度が 3 桁程度の FP16 に対して、仮数部の精度が 2 桁程
度まで低下する BF16 では丸め誤差の影響が FP16 よりも
大きいため丸め方法により収束性が変化している．また，

ゼロ方向丸めでは BF16 前処理は収束しているが FP16 前
処理よりも収束性が悪化している． 

ポアソン⽅程式の 7 重ブロック対⾓⾏列の係数は密度，

時間ステップ幅，および離散化スキームによって決まる．

ゼロ⽅向丸めの場合には，全ての係数の仮数部が-⽅向に丸

められて平均的に絶対値が⼩さな⾏列に変換されるが⾏列

係数のコントラストの構造は維持されているものと考えら

れる．⼀⽅，最近接丸めの場合には，各係数の仮数部に応

じて+⽅向と-⽅向の丸め処理がランダムに発⽣し，⾏列係

数のコントラストの構造が変化し，これが条件数に悪影響

を与えているものと考えられる． 

 
図 9 FP64行列データを低精度に変換する際の丸める方法

による収束履歴の比較 
4.3 前処理性能比較 

前処理性能を比較した結果を表 5 に示す． 格子サイズ
は 224×224×6000 ，BJ 法のブロックサイズは 4×4×5，

SGI8600を 2ノード使用して計測した．BF16前処理
では反復回数が FP16 よりも増加しているが計算時間は
FP16前処理よりも 7%高速である．BF16ではスケーリング
が不要であるため FP16よりも高速となっている． 

表 5 前処理性能比較 
 FP32前処理 FP16前処理 BF16前処理 

前処理 [s] 275 217 202 
全計算時間 [s] 450 392 378 
反復回数 16997 16998 17088 

 

5. おわりに 

本研究では多相多成分熱流動解析コード JUPITER に
BF16 を利用した混合精度前処理を適用した．前処理に
BF16を利用しても FP32と同等な収束性を保つことが可能
であることを確認した．また，指数部ビット数が FP32 と
同じ BF16 を利用することでスケーリングが不要となり
FP16よりも高速となることを確認した．しかし，仮数部 7
ビットの BF16 では丸め誤差による影響が強く丸め方法に
よって収束しないケースが存在した． 
今後の課題として PCG 法の前処理以外の処理に対して
低精度演算の適用を考える．また，FP64行列データを低精
度に変換する丸め方法について検証したが，(FP16，BF16)
データ/FP32 演算混合精度前処理の丸め方法についても最
近接丸め以外の Stochastic rounding[14]などの丸め方法の検
証を行いよりロバストな混合精度前処理の開発を目指す． 
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