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推薦論文

グラフを用いたNMFの地域分散高速化

越塚 毅1,a) 竹内 孝2,†1 松林 達史3,†2 澤田 宏2

受付日 2020年4月2日,採録日 2020年10月6日

概要：集計データに対する教師なしのパターン認識技術として，Non-negative Matrix Factorization（NMF）
は広く使われている．特に Non-negative Multiple Matrix Factorization（NMMF）では，複数のデータか
ら共通する項目を共通因子として扱い，効果的に同時分解を行う．本研究では共通因子に加え，地域性など
の物理的な関係性を持つ集計データに焦点を当て，因子分解を行う rNMF（regional Non-negative Matrix
Factorization）を提案する．rNMFは，物理的に距離の近い地域のデータは同様の特徴空間で表現し，分
析結果をより直感的に分かりやすいものとする．なお，地域の位置関係はグラフによって与える．さらに
分析対象のデータが大規模な行列であっても，グラフの彩色問題をヒューリスティックに解くことで，分
散システム上で高速に処理を行える．本稿では，まず rNMF を NMF の拡張として定式化を行い，パラ
メータ更新法も示す．地域ごとに集計された実データを用いた実験では，rNMFを用いることで，隣接し
た地域データを共通した特徴空間で表現できること，従来の NMFに対して汎化性能が悪化しないこと，
分散システム上で高速に動作することを示す．
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Abstract: Non-negative Matrix Factorization (NMF) is a popular unsupervised pattern recognition tech-
nique for the analysis of aggregated data. In particular, Non-negative Multiple Matrix Factorization (NMMF)
treats common elements from multiple data as common factors, and execute simultaneous decomposition ef-
fectively. In this study, we propose a novel matrix factorization method called regional Non-negative Matrix
Factorization (rNMF), which factorises multiple matrics simultaneously, focusing on physical relation be-
tween aggregated data such as regional characteristics in addition to common factors. rNMF expresses data
of physically close areas in a similar feature space, and extracts intuitively interpretable bases and coefficients
from multiple matrics. The information of regional location is given by a graph. Furthermore, by solving
the graph coloring problem heuristically, rNMF works at high speed on a distributed system even if the
analyzed data are large matrices. In this paper, we formulate rNMF as an extended version of NMF and
derive multiplicative update rules for parameter estimation. We performed experiment with real data, which
were aggregated by region, in order to verify that rNMF can expresses adjacent regional data in a common
feature, rNMF attained similar generalization performance as the original NMF, and rNMF works at high
speed on a distributed system.
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1. はじめに

NMF（Non-negative Matrix Factorization：非負値行列

因子分解）[1], [2]は，非負制約下で観測データを指定した

基底数に分解し，低ランク近似表現を得る行列分解手法で

ある．文章データ [5]，音源データ [6]，顧客データなどの

a) touhoucrisis7@gmail.com
本論文の内容は 2019年 7月のマルチメディア，分散，協調とモバ
イル（DICOMO2019）シンポジウムで報告され，マルチメディ
ア通信と分散処理研究会主査により情報処理学会論文誌ジャーナ
ルへの掲載が推薦された論文である．
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非負値の行列で表現されるデータに対して適用し，データ

の圧縮や潜在的特徴の可視化を目的とする．低ランク表現

を得る手法として，ほかに主成分分析や特異値分解などが

あるが，NMFは非負値行列のみを扱い，分解後の行列も

非負値行列に制限される．これによって，より直感的な潜

在的特徴を抽出することが可能とされている [7]．

近年は扱えるデータが増加しており，NMFを用いた分

析が可能な場面が増えている．なかでも，地域ごとに集計

されたデータに対して NMFを適用する場面は多く考えら

れる．たとえば地域ごとに集計された顧客データに対して

NMFを適用し，潜在的特徴を抽出し，分析することで地

域ごとの販売戦略に生かす場面などが考えられる．このと

き，データの構造や特徴を正しく理解するため，データか

ら得られる潜在的特徴がより直感的に分かりやすいことが

必要となる．特に地域性のあるデータは，地域性を考慮す

図 1 提案手法の概要図

Fig. 1 A schematic image of the proposed method.

ることで潜在的特徴が直感的に分かりやすくなる場合があ

る．地域性を考慮する 1つの方法として，物理的に距離の

近い地域のデータは同様の特徴空間で表現するというもの

が考えられる．しかしデータが大規模である場合には，各

地域のデータを結合して処理を行うことは現実的でなく，

地域ごとのデータを分散的に処理する必要がある．

本稿では，以上の要求を解決する rNMF（Region Non-

negative Matrix Factorization）を提案する．rNMFは，地

域ごとの観測行列 {Yi}Ii=1を入力とし，観測行列 Yiを 2つ

の因子行列Hi, Ui へ分解し，{Hi}Ii=1 , {Ui}Ii=1 を得る．

このとき再構成誤差の最小化と同時に，物理的に距離の近

い地域の行列からは同様の特徴空間が得られるよう，対象

の基底行列Hi, Hj（1 ≤ i, j ≤ I）の距離を最小化する．

また，地域の位置関係はグラフによって与える．具体的に

は地域をグラフの頂点に対応させ，隣接関係をグラフの辺

に対応させる．作られるグラフは最大次数の小さいグラフ

や平面グラフを想定しており，完全グラフのような頂点に

対して辺数が極端に多いものは想定していない．グラフに

おいて，頂点 i, j間に辺が存在しないときは，行列Hi, Hj

の更新を非同期的に並列に行うことができ，地域ごとの

データを分散的に処理することができる．そして，非同期

的に並列実行可能な頂点集合を求める問題は，グラフの彩

色問題として解くことができ，本稿ではWelsh-Powellア

ルゴリズムを用いて解くことで，効率的な並列化を行う．

なお，図 1 は I が 6の場合における提案手法の概要を図式

化したものである．

以上より rNMFは，地域ごとの観測行列からより直感的

に分かりやすい因子行列を得ることや，計算の並列分散化

による高速化が期待できる．

2. 関連研究

NMF（Non-negative Matrix Factorization：非負値行列

因子分解）[1], [2]は，行列が持つ潜在的要素を分析するた

めに用いる低ランク近似手法の 1つであり，非負値行列を

2つの非負値行列に分解する行列分解手法である．NMF

は因子行列の非負値制約により，解釈可能なパターンが抽

出されやすい特徴がある．NMFの拡張として，スパース

な行列に対して有効な手法 [10]や，非負テンソルを解析す

る手法 [2]，MapReduceの枠組みを用いて処理の分散高速

化を行う手法 [8], [9]などが提案されている．なかでも本

研究と関連の深い NMFの拡張として，グラフ構造を用い

た正則化項を加える手法（GNMF）[4]や辞書学習を用い

て行列分解を最適化する手法（Sparse Coding and Sparse

Dictionary Learning）[11]，複数の行列を同時に因子分解

する手法 [14], [15]がある．以下では，従来の NMFの定式

化を述べる．

非負値の分解前の行列 Y ∈ R
N×M
+ が与えられる．基底

数をK と定めると，分解後の行列は基底行列H ∈ R
N×K
+
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と重み行列U ∈ R
K×M
+ となる．H, U の積 Ŷ が元の行列

Y の近似となり，Ŷ とY の距離関数を最小化する問題を解

く．一般的に Frobeniusノルムや一般化 KLダイバージェ

ンス，板倉斉藤距離が距離規範としてよく用いられる [2]．

この距離関数最小化問題にはいくつかの数学的解法が提

案されている．乗法的更新ルール [2]や ALS（Alternating

Least Squares）[3]などが提案されている．ここでは，式 (1)

に示した Frobeniusノルムの最小化問題を乗法的更新ルー

ルを用いて解く例を示す．乗法的更新ルールでは，まず行

列H, U を非負値で初期化する．その後式 (2)を繰り返し

用いて，行列H, U の値を更新する．そして更新を規定回

数行う，または更新前後の変化がある一定値以下となるこ

とで終了する．

minimize ||Y − Ŷ ||2F (Ŷ = HU) (1)

subject to H ∈ R
N×K
+ , U ∈ R

K×M
+

Hn,k ← Hn,k

[
Y UT

]
n,k

[Ŷ UT]n,k

, Uk,m ← Uk,m

[
HTY

]
k,m

[HTŶ ]k,m

(2)

ただし [A]i,jは行列Aの (i, j)成分を表す．

3. 提案手法

本稿では，複数の非負値行列が与えられたときに，同様な

基底行列を用いた低ランク表現を得る手法について述べる．

図 1に示すとおり，地域ごとの行列 {Yi}Ii=1 (Yi ∈ R
N×Mi
+ )

が与えられる．各行列をそれぞれ基底行列 {Hi}Ii=1 (Hi ∈
R

N×K
+ )と重み行列 {Ui}Ii=1 (Ui ∈ R

K×Mi
+ )に分解し，こ

のとき同時に特定の基底行列Hi, Hj の距離を近づける．

グラフによって近づける基底行列の情報を与えることで，

柔軟に基底行列を扱うことが可能となっている．

3.1 定式化

本節では，提案手法の定式化を行う．与えられる入力と

得られる出力，仮定する条件，最小化すべき目的関数，最

適化するパラメータの更新方法について述べる．

入力

複数の非負値行列 {Yi}Ii=1（Yi ∈ R
N×Mi
+ ）が与えられ

る．図 1 に示すとおり，各行列の行数は等しく，列数は異

なってもよい．

出力

複数の非負値行列 {Yi}Ii=1 から，基底行列 {Hi}Ii=1

（Hi ∈ R
N×K
+ ）と重み行列 {Ui}Ii=1（Ui ∈ R

K×Mi
+ ）に

分解される．

条件

出力で得る {Hi}Ii=1 のうち，Hi, Hj を同様の行列と

したい場合に，辺 (i, j) ∈ E となる無向グラフ Gragh

（V = {1, · · · , I}, E）を与える．例として，I = 6の場合

のグラフの例を図 1 に示す．

目的関数

最小化すべき目的関数の一般的な形を述べる．

minimize

I∑
i=1

⎡
⎣DR(Yi|HiUi) +

α

|Ei|
∑

(i,j)∈Ei

DG(Hi|Hj)

⎤
⎦ (3)

subject to Hi ∈ R
N×K
+ , Ui ∈ R

K×Mi
+ (∀i : 1 ≤ i ≤ I)

ただし，Eiは頂点 iに接続する辺の集合，DR, DGは距離

関数，αはハイパーパラメータである．式 (3)の左項は従

来の NMFでも扱う再構成誤差であり，右項が提案手法で

導入した項である．この項によって，最終的に得られる基

底行列Hi, Hj が同様のものとなる狙いがある．

モデル推定

距離関数を DR, DG ともに Frobenius ノルムとした場

合，以下の式 (4)を用いて，目的関数を最小化する最適な

{Hi}Ii=1 , {Ui}Ii=1 が求められる．

[Hi]n,k ← [Hi]n,k

[
YiU

T
i

]
n,k

+ α
|Ei|

∑
(i,j)∈Ei

[Hj ]n,k

[ŶiUT
i ]n,k + α

|Ei|
∑

(i,j)∈Ei
[Hi]n,k

[Ui]k,m ← [Ui]k,m

[
HT

i Yi

]
k,m

[HT
i Ŷi]k,m

(Ŷi = HiUi) (4)

距離関数をDG を一般化 KLダイバージェンスとすると

き，式 (3)の目的関数を乗法的更新ルールを用いて最小化

することはできない．これは，Hiの更新式が非負性を保っ

た更新式でなくなるためである．そこで，DGに一般化KL

ダイバージェンスを用いるときは，目的関数を式 (5)のよ

うに定義する．

minimize
I∑

i=1

DR(Yi|HiUi)

+
α

|Ei|
∑

(i,j)∈Ei

DKL(Hi + e|Hj + e) (5)

subject to Hi ∈ R
N×K
+ , Ui ∈ R

K×Mi
+ (∀i : 1 ≤ i ≤ I)

ただし，e はすべての要素が 1 の行列とする．距離関

数を DR, DG をともに一般化 KLダイバージェンスとす

るとき，式 (6) を用いて，目的関数を最小化する最適な

{Hi}Ii=1 , {Ui}Ii=1 が求められる．

[Hi]n,k ← [Hi]n,k

NL + α
|Ei|

∑
(i,j)∈Ei

NR

DL + α
|Ei|

∑
(i,j)∈Ei

DR

[Ui]k,m ←
[HT

i (Yi � Ŷi)]k,m∑N
n=1 [Hi]n,k

(6)

式 (6) 内の項 NL，NR，DL，DR にはそれぞれ式 (9)，

式 (11) を入れる．ただし，� は要素ごとの除算を表す．
さらに，DR，DG に異なる距離関数を用いることもでき，

[Hi]n,k の更新式は式 (7) のように整理できる．式 (4) で
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示したDR，DG をともに Frobeniusノルムとする場合は，

NL，NR，DL，DRにそれぞれ式 (8)，式 (10)を入れる

ことに対応する．

[Hi]n,k ← [Hi]n,k

NL + α
|Ei|

∑
(i,j)∈Ei

NR

DL + α
|Ei|

∑
(i,j)∈Ei

DR
(7)

• DR：Frobeniusノルム

NL =
[
YiU

T
i

]
n,k

, DL = [ŶiU
T
i ]n,k (8)

• DR：一般化 KLダイバージェンス

NL = [(Yi � Ŷi)UT
i ]n,k, DL =

Mi∑
m=1

[Ui]k,m (9)

• DG：Frobeniusノルム

NR = [Hj ]n,k , DR = [Hi]n,k (10)

• DG：一般化 KLダイバージェンス

NR = log ([Hj ]n,k + 1) +
([Hj ]n,k + 1)

([Hi]n,k + 1)

DR = log ([Hi]n,k + 1) + 1

(11)

なお，式 (4)の導出方法の詳細は付録に示す．

3.2 欠損値のある行列に対するNMF

Λは添え字全体の集合，Γは欠損値の添え字の集合とし，

行列を定義する．

Ω = (Ωn,m) =

{
1 ((n,m) ∈ Λ\Γ)

0 ((n,m) ∈ Γ)
(12)

欠損値のある行列に対する従来の NMFの更新式を示す．

[Hi]n,k ← [Hi]n,k

[
(Ω ◦ Yi) UT

i

]
n,k

[(Ω ◦ Ŷi)UT
i ]n,k

[Ui]k,m ← [Ui]k,m

[
HT

i (Ω ◦ Yi)
]
k,m

[HT
i (Ω ◦ Ŷi)]k,m

ただし，◦はアダマール積を表す．

3.3 効率的な並列化

与えられるグラフにおいて，頂点 i, j間に辺が存在しない

ときは，行列Hi, Hjの更新を非同期的に並列に行うことが

できる．そこで，全体のグラフの頂点集合 V = {1, · · · , I}
をグループ分けし，部分頂点集合の分割 Vg（1 ≤ g ≤ G）

を求める．ただし，各部分頂点集合 Vg は，Vg に含まれる

任意の 2つの頂点間に辺が存在しない頂点集合とする．こ

のとき，各部分頂点集合 Vg に含まれる頂点に対応する地

域の行列は，並列に更新を行うことができる．さらに分割

する集合の数Gを最小化することで並列数を高めることが

できる．Gを最小化する問題は，グラフの頂点彩色問題で

図 2 地域数 6 のデータのグラフと頂点彩色の例

Fig. 2 A graph G of 6 region and an example of vertex color-

ing.

Algorithm 1 rNMF
Require: {Yi}Ii=1 (Yi ∈ R

N×Mi
+ ), K, α, T

一様分布からのサンプリングにより初期化：Hi, Ui (1 ≤ i ≤ I)

Welsh-Powell によって頂点集合の分割 {V1, · · · , VG} を得る：
{V1, · · · , VG} ←WelshPowell(V, E)

for iter = 0 to T − 1 do

for g = 1 to G do

for each i ∈ Vg do in parallel

[Hi]n,k ← [Hi]n,k

[
YiUT

i

]
n,k

+ α
|Ei|
∑

(i,j)∈Ei
[Hj ]n,k

[ŶiUT
i ]n,k + α

|Ei|
∑

(i,j)∈Ei
[Hi]n,k

[Ui]k,m ← [Ui]k,m

[
HT

i Yi

]
k,m

[HT
i Ŷi]k,m

end for

end for

end for

あり，最小の彩色数を求める問題は NP困難クラスの問題

である．そこでヒューリスティックで近似的に彩色数を求

める．1つのヒューリスティックとして，Welsh-Powellア

ルゴリズム [12]を用いる．このアルゴリズムを用いて頂点

を彩色した例を図 2 に示す．

3.4 アルゴリズム

提案手法を用いて，観測行列Yi（1 ≤ i ≤ I）から因子行列

Hi, Ui（1 ≤ i ≤ I）を求めるアルゴリズムを Algorithm 1

に示す．ただし距離関数を DR, DG ともに Frobeniusノ

ルムとする．

3.4.1 時間計算量

地域ごとの行列 {Yi}Ii=1 を入力とし，各行列のサイズを

(N ×Mi)とする．{Yi}Ii=1 を列方向に結合し，1つの行列

として従来手法を適用する．基底数K で分解を行うとき，

イテレーション回数を T とすれば，時間計算量のオーダは

O(NKT
∑I

i=1 Mi)である．

地域ごとの行列 {Yi}Ii=1 の各行列に対し，並列に従来手

法を適用する．ほかは同様の条件で分解を行う．このとき，

時間計算量のオーダは O(NKT max1≤i≤I Mi)である．

地域ごとの行列 {Yi}Ii=1 に対し，並列に提案手法を適

用する．ほかは同様の条件で分解を行う．前段階として
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Welsh-Powellアルゴリズムによって，全体のグラフの頂点

集合 V = {1, · · · , I}から頂点集合の分割 {V1, · · · , VG}
を求める．ただし，各部分頂点集合 Vg ⊂ V は Vg 内の頂

点間に辺が存在しない集合である．Welsh-Powell アルゴ

リズムの時間計算量のオーダは O
(
I2

)
である．行列分解

の計算量と合わせると，提案手法の時間計算量のオーダ

は O(I2 + NKT
∑G

g=1 maxi∈Vg
Mi)である．分割数Gは

G ≤ I より，結合した 1つの行列に従来手法を逐次的に

適用する場合と，地域ごとの行列に提案手法を並列に適

用する場合では，後者が高速に動作すると考えられる．ま

た，与えられるグラフの最大次数Δ(Graph)が小さい場合，

G ≤ Δ(Graph) + 1より，十分に高速に動作する．本稿で

は実装の簡単さからWelsh-Powellアルゴリズムを用いた

が，平面グラフに対して O(I)で 5色以下の彩色が行える

アルゴリズム [13]が提案されている．このアルゴリズムを

用いれば，与えられるグラフが平面グラフならば，G ≤ 5

で高速に動作する．一方，地域ごとの行列に従来手法を並

列に適用する場合と，地域ごとの行列に提案手法を並列に

適用する場合では，前者の方が高速に動作すると考えられ

る．これは，地域ごとの基底行列Hi を独立に求めること

ができるためである．一方で，地域性を考慮した基底行列

を得ることはできない．

4. 実験

実験では提案手法を用いることで，隣接した地域データ

を共通した特徴空間で表現できること，従来の NMFに対

して汎化性能が悪化しないこと，分散システム上で高速に

動作することを示す．

4.1 実験概要

実験では，基底行列と重み行列の更新に式 (2)を用いる

従来手法と，式 (4)を用いる提案手法の比較を行った．問

題設定としては，まず地域ごとの行列 {Yi}Ii=1 が与えられ

る．特に断りのない限り，1台の 4コア CPUでマルチプ

ロセス実行を行うプログラムとし，従来手法を元の行列 Y

に適用する場合は逐次実行を行うプログラムとした．

4.2 使用データ

すべての評価実験で NewYork 市のタクシー乗車数の

データを用い，サイズの異なる 2種類の行列を元に実験を

行った．

• 行列データ 1：Y ∗
small = {Y1, · · · , Y6}

行列データ 1 は，NewYork 市のタクシー乗車数を

NewYorkの 6地域ごとに集計したデータである．各

行列 Yi = (y(i)
nm) は地域番号 i における m 日の n 時

から n + 1 時までのタクシー乗車数を表す．I = 6，

N = 24，Mi = 365（i = 1 · · · I）である．Y ∗
small を列

方向に結合した行列は Ysmall (24×2190)であり，行列

Ysmall = (ynm)は，地域番号 	m
6 
におけるm (mod 6)

日の n 時から n + 1 時までのタクシー乗車数を表

す．地域番号と実際の地域との対応は，1：Bronx，

2：Brooklyn，3：EWR，4：Manhattan，5：Queeens，

6：Staten Islandとする．

• 行列データ 2：Y ∗
large = {Y1, · · · , Y234}

行列データ 2 は，NewYork 市のタクシー乗車数を

NewYork の 234 地域ごとに集計したデータである．

行列データ 1では，6地域ごとに集計されていたが，

さらに細かく地域を分けて集計したものとなってい

る．各行列 Yi = (y(i)
nm)は地域番号 iにおけるm日の

10n分から 10(n + 1)分までのタクシー乗車数を表す．

I = 234，N = 144，Mi = 365（i = 1 · · · I）である．
Y ∗

large を列方向に結合した行列は Ylarge (144× 85410)

であり，行列 Ylarge = (ynm)は，地域番号 	 m
234
にお

けるm (mod 234)日の 10n分から 10(n+1)分までの

タクシー乗車数を表す．

4.3 グラフの構築

グラフの頂点は NewYorkの各地域に対応するように構

築した．つまり行列データ 1を用いるときはグラフの頂点

数は 6とし，行列データ 2を用いるときはグラフの頂点数

は 234とした．図 2 は，行列データ 1を用いた実験で与え

たグラフの図であり，NewYork市の 6地域の隣接関係が表

された図となっている．

4.4 基底行列の評価

4.4.1 評価手法

従来手法で求めた基底行列間の距離と比較して，提案手

法で求めた基底行列間の距離が近づいているか評価する実

験を行った．行列データ 1を用いた．まず基底行列をヒー

トマップを用いて可視化し，従来手法を Y ∗
small に適用す

る場合，提案手法を Y ∗
small に適用する場合で比較を行っ

た．従来手法適用時の再構成誤差と，提案手法適用時の

DR, DG はすべて Frobeniusノルムとした．

実験の詳細条件を以下で述べる．基底数 K = 5，イ

テレーション数 T = 500 とし，Hi, Ui の初期化に

は，値域が [0.0,

√
4.0
∑

(n,m)∈Λi
[Yi]n,m

6×24×365 ] の一様乱数を用

いた．この乱数を用いることで，初期値の期待値が

E[[HiUi]n,m] =
∑

(n,m)∈Λi
[Yi]n,m

NM を満たす．提案手法の

更新式では，すべての実験で α = 250を用いた．

4.4.2 結果

図 3，図 4 を比較すると，従来手法ではすべてが異なっ

ているのに対し，提案手法では Bronx，Brooklyn，EWR，

Manhattan，Queensの基底行列が同様な行列になってい

ることが分かる．すなわち提案手法では，グラフで連結な

頂点に対応する基底行列の距離を小さくすることができ

ている．さらにグラフで連結成分を持たなかった Staten
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図 3 提案手法を複数の区分行列 Y ∗
small に適用した場合の基底行列

Fig. 3 Base Matrix of regional data by proposed method.

図 4 従来手法を複数の区分行列 Y ∗
small に適用した場合の基底行列

Fig. 4 Base Matrix of regional data by conventional method.

Islandの基底行列は，他の地域とは別の結果を得ることが

できている．隣接した地域のタクシーの乗車数の傾向は類

似すると考えられるが，それをふまえたうえでは，図 4 の

基底行列よりも図 3 の基底行列の方が直感的に理解しや

すい．そして，データの構造や特徴を正しく理解するうえ

で，直感的に分かりやすい潜在的特徴が得られることは必

要である．よって，提案手法は物理的に距離の近い地域の

データを同様の特徴空間で表現することができ，地域性を

考慮した直感的に分かりやすい潜在的特徴を得ることがで

きる利点があるといえる．

4.5 汎化性能の評価

4.5.1 評価手法

行列データ 1を用いて，従来手法を Ysmallに適用する場

合，提案手法を Y ∗
small に適用する場合，Y ∗

small を 3階テン

ソルとして扱い，非負値テンソル因子分解（Non-negative

Tensor Factorization：NTF）を適用する場合で比較を行っ

た．なお 3階テンソルのサイズは，(6× 24× 365)である．

評価手法としては，まず与えられた観測行列の約 5

パーセントの要素をマスクし，欠損のある行列と見な

して式 (12)を用いて行列分解を行う．すなわちマスクす

る添え字の集合を Γi（i = 1 · · · I）とすれば，入力行列
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図 5 汎化性能（縦軸 L が大きいほど良い）

Fig. 5 Generalization performance.

[Yi]n,m (n,m) ∈ Γi は欠損値として扱う．そして因子行

列から再構成した行列 Ŷi を得て，汎化性能の評価値を

L =
∑I

i=1

∑
(n,m)∈Γi

log L([Yi]n,m | [Ŷi]n,m) として算出

する．ただし，Lは元の観測行列 Yiの従う分布の対数尤度

関数である．NMFの統計的解釈によると，DR を Frobe-

niusノルムとしたとき，[Yi]n,m は正規分布に従う仮定を

置いている．実験では，DR，DGをともに Frobeniusノル

ムとし，基底数K を 3，4，5，6と変化させ，性能評価値

を比較した．

実験の詳細条件を以下で述べる．イテレーション

数 T = 500 とし，Hi, Ui の初期化には，値域が

[0.0,

√
4.0
∑

(n,m)∈Λi
[Yi]n,m

6×24×365 ] の一様乱数を用いた．この乱

数を用いることで，初期値の期待値が E[[HiUi]n,m] =∑
(n,m)∈Λi

[Yi]n,m

NM を満たす．実験結果を図 5 に示した．

rNMFと NMFを比較すると大きな差はなく，汎化性能に

おいて提案手法は従来手法の NMFに対して悪化していな

い．NTFと比較すると，rNMFと従来の NMFは汎化性

能において劣っている．

4.6 計算時間の評価（実験 1）

4.6.1 評価手法

行列データ 1を用いて，従来手法を Ysmallに適用する場

合，従来手法を Y ∗
small に適用する場合，提案手法を Y ∗

small

に適用する場合で比較を行った．従来手法を Ysmall に適

用する場合は逐次実行，従来手法を Y ∗
small に適用する場

合はマルチプロセス実行での計算時間を比較した．提案

手法の実用上の工夫として，パラメータHi，Ui の更新

を数回まとめて行うことで，高速化する方法が考えられ

る．本実験では，提案手法は逐次実行，マルチプロセス

実行，10回の更新をまとめて行うマルチプロセス実行の

3 通りの異なる実装を行い，計算時間を比較した．なお

DR，DG はともに Frobeniusノルムとし，基底数 K の値

は 5，10，50，100と変化させた．実験の詳細条件を以下

で述べる．イテレーション数 T = 500とし，Hi，Ui の初

図 6 計算時間の評価（実験 1）

Fig. 6 Evaluation of execution time (the experiment 1).

期化には，値域が [0.0,

√
4.0
∑

(n,m)∈Λi
[Yi]n,m

6×24×365 ]の一様乱数

を用いた．この乱数を用いることで，初期値の期待値が

E[[HiUi]n,m] =
∑

(n,m)∈Λi
[Yi]n,m

NM を満たす．

4.6.2 結果

実験結果を図 6 に示した．横軸が基底数 K，縦軸が計

算時間である．図 6 中の，NMF（serial）は従来手法を

Ysmall に適用した場合，rNMF（serial）は逐次実行で提案

手法を Y ∗
small に適用した場合，rNMF（synchro=1）はマ

ルチプロセス実行で提案手法を Y ∗
small に適用した場合，

rNMF（synchro=10）はマルチプロセス実行で提案手法を

Y ∗
small に適用し，10回の更新をまとめて行う場合，NMF

（parallel）はマルチプロセス実行で従来手法を Y ∗
small に適

用した場合をそれぞれ示す．マルチプロセス実行で提案手

法を Y ∗
small に適用する場合と，マルチプロセス実行で従来

手法を Y ∗
small に適用する場合では，後者の方が計算時間が

短い．しかし前者と後者の計算時間の差はK = 100の場合

でも 6秒ほどであり，地域性を考慮することによる提案手

法の計算量の増加は小さいといえる．マルチプロセス実行

で提案手法を Y ∗
small に適用する場合と，従来手法を Ysmall

に適用する場合では，前者の方が計算時間が短い．逐次実

行で提案手法を Y ∗
small に適用する場合と従来手法を Ysmall

に適用する場合では計算時間に差はなく，並列化による高

速化が実現できているといえる．10回の更新をまとめて行

う提案手法と通常のマルチプロセス実行を行う提案手法と

では，10回の更新をまとめて行った方が計算時間が短い．

ただし，まとめて更新を行う回数を増やしすぎると本来の

分析結果と大きく異なった結果が得られてしまう恐れがあ

る．目的関数の値の変化が大きい序盤の更新は，通常のマ

ルチプロセス実行の提案手法で行い，終盤は数回の更新を

まとめて行う提案手法を用いるという実用上の工夫が考え

られる．
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図 7 計算時間の評価（実験 2）

Fig. 7 Evaluation of execution time (the experiment 2).

4.7 計算時間の評価（実験 2）

4.7.1 評価手法

サイズの大きい行列データ 2を用いて評価実験を行った．

従来手法を Ylarge に適用する場合，従来手法を Y ∗
large に適

用する場合，提案手法をY ∗
largeに適用する場合で比較を行っ

た．提案手法はマルチプロセス実行，10回の更新をまとめて

行うマルチプロセス実行の 2通りの異なる実装を行い，計算

時間を比較した．なおDR，DGはともに Frobeniusノルム

とし，基底数Kの値は 5，10，50，100と変化させた．実験の

詳細条件を以下で述べる．イテレーション数 T = 100とし，

Hi, Ui の初期化には，値域が [0.0,

√
4.0
∑

(n,m)∈Λi
[Yi]n,m

6×24×365 ]

の一様乱数を用いた．この乱数を用いることで，初期値の

期待値が E[[HiUi]n,m] =
∑

(n,m)∈Λi
[Yi]n,m

NM を満たす．

4.7.2 結果

実験結果を図 7 に示した．横軸が基底数K，縦軸が計算

時間である．図 7 中の，NMF（serial）は従来手法を Ylarge

に適用した場合，rNMF（synchro=1）はマルチプロセス実行

で提案手法を Y ∗
largeに適用した場合，rNMF（synchro=10）

はマルチプロセス実行で提案手法を Y ∗
largeに適用し，10回

の更新をまとめて行う場合，NMF（parallel）はマルチプ

ロセス実行で従来手法を Y ∗
large に適用した場合をそれぞれ

示す．計算時間の優位性の順序関係は，実験 1と同様な結

果となった．行列サイズが大きい実験 2の方が，提案手法

を Y ∗
large に適用する場合と，従来手法を Ylarge に適用する

場合で，より計算時間の差が大きくなっている．たとえば

K = 100で従来手法は提案手法に対して，実験 1は約 1.95

倍であったが，実験 2は約 2.75倍になっている．よって，

分解を行う行列サイズが大きいとき並列化がより高速化に

有効であるといえる．

5. おわりに

本稿では，主に地域ごとのデータに対して適用する rNMF

を提案した．rNMFは，隣接した地域データを共通した特

徴空間で表現し，なおかつ分散システム上で高速に動作す

ることを目的とした手法である．本稿では，まず本手法で

扱う問題の定式化を行ったのち，距離関数として Frobenius

ノルムを用いた場合と，一般化 KLダイバージェンスを用

いた場合の問題の解法を示した．その後 NewYork市のタ

クシー乗車数のデータを用いて実験を行い，指定した基底

行列間の距離が小さくなっていること，従来手法と比較し

て汎化性能が劣らないことを示した．計算時間は，2つの

サイズの行列データに対して適用し，従来手法と提案手法

の比較を行った．サイズの小さい行列に適用した場合もサ

イズの大きい行列データに適用した場合も提案手法が従来

手法に対して優位性を示した．また，10回の更新をまとめ

て行う提案手法と通常のマルチプロセス実行を行う提案手

法とでは，10回の更新をまとめて行った方が計算時間が速

く，実用上の工夫として有効であることを示した．提案し

た手法が持つ課題や拡張の余地としては，良い分析結果を

得るためのグラフ構築手法の定式化，非負値テンソル因子

分解の高速化への応用などが考えられる．
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付 録

A.1 記法

A.2 更新式の導出

距離関数を DR, DG ともに Frobeniusノルムとした場

合，この問題は乗法的更新ルールを用いて解くことが可能

である．更新式の導出を以下に示す．

f
(
{Hi}Ii=1 , {Ui}Ii=1

)

表 A·1 記法

Table A·1 notation.

記号 意味

Y 入力行列

H Y の因子行列（基底）

U Y の因子行列（重み）

Ŷ 因子行列の積HU

N 入力行列の行数

K 因子行列の基底数．

Mi 入力行列 Yi の列数

I 入力行列を分割した小行列の数

Yi 入力行列を分割した i 番目の小行列

Hi Yi から得られる因子行列（基底）

Ui Yi から得られる因子行列（重み）

Ŷi 因子行列の積HiUi

[A]i,j 行列 Aの (i, j) 成分

DR 再構成誤差

DG 基底行列間の距離関数

α ハイパーパラメータ

T イテレーション数

V グラフの頂点集合

E グラフの辺の集合

Ei 頂点 i と連結な頂点集合

Λi 添字の集合 {(n, m) | 1 ≤ n ≤ N, 1 ≤ m ≤Mi}
Γi 欠損値の添字の集合 Γi ⊂ Λi

Ysmall 実験で用いたサイズが小さい入力行列

Y ∗
small 入力行列 Ysmall の小行列の集合

Ylarge 実験で用いたサイズが大きい入力行列

Y ∗
large 入力行列 Ylarge の小行列の集合．分割単位が小さい．

=
I∑

i=1

⎧⎨
⎩||Yi −HiUi||2F +

α

|Ei|
∑

(i,j)∈Ei

||Hi −Hj ||2F

⎫⎬
⎭

Jensenの不等式より，

≤
I∑

i=1

∑
(n,m)∈Λi

| [Yi]n,m |2 − 2 [Yi]n,m [HiUi]n,m

+
K∑

t=1

[Hi]
2
n,t [Ui]

2
t,m

λi,t,n,m

+
α

|Ei|
∑

(i,j)∈Ei

∑
(n,k)

| [Hi]n,k − [Hj ]n,k |2

= G
(
{Hi}Ii=1 , {Ui}Ii=1

)
ただし，

∑K
t=1 λi,t,n,m = 1, λi,t,n,m ≥ 0であり，Gを最小

化することで，元の目的関数 f が最小化される．

λi,t,n,m ← arg min
λi,t,n,m

[Hi]n,t [Ui]t,m∑
t′ [Hi]n,t′ [Ui]t′,m

を用いると以下のように偏微分できる．

∂G

∂ [Hi]n,k

= −2
[
YiU

T
i

]
n,k

+ 2
Mi∑

m=1

[Hi]n,k [Ui]
2
k,m

λi,k,n,m

+ 2
α

|Ei|
∑

(i,j)∈Ei

(
[Hi]n,k − [Hj ]n,k

)
= 0

∂G

∂ [Ui]k,m

= −2[HT
i Yi]k,m + 2

N∑
n=1

[Hi]
2
n,k [Ui]k,m

λi,k,n,m
= 0

これを解けば，式 (4)の更新式が得られる．

推薦文

本論文は DICOMO2019の DPS研究会関連セッション

で発表された論文のうち，座長と評価委員 2名による評価

において最も高いスコアを獲得した．地域性などの物理的

な関係性を持つ集計データにたいして非負値行列因子分解

を行う方法の提案であり，大規模な行列であっても分散シ

ステム上で処理可能となることを実現している．性能評価

として既存の非負値行列因子分解と比較し，汎化性能が悪

化しないこと，分散システム上で高速に動作することを確

認していることも評価できる．

（マルチメディア通信と分散処理研究会主査 田上 敦士）
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