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無限小定数と限量子除去法による
ハイブリッドシステムの検証に向けて
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概要：ハイブリッドシステムの形式的検証における課題の 1つは，連続的な値の変化を離散的な値の変化
と同一のフレームワーク上で扱う方法である．連続的変化を超準解析に由来する無限小定数を用いて表現
し，ホーア論理でハイブリッドシステムを検証するフレームワークとして末永らによる HOAREdt が提案
されている．本研究では，限量子除去法を適用することで HOAREdt によるハイブリッドシステムの検証
を支援する手法を提案する．HOAREdt による検証では，無限小定数を持つWHILEdt という言語でハイ
ブリッドシステムをモデル化する．WHILEdt は手続き型プログラミング言語であるため，既存のプログ
ラム検証手法を有効に利用できると期待される．本研究では，制約解消によるプログラム検証手法を利用
し，制約解消法として限量子除去法を用いる．限量子除去ツールとして Reduce/Redlog および QEPCAD

B，Slfqを組み合わせて利用する．本論文では，WHILEdt で記述されたモデルと入力された各条件から，
証明に必要な限量子付き論理式を生成する手法を記す．限量子除去ツールを用いた事前条件，ループ不変
条件の検証と反例条件の提示による各条件の修正支援法について記述する．実際にハイブリッドシステム
をモデル化し検証した例について結果を示し，考察する．検証実験の結果から，HOAREdt フレームワー
クに限量子除去を用いる手法がハイブリッドシステムの検証に有用であることを示す．
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Abstract: We propose a new approach to the formal verification of hybrid systems. Hybrid systems comprise
both discrete and continuous behaviors, and a challenge here is handling the both kinds of behaviors in a
unified verification framework. To address the issue, Suenaga and Hasuo [11], [23] have recently proposed the
HOAREdt verification framework that employs the notion of an “infinitesimal” from nonstandard analysis to
express continuous changes in a discrete framework. Building on their work, we propose a verification method
inspired by constraint-based program analysis, and uses quantifier elimination. In HOAREdt, hybrid systems
are modeled in a language called WHILEdt, which is an imperative language containing an infinitesimal con-
stant. HOAREdt mimics the Hoare logic and is designed to “look like” a standard verification framework for
a (discrete) imperative language, facilitating the application of the existing verification techniques for imper-
ative programs. Following this scheme, we adopt and apply constraint based techniques, originally designed
for imperative program verification, to the verification problem formalized in HOAREdt. We use quantifier
elimination tools as constraint solvers. We use three quantifier elimination tools: Reduce/Redlog, QEPCAD
B and Slfq. This paper shows a method for generating quantified first order formula sufficient for verifying
partial correctness expressed in HOAREdt. Our method verifies the correctness of user provided pre-and-
post-conditions and loop-invariants, and generates counter-examples when they are incorrect. We show the
potential of the method through several non-trivial examples, including the verification of a simplified version
of the European Train Control System.
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1. はじめに

連続的な値の変化と離散的な値の変化の両方を含むシス

テムをハイブリッドシステムと呼ぶ．自動車はハイブリッ

ドシステムの一例であり，速度や加速度は連続的に変化し，

ギアは離散的に変化する．そのほかにも航空機など様々な

機械，システムがハイブリッドシステムである．

ハイブリッドシステムの信頼性の向上に関して，テスト

やシミュレーションなどの検査手法以外に形式的な検証手

法も広く研究されている．ハイブリッドシステムの形式的

検証の課題の 1つとして，連続的変化と離散的変化をどのよ

うにして同じフレームワークで扱うかという問題があげら

れる．その 1つの方法として，無限小定数を用いて連続的

変化を離散的変化として表現し，すべてを離散的なフレー

ムワーク上で扱う研究 [23]が行われている．文献 [23]では

ホーア論理に無限小定数を導入して拡張した HOAREdtと

いう論理を提案している．HOAREdt ではハイブリッドシ

ステムをプログラムとしてモデル化するため，既存のプロ

グラム解析，プログラム検証の手法を利用してハイブリッ

ドシステムの検証を行うことが可能となる．本研究では，

HOAREdt と限量子除去法を用いたハイブリッドシステム

の検証手法を提案する．

HOAREdt による検証では，ハイブリッドシステムをモ

デル化し，WHILEdtという言語で記述する．WHILEdtは

if文による分岐やwhile文によるループなど，手続き型プ

ログラミング言語と同様の構文を持つ．WHILEdt で記述

したモデルに対して，事前条件と事後条件を ASSNdt とい

う言語で記述する．HOAREdt の規則と公理を用いて事前

条件，モデル，事後条件の三つ組を証明することによって

部分正当性を証明する．

WHILEdt や ASSNdt は超準解析に由来する無限小定

数 dtを持つ．A, B ∈ ASSNdt，c ∈ WHILEdt とすると，

HOAREdt における {A}c{B}の正しさは，A，B，c中の

dtを 1
i+1（i ∈ N）に置換した {A|i}c|i{B|i}が “ほとんど

すべての iについて正しい”ことと同値である [23]．本研

究の提案手法では，制約解消によるプログラム検証の手

法 [9], [19]を利用してハイブリッドシステムの検証を行う．

“ほとんどすべての iについて正しい”を限量子付き論理式

で表現し，限量子付きの制約を計算する．この限量子付き

論理式に対して限量子除去法を適用し，等価な限量子のな

い論理式に変換する．

限量子除去法として Cylindrical Algebraic Decomposi-

tion（CAD）による方法とVirtual Substitutionによる方法

1 名古屋大学大学院情報科学研究科
Graduate School of Information Science, Nagoya University,
Nagoya, Aichi 464–8601, Japan

a) iwatsuka@sqlab.jp
b) terauchi@is.nagoya-u.ac.jp
c) yuen@is.nagoya-u.ac.jp

の 2つを利用する．CADによる限量子除去法を実装した

ツールとして QEPCAD B [5]を，Virtual Substitutionによる

限量子除去法を実装したツールとして Reduce/Redlog [25]

をそれぞれ用いる．また，QEPCAD Bを用いて論理式の簡

略化を行う Slfqを使用する．

提案手法では，検証する事後条件に対して適切な事前条

件とループ不変条件を推測し，限量子除去ツールを用いて

各条件が証明に必要な制約を満たしているか否かを判定す

る．制約が充足されていないとき，事前条件とループ不変

条件を修正し，制約充足の判定を繰り返す．反例の条件を

発見し修正の手がかりとする方法を示し，本手法がハイブ

リッドシステムの検証に有用であることを述べる．

本論文の構成は次のとおりである．2章では HOAREdt

とその背景にある超準解析の用語定義などの詳細を示す．

3章では HOAREdt と限量子除去法を用いてハイブリッド

システムの検証を行う手順を単純な例を使用して説明す

る．4章では提案手法によるハイブリッドシステムの検証

の実験結果を示し，有用性を確認する．5章では本論文の

まとめと今後の課題について記す．

1.1 関連研究

HOAREdt は文献 [23] で提案され，文献 [11] では

HOAREdt を用いたハイブリッドシステムの検証手法が

提案されている．文献 [11]では，WHILEdt で記述したモ

デルをプログラム変換の手法 [21]を応用して単純化した

後，微分と限量子除去法を用いて事前条件，ループ不変条

件の自動発見を試みる．ループ中の代入の回数について全

称限量子のついた式に対し限量子除去法を適用しており，

本研究の提案手法における限量子除去法とは対象となる式

が異なる．

文献 [11]の手法は，成功すれば証明が自動で行える点で

本研究の提案手法に対して有利である．対照的に，本研究

の提案手法では事前条件，ループ不変条件の候補を人間が

推測するため，発見する各条件の形を限定することができ

る．そのため，人間にとって扱いやすい，都合のよい形の

事前条件を得ることができるという点で優れている．

ハイブリッドシステムをオートマトンとしてモデル化し

て検証する手法として，ハイブリッドオートマトン [2], [12]

がよく知られている．ハイブリッドオートマトンでは離散

的変化を有限有向グラフのノード間の遷移で表現し，各

ノードにおける連続的な値の変化をフロー条件として与え

る．また，離散的変化が起きる条件をジャンプ条件として

与える．

ハイブリッドオートマトンで記述したモデルに対し，検

証する性質を CTL，TCTLなどの様相論理の式で与え，モ

デル検査によって自動検証する．ハイブリッドオートマト

ンのモデル検査ツールとして HyTech [3], [13]がある．

ハイブリッドオートマトンではフロー条件とジャンプ条
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件で離散的変化と連続的変化を明確に分けて記述するた

め，WHILEdt を用いたモデルの方が記述の柔軟性の点で

有利である．

演繹的なアプローチでハイブリッドシステムを検証する

手法として，Platzerらが提案している KeYmaera [15]が知

られている．

KeYmaeraではハイブリッドプログラムと呼ばれる言語

でハイブリッドシステムをモデル化する．ハイブリッドプ

ログラムは離散的な変化を変数への値の代入で表し，連続

的な値の変化は変数に対してそれぞれ一次導関数を与え

ることで表している．値を変化させる命令を非決定的な選

択，連接，繰返しの制御構文で組み合わせてシステムを記

述する．

ハイブリッドプログラムで記述したモデルに対して，

Differential Dynamic Logic [14] という論理で正当性を検

証する．KeYmaeraは KeY [1]を基にした対話的な証明の

支援を行い，自動証明もサポートしている．ハイブリッド

オートマトンで記述されたハイブリッドシステムのモデル

をハイブリッドプログラムで記述することが可能であり，

KeYmaeraはこの変換機能を実装している．

KeYmaeraでは HOAREdt による証明同様，ハイブリッ

ドシステムを手続き型プログラミング言語と同様の構文

を持った言語でモデル化するため柔軟な記述が可能であ

る．また，HOAREdt と同様にシステム全体の正しさを部

品ごとの正しさから証明できる合成性を持つ．KeYmaera

は GUIを備えた洗練されたツールであるが，Differential

Dynamic Logicに特有の証明手法を開発する必要がある．

これに対して，WHILEdt は連続的変化を離散的変化と同

一の命令で扱っているため，離散的プログラミング言語で

すでに実績のあるプログラム検証の手法を取り入れること

ができる．

プログラム検証の手法として制約解消を用いる方

法 [9], [18], [19] が提案されている．事前条件，プログ

ラム，事後条件の組みに対し，自由変数を含むループ不変

条件のテンプレートを入力する．最弱事前条件を計算する

ことにより，検証に必要な制約条件を導出し，その制約条

件を満たす自由変数への値の割当てを探索する．

この手法は入力したテンプレートに対して健全かつ完全

である．すなわち，入力したテンプレートの形のループ不

変条件が存在するならばこの手法で発見することが可能で

あり，この手法で発見することができなければ入力したテ

ンプレートの形のループ不変条件は存在しない．

本研究における提案手法では，制約解消によるプログラ

ム検証の手法を HOAREdt に応用し，ハイブリッドシステ

ムの検証に利用する．

文献 [9]では，計算したすべての制約条件から Farkasの

補題 [20]を用いて全称限量子のない線形な制約に変換し，

SMTソルバで制約を満たす解を探索する．この方法では，

すべての制約式を同時に扱う必要がある．これに対し我々

の提案手法では，隣接するラベル間の各パスに対してそれ

ぞれ 1 つの制約式を独立して扱うことができる．そのた

め，どのパスで制約が充足されていないかを確認しながら

事前条件，ループ不変条件の修正を行うことが可能である

点で優れている．

このほか，ハイブリッドシステムの検証に必要な制約を

限量子で量化された論理式として導き，制約解消によって

検証を行う手法 [10], [17], [22]が提案されている．

システムの安全性は，以下の条件を満たす帰納的不変条

件 Invを発見することで検証される．

( 1 ) システムの初期状態が Invを満たしている．

( 2 ) Invが検証する安全性の条件を満たしている．

( 3 ) システムの状態が Invを満たしているとき，可能な連

続的，離散的値の変化によって Invが満たされない状

態に変化することはない．

これらの条件から制約となる論理式を導出して，制

約を満たす Inv を探索する．Inv の探索には前述の文

献 [9], [18], [19]と同様に，テンプレートを用いる．テンプ

レートにはシステム中に現れないフレッシュな変数が含ま

れ，これらの変数に対して適切な割当てが存在するか否か

を判定する．結果として，∃∀で量化された制約が得られ，
解消に成功すればシステムの検証に成功する．文献 [22]は

この制約の解消に限量子除去ツールを用いている．アルゴ

リズムの異なる複数の限量子ツールを利用する手法は，本

研究の提案手法にも取り入れている．

ハイブリッドオートマトンと同様に，離散的変化と連続

的変化を明確に区分しているため，記述の柔軟性という点

で HOAREdt の方が有利である．また，これらの手法に対

して本研究での提案手法は制約条件とシステムの間の関係

が直感的であり，正しい不変条件を推測しやすいという点

で優れている．

2. 無限小定数の導入によるホーア論理の拡張

本章では，ホーア論理に無限小定数を導入して拡張した

HOAREdt について，文献 [23]を抜粋し用語などの定義を

記す．

2.1 超準解析と無限小定数

定義 2.1（超フィルタ）.

フィルタ F ⊆ P(N)は以下を満たす族である．

( 1 ) X ∈ F かつ X ⊆ U ならば U ∈ F
( 2 ) X, Y ∈ F ならば X ∩ Y ∈ F
空でないフィルタ F が空集合を含まない，すなわち
F �= P(N) であるとき，F を固有フィルタと呼ぶ．超
フィルタは最大の固有フィルタである．任意の S ⊆ Nに

対して S かN\S のいずれか一方のみが必ず超フィルタ F
に含まれる．
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補題 2.1.

F0 = {S ⊆ N | N\S が有限 }を含む超フィルタ F が存在
する．

以下では F を補題 2.1 の超フィルタに固定する．F は
次の条件を満たす．

( 1 ) F は有限の積と無限の和で閉じている．
( 2 ) S ⊆ Nなる任意の S について，S またはN\S のいず
れか一方のみが必ず F に含まれる．

( 3 ) N\S が有限であるならば，S ∈ F．
{i | ϕ(i)が成り立つ} ∈ F のとき，“ほとんどすべての i

に対して ϕ(i)が成り立つ”という．

定義 2.2（超実数，超自然数）.

集合 D（Dは Nまたは R）に対して，集合 ∗Dを ∗D ≡
DN/ ∼F と定義する．ここで∼F は以下のように定義する．

{i ∈ N | di = d′
i} ∈ F ⇐⇒ (d0, d1, . . . ) ∼F (d′0, d

′
1, . . . )

特に混乱を招かない場合，同値クラス [(di)i∈N]∼F ∈ ∗D

を [(di)i∈N]または (di)i∈Nと表記する．∗Dの要素 d ∈ ∗D

を，DがNの場合は超自然数，Rの場合には超実数と呼

ぶ．また，d ∈ Dを標準の数と呼ぶ．

d = [(di)i∈N]ならば，(di)i∈N を d ∈ ∗Dのシーケンス

表記と呼ぶ．(di)i∈N に対して，シーケンス表現は一意に

定まらない．標準の数から超数へのマッピング D ↪→ ∗D

では，標準の数 dは超数 [(d, d, . . . )]にマップされる．

定義 2.3（∗D上の操作と関係）.

k個の有限な引数をとる任意の操作 f : Dk → Dに対して，

f : (D)k → Dとなる以下に定義される拡張が存在する．

f([(d(0)
i )i∈N], . . . , [(d(k−1)

i )i∈N])

≡ [(f(d(0)
i , . . . , d

(k−1)
i ))i∈N]

二項関係 R ⊆ D2 に対しても R ⊆ (∗D)2 となる以下に定

義される拡張が存在する．

[(di)i∈N] R [(d′
i)i∈N] def⇐⇒

ほとんどすべての iについて di R d′
i

定義 2.4（無限小，無限大）. 超実数 d ∈ ∗Dがいかなる実

数 d ∈ Dよりも真に 0に近いとき，dは無限小であるとい

う．また，d ∈ ∗Dがいかなる実数 d ∈ Dよりも真に大き

いとき，dは無限大であるという．

定義 2.5（無限に近い）. x, y ∈ ∗Dとする．x− yが無限小

であるとき，xと yは互いに無限に近いといい，以下のよ

うに表記する．

x − yが無限小 def⇐⇒ x ≈ y

例 2.1（ωと ω−1）.

超実数 [(1, 2, 3, . . . )] ∈ ∗N を ω とする．ω は任意の標準

の自然数 n = [(n, n, n, . . . )]に対して，n < iとなる任意

の i において ωi > ni となるため，ω > n である．ω の

存在により，N � ∗N，R � ∗R であるといえる．逆数

ω−1 = [(1, 1
2 , 1

3 , . . . )]は正（0 < ω−1）であり，かつ任意の

標準の正の実数 r > 0よりも小さい．すなわち，ω は無限

大超実数であり，ω−1 は無限小超実数である．

2.2 HOAREdt フレームワーク

2.2.1 モデリング言語WHILEdt

変数の有限集合をVarとする．

定義 2.6（WHILEdt の構文）.

AExp � a ::= x | cr | a1 aop a2 | dt | ∞
BExp � b ::= true | false | b1 ∧ b2 | ¬b | a1 < a2

Cmd � c ::= skip | x := a | c1; c2 |
if b then c1 else c2 | while b do c

ただし，x ∈ Varであり，crは r ∈ Rの定数，aop ∈ {+,−, ·,
ˆ }である．ˆはべき乗を表す演算子であり，aˆbは ab を

意味する．dtおよび∞はそれぞれ例 2.1 の ω−1 と ω で

ある．

WHILEdtから定数 dt，∞を除いた言語をWHILE言語

と呼ぶ．

定義 2.7（WHILEdt のセクション）.

eをWHILEdt の式とし，i ∈ Nとする．eの i番目のセク

ションとは e中の dt, ∞をそれぞれ定数 c1/(i+1)，c(i+1)

で置換した式であり，e|i と表記する．明らかに，e|i は
WHILE言語の式である．

無限小定数 ω−1 = [(1, 1
2 , 1

3 , . . . )]などの超実数をメモリ

に格納するための状態を以下のように定義する．

定義 2.8（状態と超状態）. 超状態 σは σ= ⊥（未定義）ま
たは σ : V → ∗Rのいずれかである．また，（標準の）状

態 σ は σ = ⊥（未定義）または σ : V → Rのいずれかで

ある．

超状態全体からなる集合をHSt，状態全体からなる集合

を Stと表記する．

WHILEdt の式の表示的意味論は慣例に従って定義され

ている．c ∈ Cmdについて，�c�は超状態へのマッピング

であり，σからマップされる超状態を �c�σと表記する．

定義 2.9（シーケンス表記）. (σi)i∈N を状態のシーケンス

とする．これは次の方法で超状態（[(σi)i∈N]と表記する）

に持ち上げることができる．

• ほとんどすべての iについて σi = ⊥ならば (σi)i∈N ≡
⊥とする．

• そうでなければ，[(σi)i∈N] �= ⊥であり，[(σi)i∈N](x) ≡
[(σi(x))i∈N]とする．

σi = ⊥となる任意の i ∈ Nについて，σi(x)は定義されて

いない．この場合 σi(x)は任意の実数（0など）と定める．

σを超状態，(σi)i∈Nを状態のシーケンスとする．(σi)i∈N

を持ち上げた超状態 [(σi)i∈N] が [(σi)i∈N] =σ のとき，
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(σi)i∈N を σのシーケンス表現と呼ぶ．以下では σのシー

ケンス表現を (σ|i)i∈N と表記する．

2.2.2 表明言語ASSNdt

定義 2.10（ASSNdt の文法）.

AExp � a ::= x | cr | a1 aop a2 | dt | ∞
Fml � A ::= true | false | A1 ∧ A2 | ¬A | a1 < a2 |

∀x ∈ ∗N.A | ∀x ∈ ∗R.A

ただし，x ∈ Varである．

ASSN 言語とは ASSNdt から定数 dt と ∞ を除き，

∀x ∈ ∗R と ∀x ∈ ∗N をそれぞれ ∀x ∈ R と ∀x ∈ N に

置き換えた言語である．

定義 2.11（ASSNdt のセクション）.

eをASSNdtの式とし，i ∈ Nとする．eの i番目のセクショ

ンとは e中の dt，∞をそれぞれ定数 c1/(i+1)，c(i+1)で置換

し，∀x ∈ ∗D(D ∈ {N,R})を ∀x ∈ Dに置換した式であり，

e|i と表記する．明らかに，e|i は ASSN言語の式である．

A ∈ Fmlの意味論は慣例に従って定義されている．任意

の σ ∈ HStについて σ |= Aとき，ASSNdtの式A ∈ Fml

が正しいといい，|= Aと表記する．

補題 2.2（Sectionwise Satisfaction）. Aを ASSNdt の式，

σを超状態，(σ|i)i∈Nを σのシーケンス表現とする．この

とき，

σ |= A ⇐⇒ ほとんどすべての iについて σ|i |= A|i

状態 σ|iとASSNの式A|iの関係 |=の定義は慣例に従う．
2.2.3 HOAREdt 論理

HOAREdt では，WHILEdt で記述されたモデルに対し，

以下に定義する {A}c{B}を用いて正当性を証明する．
定義 2.12 （HOAREdt におけるホーアの三つ組）.

HOAREdtにおけるホーアの三つ組 {A}c{B}とは，ASSNdt

の式 A，B とWHILEdt の命令 cからなる三つ組である．

任意の超状態 σ∈ HStについて σ|= Aならば �c�σ |= B

が成り立つとき，{A}c{B}は正当であるといい，|= {A}c{B}
と表記する．

{A}c{B}は部分正当性の表明である．σ の状態で cの

実行を開始したとき，停止しないならば �c�σ = ⊥であり，
すなわち �c�σ |= Bである．式 Aを事前条件，Bを事後条

件と呼ぶ．

HOAREdt におけるホーアの三つ組の正当性は，各セク

ションごとの正当性から証明することができる．次章で述

べる本研究の提案手法では，この性質を用いてハイブリッ

ドシステムの検証を行う．

補題 2.3（Sectionwise validity）. A，B を ASSNdt の式，

c ∈ CmdをWHILEdt の命令とする．

|= {A} c {B} ⇐⇒
ほとんどすべての iについて |= {A|i}c|i{B|i}

HOAREdt の推論規則は，通常の Hoare論理と同じ規則

を用いる．{A}c{B}が HOAREdt の推論規則から導出で

きるとき，� {A}c{B}と表記する．
定理 2.1（HOAREdt の健全性 [23]）.

� {A}c{B}ならば |= {A}c{B}である．
定理 2.2（HOAREdt の相対完全性 [23]）.

|= {A}c{B}ならば � {A}c{B}である．

3. 限量子除去法を用いたWHILEdtプログラ
ムの検証

HOAREdt による証明は表明とプログラムに超実数が含

まれている点を除けばホーア論理と同様に行うことがで

きる．補題 2.3 の Sectionwise validityより，HOAREdtに

おいて正当性を証明するためには，ほとんどすべてのセク

ションで標準のホーア論理による正当性の証明が可能であ

ればよいことが分かる．本章では，HOAREdt での証明を

限量子付き論理式を用いて標準のホーア論理での証明に帰

着する方法を示す．

3.1 Sectionwise validity の限量子付き論理式による

表現

定理 3.1. −→x ⊆ Var，P (−→x , i)を式中の変数が −→x ∪ {i}に
含まれる ASSN言語の式とする．また，y, i ∈ Nとする．

以下の式が真であるとき，ほとんどすべての i について

P (−→x , i)が成り立つ．

∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ P (−→x , i)

ただし，yは P (−→x , i)に含まれない変数とする．

証明. “ほとんどすべての iについて P (−→x , i)が成り立つ”

とは {i | P (−→x , i)} ∈ F であることを指す．また，N\S が
有限であるならば，S ∈ F である．
∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ P (−→x , i) が成り立つとき，{i | i ≥

y} ⊆ {i | P (−→x , i)}．N\{i | i ≥ y} = {i | i < y}は有限集
合である．したがってN\{i | P (−→x , i)}も有限集合である．
以上より，{i | P (−→x , i)} ∈ F である．
Fには補有限でない無限集合が含まれるため，定理 3.1の

逆は一般には成り立たない．F0 = {S ⊆ N | N\S が有限}
とすると，以下の定理が成り立つ．

定理 3.2. {i | P (−→x , i)} ∈ F0 ならば ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒
P (−→x , i)．

証明. {i | P (−→x , i)} ∈ F0 なので，N\{i | P (−→x , i)} は有
限集合である．よってN\{i | P (−→x , i)}には上限 uが存在

する．したがって u より大きい任意の自然数 i について

P (−→x , i)である．

ハイブリッドシステムの検証の際に使用する式 P (−→x , i)

については，ほとんどが {i | P (−→x , i)} ∈ F0 である．

定理 3.1 より，以下の定理が導ける．

定理 3.3. A，Bを ASSNdtの式，cをWHILEdtの命令と

c© 2013 Information Processing Society of Japan 24



情報処理学会論文誌 プログラミング Vol.6 No.3 20–32 (Dec. 2013)

するとき，以下が成り立つ．

|= ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ {A|i}c|i{B|i}ならば |= {A}c{B}

ただし，A，B，c中に現れる変数は −→x に含まれるとし，y

は −→x に含まれない変数とする．
定理 3.1 同様，定理 3.3 の逆も一般的には成り立たない．

ただし，|= {A}c{B}のとき，{i | {A|i}c|i{B|i}} ⊆ Nが

有限であれば |= ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ {A|i}c|i{B|i}である．

3.2 限量子除去

入力された限量子付きの論理式と等価な限量子のない

論理式を出力することを，限量子除去と呼ぶ．実閉体の理

論に対する限量子除去は決定可能であることが Tarskiに

よって証明されている [24]．Tarskiの示した限量子除去法

の非効率なアリゴリズムを改良した以下に示すCylindrical

Algebraic DecompositionやVirtual Substitutionなど効率

の良い手法が提案され，実装されている．

3.2.1 Cylindrical Algebraic Decompositionを用い

た限量子除去法

1975年にCollinsによってCylindrical Algebraic Decom-

position（以下 CADとする）を用いた限量子除去法が提案

された [6]．

CADを用いた限量子除去法は，入力中の不等式に次数

の制限はない．計算複雑性は入力中の変数の数に対して二

重指数関数となる [7]．CADを用いた限量子除去のアルゴ

リズムを実装しているツールとしては，Mathematicaや

QEPCAD B [5]がある．

3.2.2 Virtual Substitution

Virtual Substitution [26]は，二次式の解の存在条件を用

いた限量子除去法である．

計算複雑性は束縛変数の数に対して二重指数関数的 [8]

であり，CADを用いた限量子除去法と比較すると自由変

数が多い場合に有利である．解の存在条件を利用すること

から入力の次数が二次式までに制限される点が短所であ

る．複数の変数について限量子除去を行うとき，1つの変

数を除去することで他の変数の次数が上がる可能性があ

り，連続して適用できない場合がある．項の置換を繰り返

すため，出力の式が冗長になりやすい点も欠点である．

Virtual Substitutionが実装されているツールとしては

数式処理システムの Reduce上のパッケージとして提供さ

れている Redlog [25]などがある．

3.2.3 CADを用いた論理式の簡略化

大きな限量子なし論理式に対して，CADを用いて簡略

化を行うことができる [4]．この手法を実装したツールとし

て Slfqがある．Slfqは入力された限量子なし論理式を連

言標準形に変換し，各項を QEPCAD Bを用いて簡略化する．

Virtual Substitutionの出力結果は冗長となる場合が多

く，直感的に扱いにくい．Virtual Substitutionの結果を

� �
( 1 ) 検証対象のハイブリッドシステムをモデル化し，WHILEdt

で記述

( 2 ) 検証する事後条件を記述

( 3 ) 事前条件・ループ不変条件を推測し，記述

( 4 ) 検証器に 1～3 で記述したモデルおよび条件を入力

( a ) 入力から各条件が満たすべき制約として限量子付き

論理式を計算

( b ) 限量子除去ツールを用いて等価な限量子なし論理式

に変換する

( c ) 検証に失敗した場合，反例の条件を求めて出力する

( 5 ) 検証器の出力から，正しいループ不変条件が得られれば検

証成功．そうでなければ 1 または 3 に戻る
� �
図 1 限量子除去法とWHILEdt によるハイブリッドシステム検証

手順

Fig. 1 Procedure of verification with quantifier elimination and

WHILEdt.

1 x :=0;

2 v :=0;

3 t :=0;

4 a:=a0 ;

5 while ( t<tmax){
6 x:=x+v∗dt ;

7 v:=v+a∗dt ;

8 t := t+dt

9 }

図 2 等加速度運動する物体のWHILEdt モデル

Fig. 2 A WHILEdt model of uniformly accelerated motion.

Slfqで簡略化することで扱いを容易にすることができる．

限量子付き論理式に対しても，内部の限量子なし論理式を

簡略化することで全体の簡略化が可能である．

3.3 検証手順

限量子除去法とWHILEdt によるハイブリッドシステム

検証の手順を図 1 に示す．

はじめに，検証の対象であるハイブリッドシステムをモ

デル化し，WHILEdtで記述する．次に，WHILEdtで記述

したモデルに対し，検証する事後条件を ASSNdt 言語で記

述する．WHILEdt言語は if文による分岐やwhile文によ

る繰返しなど，命令型プログラミング言語と同様の制御構

文を使用しており，プログラム検証の手法を応用して検証

できるとされている．提案手法では，制約解消によるプロ

グラム検証 [9], [18], [19]を応用する．

以下に具体例を示して手順を解説する．等加速度運動す

る物体をWHILEdt で記述したモデルを図 2 に示す．こ

の物体は xを変位，v を速度，aを加速度，tを時間とし，

t = 0，v = 0の状態で x = 0から a = a0 で t < tmax の間

等加速度運動する．
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図 3 図 2 の CFG

Fig. 3 CFG for Fig. 2.

図 4 最弱事前条件を求める関数

Fig. 4 Function yielding the weakest precondition.

上記の条件で等加速度運動する物体の t = t′ 時点での変

位 xの値は 1
2at′2 である．ここで，t < tmax の間等加速度

運動した後の変位が 1
2a(tmax + dt)2 以下であることを検

証する．したがって，事後条件を 1
2a(tmax + dt)2 ≥ xと

する．図 1 から作成したコントロールフローグラフ（以下

CFGとする）を図 3 に示す．CFGの両端と whileルー

プの先頭にあたる点にそれぞれラベルを付ける．図 3 中で

は 1©， 2©， 3©とラベル付けしている．
ラベル li について，それぞれ ASSNdt の式 Ili と関係づ

ける．CFG上で他のラベルを通過しないパスを持つ 2つ

のラベルを “隣接する”と定義する．図 3 において隣接す

るラベルは 1©と 2©， 2©と 2©， 2©と 3©である．隣接するラベ
ル l1，l2の間のパスの集合を Paths(l1, l2)とすると，Il1 と

Il2 の間で成り立つべき制約VC(l1, l2)は次のように定義さ

れる．

VC(l1, l2) = (1)∧
π∈Paths(l1,l2)

(∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ (Il1 |i ⇒ wp(π, Il2 |i)))

ただし，−→x は Il1，wp(π, Il2)に出現する変数の集合，y

は −→x に含まれない変数である．また wp(π, I)は図 4 に定

義する，パス π による I の最弱事前条件を求める関数で

ある．

上記の方法で計算される制約を満たす事前条件および

ループ不変条件の候補を推測する．

本手法の特徴として，文献 [9], [18], [19]の手法を応用し

ているため，ここで推測する各条件には自由変数を含めて

もよい．

WHILEdt モデルと検証する事後条件，推測した事前条

( 1 ) ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ (Pre|i ⇒ I[a0/a][0/t][0/v][0/x]|i)
( 2 ) ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ ((I ∧ t < tmax)|i ⇒ I[(t + dt)/t][(v +

adt)/v][(x + vdt)/x]|i)
( 3 ) ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ ((I ∧ ¬(t < tmax))|i ⇒ Post|i)

図 5 図 3 から計算される制約

Fig. 5 Calculated constraints from Fig. 3.

件とループ不変条件を検証器に入力する．検証器は入力か

ら上記の方法で各条件が満たすべき制約を計算する．計算

した各制約条件は限量子付き論理式として表される．これ

らの式に対してそれぞれ限量子除去ツールを用いて等価な

限量子のない論理式に変換する．

変換を効率良く行うために，文献 [22]と同様に複数の限

量子除去ツールを組み合わせて使用する．初めに，計算時

間の点で最も有利な Virtual Substitutionによる限量子除

去法を実装した Reduce/Redlogに限量子付き論理式を入

力する．限量子除去に成功した場合は出力を Slfqに入力

し，式を簡略化する．

Reduce/Redlogはすべての限量子が除去できなかった場

合，可能な限り限量子を除去した限量子付き論理式を出力

する．この場合，出力された限量子付き論理式の内側の限

量子なし部分を Slfqで簡略化する．簡略化された限量子

付き論理式をCADによる限量子除去法を実装した QEPCAD

Bに入力して等価な限量子のない論理式に変換する．

検証器に入力する事前条件，ループ不変条件の候補に自

由変数が含まれない場合，限量子除去の結果は trueまた

は falseである．結果が trueである場合計算した制約を

満たしており，false の場合は制約が満たされていない．

入力に自由変数を含めた場合，限量子除去の結果は true，

falseのほかに自由変数のみからなる限量子のない論理式

となる場合がある．自由変数に対して，限量子除去の結果

の式が真となる任意の値を代入することで，証明に必要な

事前条件，ループ不変条件が得られる．

それぞれの制約に対して限量子除去を行い，結果の連言

が falseでなければ検証成功である．検証に失敗した場合，

再び別の事前条件，ループ不変条件を推測し，検証器に入

力する．図 1 中 4c の反例出力については次節に詳細を記

す．検証が成功するまで条件の推測と検証器による制約充

足の確認を繰り返す．

図 3 の例において，I 1© = Pre，I 2© = I，I 3© = Postと

すると，3つのパスから図 5 に示す 3つの制約が得られる．

ただし −→x = {x, v, t, a, a0, tmax}である．ここで，Postは

検証する事後条件，すなわち 1
2a(tmax + dt)2 ≥ xであり，

Pre，I はそれぞれ推測する事前条件，ループ不変条件で

ある．

式 (1)から，図 5 の各制約の連言が VC(Pre, Post)であ

る．限量子除去の結果は等価な除去前の式と等価な式であ

るため，各制約について限量子除去法を適用した後にそれ

ぞれの結果の連言をとればよい．
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制約解消によるプログラム検証の手法 [9], [18], [19]で

は，不変条件に現れる単項式 {ai | 0 ≤ i ≤ n}を推測し，そ
の係数を {cijk | 0 ≤ i ≤ n}として不変条件のテンプレー
ト
∨

k

∧
j（
∑n

i=0 cijkai ≥ 0）を作り，適切な不変条件を求

める．この手法を用いて，不変条件のテンプレートを作る．

ここでは簡単のため，α，β を自由変数としたテンプレー

ト I を以下のように作成し，図 2 と以下の事前条件，事後

条件とともに検証器に入力する．

Pre = (a0 > 0 ∧ tmax > 0)

I = (t ≥ 0 ∧ tmax > 0 ∧ a0 > 0 ∧ αat2 ≥ x ∧
v = βat ∧ t < tmax + dt ∧ a = a0)

Post =
(

1
2
a(tmax + dt)2 ≥ x

)

図 5 の各制約について以下の結果が得られる．

( 1 ) Reduce/Redlogによる限量子除去に成功．trueが出

力される．

( 2 ) Reduce/Redlogによる限量子除去に成功．Slfqによ

る式の簡略化の結果 2α − 1 ≥ 0 ∧ β − 1 = 0が出力さ

れる．

( 3 ) Reduce/Redlog による限量子除去に失敗．y，tmax

について限量子が残った式が出力される．出力さ

れた限量子付き論理式の限量子のない部分を Slfq

で簡略化した結果，2α − 1 ≤ 0 が出力される．

(∃y∀tmax(2α − 1 ≤ 0)) = 2α − 1 ≤ 0 なので結果

として限量子のない論理式が得られる．

各制約を変換した限量子のない論理式の連言から，α = 1
2，

β = 1が得られる．したがって，I = (t ≥ 0∧tmax > 0∧a0 >

0 ∧ 1
2at2 ≥ x ∧ v = at ∧ t < tmax + dt ∧ a = a0)とするこ

とで，図 2 で表されるハイブリッドシステムに関して事前

条件 Pre，事後条件 Postの部分正当性が証明できる．

3.4 反例の出力

システムに不具合があった場合や，推測した事前条件や

ループ不変条件が誤っていた場合，検証に失敗し，限量子

消去の結果 falseと出力される場合がある．このとき，シ

ステムの修正や再び適切な条件を推測する手がかりとし

て，反例を利用することができる．

反例を得るためには，制約の限量子付き論理式の否定を

とった式を限量子除去ツールに入力すればよい．検証器が

出力する制約は ∃y∀−→x ∀iP という形の式となるため，その

否定は ∀y∃−→x ∃i¬P の形となる．ここで，−→x 中の変数の一
部を自由変数とし，限量子除去を行う．−→z ⊆ −→x を自由変
数として限量子消去するとき，明らかに以下の式 (2)が成

り立つ．

∀−→z ((∀y∃(−→x \−→z )∃i¬P ) ⇒ (∀y∃−→x ∃i¬P )) (2)

∀y∃(−→x \−→z )∃i¬P に対して限量子除去法を適用した結

図 6 検証システム

Fig. 6 Verification system.

果を φ(−→z ) とする．式 (2) より φ(−→z ) が真であるとき，

∀y∃−→x ∃i¬P も真となる．したがって，φ(−→z )が真となる−→z
から ∃y∀−→x ∀iP の反例が得られる．

ここでは，推測した条件が誤っていた場合の反例出力の

例を示す．図 3 の例で，ループ不変条件のテンプレート

I から a0 ≥ 0という条件が欠けていたとする．すなわち，

図 5 中の Pre，I，Postを以下の式とする．

Pre = tmax > 0

I = t ≥ 0 ∧ tmax > 0 ∧ 1
2
at2 ≥ x ∧ v = at ∧

t < tmax + dt ∧ a = a0

Post =
1
2
a(tmax + dt)2 ≥ x

このとき各制約について限量子除去を行った結果はそれ

ぞれ true，false，falseとなる．a0を自由変数とし，各制

約の否定をとって限量子除去を行うと，結果として false，

a0 < 0，a0 < 0が得られる．この結果から，VC( 2©, 2©)，

VC( 2©, 3©)において，a0 < 0が反例の条件であることが分

かるため，I に a0 ≥ 0を追加する．

I を修正して限量子除去を行うと，3つの制約式に対して

false，true，trueという結果がそれぞれ得られる．同様に

反例条件を計算すると，VC( 1©, 2©)の反例の条件が a0 < 0

であることが分かる．Preに a ≥ 0を追加して検証器に入

力すると，すべての制約を満たすことが確認できる．

4. 実験

本章では，HOAREdt と限量子除去法を用いたハイブ

リッドシステムの検証例を示す．

検証システムの全体を図 6 に示す．HOAREdtで記述し

たシステムと検証する各条件を，我々の実装した制約導出

ツールに入力し，限量子付きの論理式を得る．得られた論

理式を Reduce/Redlogで限量子除去し，Slfqで出力を簡

略化する．Slfqは内部的に QEPCAD Bを利用する．

検証器の実行に使用した環境は，仮想マシン上のUbuntu

で CPUは 4コア，メモリは 3.6 GBを割り当てている．仮

想マシンを実行している環境は Quad-Core Xeon 2.8GHz

プロセッサ搭載のMac Proである．実行時間として，time

コマンドが出力する CPU時間を記す．

4.1 地面でバウンドする物体

ハイブリッドシステムの例として地面でバウンドする
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1 g :=9 . 8 ;

2 t :=0;

3 h:=hmax ;

4 while ( t<tmax) {
5 i f (h<=0 ∧ v<0) {
6 v:=−c∗v

7 } else {
8 sk ip

9 } ;

10 h:=h+v∗dt ;

11 v:=v−g∗dt ;

12 t := t+dt

13 }

図 7 地面でバウンドする物体のWHILEdt モデル

Fig. 7 A WHILEdt model of bounce object.

図 8 図 7 の CFG

Fig. 8 CFG for Fig. 7.

物体をモデル化する．物体は高さ hmax の位置から初速度

0で自由落下する．物体はつねに重力加速度 g = 9.8で地

面に向かって加速し，接地すると跳ね返る．弾性係数を c

（0 ≤ c < 1）とする．これは有限時間内に無限回の離散的

変化が起こる Zenoと呼ばれる振舞いの例である．Zenoは

ハイブリッドシステムの解析，検証を困難にする振舞いで

あることが広く知られている．この物体について，高さが

つねに地面と hmax の間であることを検証する．

WHILEdt で記述したモデルを図 7 に示す．また，図 7

から作成した CFGを図 8 に示す．図 7 の 5～9行目は，

物体が接地した場合に速度を変化させるための分岐である．

10～12行目の代入文で物体の微小時間における値の変化を

表している．4行目の whileループは t ≥ tmax のときに

抜ける．1回のループで tは無限小定数 dtずつ加算される

ので，任意の tmax > 0について事後条件 Postが成り立て

ば，物体が運動中つねに Postが成り立っているといえる．

事前条件を Pre，ループ不変条件を I，事後条件を Post

とすると，以下の 4つの制約が計算される．

( 1 ) ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ (Pre|i ⇒ I[9.8/g][0/t][hmax/h]|i)
( 2 ) ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒

((I ∧ t < tmax)|i ⇒ ((h ≤ hmax ∧ v < 0) ⇒
I[(t + dt)/t][(v − gdt)/v][(x + vdt)/x][−cv/v]|i))

( 3 ) ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒
((I ∧ t < tmax)|i ⇒ (¬(h ≤ hmax ∧ v < 0) ⇒
I[(t + dt)/t][(v − gdt)/v][(x + vdt)/x]|i))

( 4 ) ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ ((I ∧ ¬(t < tmax))|i ⇒ Post|i)
( 1 ) は図 8 における VC( 1©, 2©)，( 2 ) と ( 3 ) は

VC( 2©, 2©)，( 4 ) は VC( 2©, 3©) を計算することで得られ

る制約である．

検証器に以下の各条件を入力した結果，検証に成功した．

Pre = (0 ≤ c ∧ c < 1 ∧ tmax > 0 ∧ g = 9.8 ∧
hmax ≥ 0 ∧ v = 0)

I = (0 ≤ c ∧ c < 1 ∧ tmax > 0 ∧ g = 9.8 ∧
hmax ≥ 0 ∧ t < tmax + dt ∧ v2 ≤ 2g(hmax − h))

Post = ((h ≤ 0 ⇒ h2 ≤ 2ghmaxdt2) ∧ h < hmax)

事後条件中の (h ≤ 0 ⇒ h2 ≤ 2ghmaxdt2) は，

−√
2ghmaxdt ≤ h と等価な式である．ただし，後者を

検証器に入力すると限量子除去に失敗するため，前者の形

で入力する必要がある．dtは無限小定数であり，
√

2ghmax

は標準の実数であるので，
√

2ghmaxdtは無限小の値である．

したがって，前述の事後条件で (0 ≈ h∨0 < h)∧h < hmax

を表しているといえる．

制約式の計算に要した時間は 0.096秒であった．すべて

の制約式に対して Reduce/Redlogが限量子除去に成功し，

trueという結果を出力した．限量子除去に要した時間は

0.964秒であった．

4.2 ETCS

European Train Control System のうちの一部（以下

ETCS）を切り出し，簡略したシステムを対象として，提

案手法で検証する例を示す．具体的には，文献 [16]に記さ

れたモデルを基に，文献 [23]で HOAREdtに移植されたシ

ステムを対象とする．

ETCS は電車と，電車の走行を無線で管理するコント

ローラの 2つのコンポーネントからなるシステムである．

ETCSではあらかじめ電車の加速度の上限A・下限−bと，

目標地点までの安全距離 s，電車の速度と変位を検査する

時間間隔 εが定められている．また，電車の速度を v，加

速度を a，変位を z と表す．

コントローラは，電車の目標地点mと推奨速度，目標地

点に到達したときの電車の速度の上限を定める．電車は，

速度検査，距離検査，走行処理の 3つの処理を順に繰り返

す．それぞれの処理の内容は以下のとおりである．

• 速度検査：速度 v が推奨速度以下であれば，加速度 a

c© 2013 Information Processing Society of Japan 28



情報処理学会論文誌 プログラミング Vol.6 No.3 20–32 (Dec. 2013)

1 e :=dt ;

2 while (v>0) {
3 t :=0;

4 i f (m−z<s ) {
5 a:=−b

6 } else {
7 a:=0

8 } ;

9 while ( t<e ) {
10 z :=z+v∗dt ;

11 v:=v+a∗dt ;

12 t := t+dt ;

13 }
14 }

図 9 ETCS のWHILEdt モデル

Fig. 9 A WHILEdt model of ETCS.

を −bから Aまでの任意の値に変更する．そうでなけ

れば加速度 aを−bから 0までの任意の値に変更する．

• 距離検査：変位 zと目標地点mとの差が安全距離 s未

満の場合に加速度を −bに変更する．

• 走行処理：時間 tを 0に変更し，電車を速度 v，加速

度 aで t < εの間走行させる．

ETCSは加速度の変化による非線形な振舞い，εごとの

tのリセットを含むため，モデル化や検証が困難な例であ

るとされている [14]．

簡単のため，ETCSを以下のように簡略化する．

• コントローラは目標地点 mのみを定め，mの値を更

新しない．

• 電車は距離検査と走行処理のみを行い，初速度を v0，

初期の加速度を 0に固定する．

簡略化したシステムに対して，電車が停止したとき，目

標地点を超えて走行していないことを検証する．

簡略化した ETCSをWHILEdtで記述したモデルを図 9

に示す．また，図 9 から作成した CFGを図 10 に示す．

図 9 のモデルは whileループがネストした構造をして

いる．図 10 に示したように，外側のループ不変条件を I，

内側のループ不変条件を I ′とし，事前条件，事後条件をそ

れぞれ Pre，Postとすると，以下の 6つの制約条件が計算

される．

( 1 ) ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ (Pre|i ⇒ I[dt/ε]|i)
( 2 ) ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ ((I ∧ ¬(v > 0))|i ⇒ Post|i)
( 3 ) ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ ((I ∧ v > 0)|i ⇒ (m − z < s ⇒

I ′[−b/a])[0/t]|i)
( 4 ) ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ ((I ∧ v > 0)|i ⇒ (¬(m − z < s) ⇒

I ′[0/a])[0/t]|i)
( 5 ) ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ ((I ′ ∧ ¬(t < ε))|i ⇒ I|i)
( 6 ) ∃y∀−→x ∀i(i ≥ y) ⇒ ((I ′∧t < ε)|i ⇒ (I ′[(t+dt)/t][(v+

adt)/v][(z + vdt)/z])|i)

図 10 図 9 の CFG

Fig. 10 CFG for Fig. 9.

( 1 ) は VC( 1©, 2©)，( 2 ) は VC( 2©, 3©)，( 3 ) と ( 4 ) は

VC( 2©, 4©)，( 5 ) は VC( 4©, 2©)，( 6 ) は VC( 4©, 4©) を計算

することで得られる制約である．

以下に示す事前条件，事後条件で検証に成功した．2つ

のループ不変条件は大きな論理式であるため，直感的な意

味の説明とともに付録 A.1 に示す．

Pre =
(

v0 ≥ 0 ∧ v = v0 ∧ z = 0 ∧ t = 0 ∧ v2

2b
≤ s∧

m ≥ 0 ∧ b > 0 ∧ s ≥ 0 ∧ m − s ≥ 0
)

Post =
(

z ≤ m + 2v0dt +
bdt2

2

)

事後条件が成り立つためには，適切な安全距離 sを設定

する必要がある．m − z < sのとき，電車は v > 0の間等

加速度 −bで走行する．v = 0となるまでに走行する距離

は v2

2b であるため，事前条件は
v2

2b ≤ sという条件を含んで

いる．

事後条件中の 2v0dt+ bdt2

2 はそれぞれの項が無限小の数

と標準の数の積であるため，2v0dt + bdt2

2 ≈ 0である．し

たがって，上記の事後条件は (z < m ∨ z ≈ m)を表して

いる．

制約式の計算に要した時間は 0.076秒であった．すべて

の制約式に対して Reduce/Redlogが限量子除去に成功し，

trueという結果を出力した．限量子除去に要した時間は

1.080秒であった．

さらに，内側のループを複数回実行される場合について

検証する．図 9 の 1行目を e := n ∗ dtに変更する．検証

に成功する nの値の範囲を得るため，nを自由変数として，

以下に示す事前条件，事後条件を検証器に入力した．2つ

のループ不変条件は付録 A.2 に示す．

Pre =

(
v0 ≥ 0 ∧ v = v0 ∧ z = 0 ∧ t = 0 ∧
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v2

2b
+ v0ndt ≤ s ∧ m ≥ 0 ∧ b > 0 ∧ s ≥ 0 ∧ m − s ≥ 0

)
Post = (z ≤ m + 2v0dt + bdt)

ε = dtの場合と比べて，走行処理の間に進む距離が長く

なるため，安全距離 sを長くとらなければならない．具体

的には，v = v0，a = 0で走行処理の間に進む距離は v0ndt

であるため，事前条件中に v2

2b + v0ndt ≤ sという条件が

含まれる．また，無限小による誤差が大きくなるため，事

後条件に含まれる誤差も ε = dtの場合より大きくなって

いる．

6 つの制約条件のうち VC( 2©, 3©)，VC( 2©, 4©) のうち

a := −b を通るパスから計算される制約について，

Reduce/Redlogでの限量子消去に失敗し，一部の限量子が

残った論理式が消去された．いずれも，Reduce/Redlogが

出力した限量子付き論理式の，限量子のない部分を Slfq

で簡略化したところ，trueが出力された．その他の条件

は Reduce/Redlogで限量子消去に成功し，VC( 1©, 2©)か

ら計算される制約から n + 1 > 0が，それ以外からは true

が出力された．したがって，検証に成功する n の範囲は

n > −1となる．n <= 0は意味をなさないため，任意の n

について上で与えた事前条件で実行すると事後条件が成り

立つといえる．

制約式の計算に要した時間は 0.032秒であった．限量子

消去と出力の簡略化に要した時間は 6分 32.228秒であった．

4.3 考察

一般的に限量子除去は高価な計算であるが，本章での検

証例で自由変数含まない式の限量子除去は数ミリ秒から数

秒で成功する場合がほとんどであった．ただし，4.1 節で

記したように，平方根を含む条件を入力すると限量子除去

に失敗する場合もみられた．この場合，次数を上げるなど

して等価な式を計算するなどの対処が必要となる．

モデルを記述する際に，if文やwhile文の条件として連

続変化する変数についての等式が扱えないという問題があ

る．本章中の例では，図 7 の 5行目の if文の条件は，地

面と接触したかどうかで分岐するための条件であるため，

h = 0となるべきである．しかし，hはループ中で無限小

ずつ変化し，h ≈ 0となる場合はあるが厳密に h = 0にな

らないため，if文の条件を h = 0とするとその分岐は決し

て起こらない．この問題に注意してモデル化を行う必要が

ある．

4.1 節，4.2 節の両例ともに，検証する事後条件として dt

を含む式を入力した．これは連続的な値の変化をループと

無限小定数を使って表現した場合に無限小の誤差が生じる

ためである．この誤差を含めて各条件を推測しなければな

らず，式が複雑になりやすい．大きなモデルを検証する場

合，誤差が累積して書く条件はより複雑な式となる．この

問題に対しては，無限小の値は 0に無限に近い値であるた

め事後条件に含まれる無限小の値を 0に近似することで対

処できる．大きなモデルは HOAREdtの合成性を利用して

複数の小さなモデルに分割し，それぞれの事後条件中の無

限小の値を 0で近似することにより誤差の累積を防ぐこと

ができる．

5. おわりに

5.1 まとめ

本研究では，HOAREdt フレームワークと限量子除去

ツールを用いたハイブリッドシステムの検証手法を提案し

た．HOAREdt における “ほとんどすべての iについて成

り立つ”を限量子付きの論理式で表現し，限量子除去法を

用いて等価な限量子のない論理式に変換する．これにより

HOAREdt でのハイブリッドシステムの検証をホーア論理

によるプログラム検証と同じ方法で扱うことができる．限

量子除去には異なる限量子除去法を実装した複数のツール

を組み合わせて使用することで速度と出力の簡潔さを両立

させている．

制約解消によるプログラム検証手法を応用し，推測した

事前条件，ループ不変条件が制約条件を充足しているか否

かをコントロールフローグラフ上のパスごとに確認する．

また，満たされていない制約に対して反例の条件を探索す

る方法を記した．これによってどの条件をどう修正すべき

かという手がかりを得ることができ，効率の良い検証が行

える．

本論文では，地面でバウンドする物体をWHILEdt でモ

デル化し，その振舞いを検証した．HOAREdt では連続的

変化と離散的変化を同じ方法で扱うため，有限時間内に

無限回の離散値の変化が起きる Zenoの場合であっても区

別せずに正当性を検証できることを示した．while ルー

プの内部に if文による分岐と whileループを持つ複雑な

WHILEdt モデルの検証例として，ETCSを簡略化したシ

ステムの振舞いを検証した．以上の例において，検証に使

用した限量子除去ツールはおおむね短時間で限量子除去に

成功し，失敗する場合でも表現を変えることで成功する場

合もあることを示した．

5.2 今後の課題

限量子除去による反例の条件の探索の際に，現状では反

例と関連のありそうな変数を推測し，その変数を自由変数

として限量子除去を行っている．その結果発見した反例の

条件から各条件の修正も手動で行っている．反例の条件を

自動探索して，反例を利用した各条件の洗練を自動で行う

ように改良することでより効率の良い検証が可能となる．

提案手法では一度記述したWHILEdt モデルに対しては

いっさい変更を加えていない．文献 [11]で使用している文

献 [21]などのプログラム変換の手法を前処理として用いて
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モデルを単純化し，その後に事前条件やループ不変条件を

推測するように手順を変更することにより，それぞれの条

件がより単純な式となり，条件の推測が容易にする手法が

考えられる．
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付 録

A.1 ETCSのループ不変条件（ε = dt）

ε = dtのとき，以下の 2つのループ不変条件で検証が成

功した．tが 0または dt以外の値をとらないことを利用し

ている．

I =

((
(t = 0 ∧ m − s ≥ z)

∨
(

t = ε ∧ m − s + v0dt ≥ z

∧
(

m − z ≤ s ⇒ m + v0dt ≥ z +
v2

2b

))

∨
(

m + 2v0dt ≥ z +
v2

2b
+ vdt

)
)

∧ 0 ≤ t ∧ (t ≤ ε − dt ∨ t = e) ∧ v ≥ −bt ∧

v2
0

2b
≤ s ∧ b > 0 ∧ s ≥ 0 ∧ m − s ≥ 0 ∧ ε = dt ∧ v ≤ v0

)

I
′

=

((
(t = 0 ∧ m − s ≥ z ∧ a = 0) · · · (1)

∨
(

t = ε ∧ m − s + v0dt ≥ z

∧
(

m − z ≤ s ⇒ m + v0dt ≥ z +
v2

2b
∧ a = 0

))
· · · (2)

∨
(

m + 2v0dt ≥ z +
v2

2b
+ vdt ∧ a = −b

)
· · · (3), (4)

c© 2013 Information Processing Society of Japan 31



情報処理学会論文誌 プログラミング Vol.6 No.3 20–32 (Dec. 2013)

)
∧0 ≤ t ∧ (t ≤ ε − dt ∨ t = e) ∧ v ≥ −bt ∧

v2
0

2b
≤ s ∧ b > 0 ∧ s ≥ 0 ∧ m − s ≥ 0 ∧ ε = dt ∧ v ≤ v0

)

図 10 の 4©では以下の 4つの状態をとりうる．それぞれ

上記の I ′ の (1)～(4)に対応する．

( 1 ) 加速度 0で走行処理が行われる前

( 2 ) 加速度 0で走行処理が行われた後

( 3 ) 加速度 −bで走行処理が行われた前

( 4 ) 加速度 −bで走行処理が行われた後

(2)のとき，走行処理の結果m − z < sとなる場合があ

る．この場合，たかだか v0dtだけ安全距離を超えて走行

したこととなる．m − z < s なので，次の走行処理以降

は加速度が −bとなるため，残りの走行距離は v2

2b である．

m + v0dt ≥ z + v2

2b は，(目標地点 +安全距離を超えて走

行した距離)が (現在の変位+残りの走行距離)よりも大き

いことを表している．

ただし，無限小の誤差のために実際の残りの走行距離

は v2

2b とは完全には一致しない．そのため，(3)，(4)では

m + 2v0dt ≥ z + v2

2b + vdtとして目標地点を超える距離を

増加させている．

A.2 ETCSのループ不変条件（ε = ndt）

ε = ndtのとき，以下の 2つのループ不変条件で検証が

成功した．

I =

(
(m − s ≥ z − v0t) ∨

(
m + 2v0dt ≥ z +

v2

2b
+ vdt

)

∧0 ≤ t ∧ t < ε + dt ∧ t ≥ 0 ∧ v ≥ −bt ∧ v2
0

2b
+ v0e ≤ s

∧b > 0 ∧ s ≥ 0 ∧ m − s ≥ 0 ∧ ε = ndt ∧ v ≤ v0

)

I
′

=

(
(m − s ≥ z − v0t ∧ a = 0) · · · (1)′

∨
(

m + 2v0dt ≥ z +
v2

2b
+ vdt ∧ a = −b

)

∧0 ≤ t ∧ t < ε + dt ∧ t ≥ 0 ∧ v ≥ −bt ∧ v2
0

2b
+ v0e ≤ s

∧b > 0 ∧ s ≥ 0 ∧ m − s ≥ 0 ∧ ε = ndt ∧ v ≤ v0

)

ε = dtのときと異なり，付録 A.1 の (1)と (2)がここ

では (1)′ に集約されている．a = 0となるのは走行処理の

開始前に m − s ≥ z であり，走行処理中に進んだ距離は

v0tであるため，a = 0で走行中は (1)’の条件が成り立つ．
v2
0

2b + v0e ≤ sの条件は，4.2 節に記述したとおり，安全距

離が ε = dtの場合よりも大きくなった結果の式である．
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