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並列プログラムの候補生成と適合性検査による並列化

森 畑 明 昌†1 松 崎 公 紀†1

胡 振 江†2 武 市 正 人†1

近年，並列計算のための環境は身近になってきている．しかし，効率の良い並列プ
ログラムの構築は逐次プログラムの構築に比べてはるかに難しい．そのため，逐次プ
ログラムをもとにして自動的に並列プログラムを得る自動並列化の手法が求められて
いる．プログラムの並列化に関連して，関数プログラミングの分野では第三準同型定
理という定理が知られている．第三準同型定理は，配列からある値を計算する問題に
対し，その配列の要素を右から順に走査するプログラムと左から順に走査するプログ
ラムの両方が存在すれば，その問題を分割統治法によって解く並列プログラムが存在
する，ということを示している．第三準同型定理は並列プログラムの構成に有用であ
り，第三準同型定理に基づいた自動並列化手法もいくつか提案されている．本論文で
は第三準同型定理に基づいた新たな自動並列化手法を提案する．提案手法では，逐次
プログラムを元に並列プログラムの候補を生成し，それらの中から正しい並列プログ
ラムとなっているものを選択する．さらに，我々は提案手法に基づいた自動並列化器
を試作した．我々の並列化器は，算術演算と条件式によって定義された再帰関数から，
その再帰関数を計算する並列プログラムを自動的に生成することができる．本論文で
は我々の自動並列化手法の概要について述べた後，我々の実装と実験結果について報
告する．
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Recently, it has been easy to access parallel computation environments. How-
ever, efficient parallel programs are much harder to develop than sequential
ones. Therefore, automatic parallelization methods, which generate parallel
programs from sequential ones, are called for. The third homomorphism theo-
rem is a folk theorem in the functional programming community. The theorem
states that for a problem to compute a value from an array, there exists a

divide-and-conquer parallel algorithm to solve the problem if and only if the
problem can be solved by both of two programs that respectively scan the array
in leftward and rightward manners. The theorem is useful for developing paral-
lel programs, and automatic parallelization methods have been proposed on it.
In this paper, we propose a new automatic parallelization method. We generate
candidates of parallel programs, and choose one that satisfies the requirement
of parallel programs. We implemented our idea as an automatic parallelization
system, which can parallelize recursive functions defined by arithmetic and con-
ditional expressions.

1. プログラムの自動並列化

近年，並列計算のための環境は身近になってきている．PCクラスタは容易に利用できる

ようになり，マルチプロセッサ・マルチコア PCも一般に出回るようになってきた．しかし，

効率の良い並列プログラムの構築は逐次プログラムの構築に比べてはるかに難しく，専門家

以外にとっては身近になってきた並列計算環境を有効活用しにくかった．そのため，逐次プ

ログラムをもとにして自動的に並列プログラムを得る自動並列化の手法が求められている．

本論文で議論するのは配列を走査するループの自動並列化である．例として図 1 から図 4

までの 4つのプログラムを考えてみる．図 1 は配列の各要素を自乗するプログラムである．

このプログラムのように，配列のすべての要素に独立な計算を行う場合，並列化は容易であ

る．配列の添え字ごとに担当するプロセッサを割り当てればよい．図 2 は配列中の要素の

中で最大のものを求めるプログラムである．最大値を並列計算するためには，各プロセッサ

にそれぞれ配列の一部分を割り当て，各々のプロセッサがそれぞれの担当分の最大値を発見

し，それらの中で最大のものを求める，という手順が考えられる．しかし，自動並列化を行

うためには，図 2 のプログラムが最大値を計算すること，前述の手順が確かに最大値を求

めること，の 2点を自動的に判定しなければならない．図 3 は，先頭要素を含む連続した

部分列の要素和の中で最大のものを求めるプログラムである．また，図 4 は，文字列から

数値への変換を行うプログラムである．このようなプログラムに対しては，ループ中の計算

が複雑であるため，人手による並列アルゴリズムの考案すら容易ではない．
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133 並列プログラムの候補生成と適合性検査による並列化

for (i = 0; i < N; ++i) {

a[i] = a[i] * a[i];

}

図 1 各要素を自乗するプログラム
Fig. 1 Computing squares of elements.

int m = 0;

for (i = 0; i < N; ++i) {

if (m < a[i]) m = a[i];

}

図 2 最大値を求めるプログラム
Fig. 2 Finding the maximum number.

int m = 0;

for (i = N-1; i >=0; --i) {

if (m >= 0) m += a[i];

else m = a[i];

}

図 3 最大接頭部和を計算するプログラム
Fig. 3 Computing the maximum prefix sum.

int s = 0;

for (i = 0; i < N; ++i) {

s = s * 10 + (a[i] - ’0’);

}

図 4 文字列から数値への変換を行うプログラム
Fig. 4 Converting a string to a number.

プログラムの並列化に関連して，関数プログラミングの分野では第三準同型定理 11) とい

う定理が知られている．第三準同型定理は，配列からある値を計算する問題に対し，その

配列の要素を右から順に走査するプログラムと左から順に走査するプログラムの両方が存

在すれば，その問題を分割統治法によって解く並列プログラムが存在する，ということを示

している．第三準同型定理は，左右それぞれから配列を走査する 2種類のプログラムを記

述することで並列化に有用な情報を発見することができる，ということを示唆する．実際，

第三準同型定理に基づき，2つの逐次プログラムから並列プログラムを得る自動並列化手法

がいくつか提案されている10),16),22)．

本論文では第三準同型定理に基づいた新たな自動並列化手法を提案する．提案手法の特徴

は，並列プログラムの候補生成と適合性検査に基づいている，という点である．すなわち，

まず逐次プログラムをもとに並列プログラムの候補を生成し，その後，候補の中から正しい

並列プログラムを発見する．提案手法に基づき，我々は自動並列化器を試作した．我々の並

列化器では再帰関数を用いて記述された逐次プログラムから並列プログラムを自動的に生

成する．再帰関数の記述には算術演算および条件式を用いることができる．また，並列プロ

グラムの正しさの検証には限定記号除去 5),6),14)（quantifier elimination）を利用する．

本論文では，まず最初に第三準同型定理を概観する（2 章）．次に我々の自動並列化手法

の概要について述べ（3 章），我々の実装（4 章）および実験結果（5 章）について報告す

る．最後に関連研究と今後の課題を議論して（6 章）まとめに代える．

2. 第三準同型定理

本論文を通して以下の記法を用いる．二項演算子 ↑ と ↓ はそれぞれ 2 値の最大値およ

び最小値を表す．配列は角括弧で囲まれカンマで区切られた値の列で表現する．たとえ

ば，[80, 65, 82, 65] は長さ 4 の配列であり，その最初の要素は 80，2 番目と 4 番目の要素

は 65，3 番目の要素は 82 である．二項演算子 ++ は配列の連結を表現する．たとえば，

[80, 65, 82, 65] ++ [76, 69, 76, 76] = [80, 65, 82, 65, 76, 69, 76, 76]である．また，本論文では

空配列は考えない．

2.1 右方向関数，左方向関数，リスト準同型

本論文では配列を走査する計算を再帰関数を用いて表現する．

例として配列の要素和の計算を考える．配列の要素和の計算は以下の 2つの等式によって

定義される関数 sum によって表現できる．

sum([a]) = a

sum([a] ++ x) = a + sum(x)

1つ目の等式は 1要素の配列に対する計算を，2つ目の等式は複数要素を持つ配列に対す

る計算を表現している．2つ目の等式は，配列の左端以外の要素の和 sum(x)から配列全体

の要素和 sum([a] ++ x)を求められることを示している．そのため，この等式は配列の要素

和を右から左に求める計算に対応する．

配列の要素和は左から右に求めることもできる．

sum([a]) = a
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sum(x ++ [a]) = sum(x) + a

上の等式は，複数要素を持つ配列に対し，その和が右端以外の要素の和を用いて計算でき

ることを示している．

今まで見てきた 2種類の等式群はいずれも逐次プログラムに対応する．一方，以下の等式

は並列プログラムと見ることができるものである．

sum([a]) = a

sum(x ++ y) = sum(x) + sum(y)

2つ目の等式の意味は，任意の配列 xと y に対して，xと y の連結 x ++ y の要素和は配

列 xの要素和と配列 yの要素和の和である，ということである．換言すると，配列の要素和

はその配列を 2つの部分列に分割しそれぞれの要素和の和を求めることで計算できる．こ

のとき，各部分列の要素和は独立な計算であるため，複数のプロセッサにより同時に行うこ

とができる．そのため並列プログラムと見なすことができる．

それでは今までの議論を定式化する．

定義 1（左方向関数） 関数 f が左方向関数であるとは，ある演算子 � が存在して
f([a] ++ x) = a� f(x)を満たすことである． �

定義 2（右方向関数） 関数 f が右方向関数であるとは，ある演算子 � が存在して
f(x ++ [a]) = f(x)� aを満たすことである． �

定義 3（リスト準同型2)） 関数 f がリスト準同型であるとは，ある演算子�が存在して
f(x ++ y) = f(x)� f(y)を満たすことである． �

要素和の計算 sum に関して先ほど 3種類の等式群を示した．これらは順に，sum が左方

向関数であること，sum が右方向関数であること，そして sum がリスト準同型であること，

を示している．

ある関数がリスト準同型であれば，その関数は分割統治法により並列計算できる．

補題 4 関数 f が f(x ++ y) = f(x)� f(y)を満たすとき，pプロセッサからなる排他読

み込み・排他書き込み並列ランダムアクセス機械（exclusive-read/exclusive-write parallel

random access machine）上で，f は長さ n の配列に対し Tf (n/p) + T�log p 時間で評価

できる．ただし，Tf (k)は f の長さ kの配列に対する逐次での評価に要する時間，T� は �
の評価に要する時間である． �

補題 4 は，リスト準同型が効率の良い並列プログラムとなりうることを示している．い

ま，Tf (k)が k に比例するとし，T� を O(1)，計算対象の配列の長さを nとする．このと

き，補題 4 はプロセッサ数に対して線形の台数効果がO(n/log n)台まで見込めることを示

唆する．すなわち，リスト準同型に基づく並列プログラムは，多量のプロセッサを用いるこ

とで非常に高速な計算が期待できる．本論文の目的は，左方向関数や右方向関数としての関

数定義から，リスト準同型としての関数定義を得ることである．

2.2 第三準同型定理

第三準同型定理11) は関数型プログラミングの分野で知られている定理である．この定理

は，ある関数がリスト準同型であるための必要十分条件を示している．

定理 5（第三準同型定理11)） 関数 f が右方向関数かつ左方向関数であるとき，またその

ときに限り，f はリスト準同型である． �

並列プログラムは逐次プログラムに比べて複雑である．そのため，1つの逐次プログラム

から 1つの並列プログラムを得るのは，一般にはほとんど絶望的である．しかし，第三準同

型定理は，左方向と右方向の 2つの逐次プログラムがあれば 1つの並列プログラムを得る

のに十分な情報を含んでいる，ということを示唆している．この点が第三準同型定理の興味

深い部分である．

一方で，第三準同型定理は，ある関数 f がリスト準同型であるための必要十分条件を与

えてはいるが，具体的に f(x ++ y) = f(x) � f(y)を満たす演算子 �を得る方法は示して
いない．そのため，第三準同型定理のみからは並列プログラムは得られない．

本論文で提案する並列化手法は以下に示す第三準同型定理の系（系 7）に基づいている．

証明は第三準同型定理と組化変換4),13) から直截である．

定義 6（両方向関数集合） 関数集合 {f1, . . . , fn}が両方向であるとは，すべての i（1 ≤
i ≤ n）に対し fi([a] ++ x) = λi(a, f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) および fi(x ++ [a]) =

ρi(f1(x), f2(x), . . . , fn(x), a)を満たす関数 λi および ρi とが存在することである． �

系 7 関数集合 {f1, f2, . . . , fn}が両方向であるとき，またそのときに限り，関数 g(x) =

(f1(x), f2(x), . . . , fn(x))はリスト準同型である． �

2.3 例

配列の最大要素

配列中の最大要素を求める関数 max を考える．この関数は右方向かつ左方向である．

max([a]) = a

max([a] ++ x) = if a > max(x) then a else max (x)

max(x ++ [a]) = if a > max(x) then a else max (x)

よって，第三準同型定理より，関数 max はリスト準同型である．
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文字列の数値変換

次に文字列を数値に変換する関数 atoi を考える．関数 atoi は右方向である．

atoi([a]) = a− ‘0’

atoi(x ++ [a]) = atoi(x)× 10 + (a− ‘0’)

しかし，右から左へ配列を走査しながら文字列を数値に変換するには，以下で定義される

補助関数 pow10 が必要である．

atoi([a] ++ x) = (a− ‘0’)× pow10 (x) + atoi(x)

pow10 ([a]) = 10

pow10 ([a] ++ x) = 10× pow10 (x)

pow10 (x ++ [a]) = pow10 (x)× 10

よって atoi は左方向ではない．しかし，上の等式群は関数集合 {atoi , pow10}が両方向
であることも示している．よって，系 7 より，2関数 atoi および pow10 を同時に計算する

のであれば，その計算はリスト準同型によって表現できる．

関数 atoi の並列化に実用的な意義はほとんどない．しかし，atoi の並列化は一般的

な多項式の計算の並列化につながる．実際，ある配列 [a0, a1, . . . , an] と定数 b に対し，

f(a0)× b0 +f(a1)× b1 + · · ·+f(an)× bnを求める計算は無限級数展開をはじめとして実用

上頻繁に登場する．関数 atoi はこのような計算の一例にあたり，具体的には f(a) = a− ‘0’，

b = 10である．

最大接頭部分列和

最大接頭部和問題16) とは，ある配列に対し，その先頭要素を含む連続した部分列の要素

和の中で最大のものを求める問題である．たとえば，最大接頭部和問題を解く関数を mps

とすると，mps([−6, 9, 1,−4, 6,−7, 4]) = (−6) + 9 + 1 + (−4) + 6 = 6である．この問題

は，簡単ではあるが，配列からの知識発見の一例となっている．

関数 mps は左方向だが右方向でない．しかし，関数集合 {mps, sum}は両方向である．
mps([a]) = a

mps([a] ++ x) = a ↑ (a + mps(x))

mps(x ++ [a]) = mps(x) ↑ (sum(x) + a)

関数 sum が右方向かつ左方向であることは前に示した．よって，系 7 より，2関数 mps

および sum を同時に計算するのであれば，その計算はリスト準同型によって表現できる．

3. 並列プログラムの候補生成と適合性検査

本論文で提案する手法では，まず並列プログラムの候補を生成し，その中からリスト準同

型であるものを発見することで並列プログラムを得る．具体的には，入力された関数 f に

対し，以下の 2手順によってリスト準同型の定義を得ることを試みる．

( 1 ) f([a] ++ y) = f([a])� f(y)を満たす演算子 �を列挙する．
( 2 ) 任意の配列 xおよび yについて f(x++ y) = f(x)� f(y)が成り立つことを証明する．

しかし，単純に上の処理を行うだけでは多くの場合並列化は失敗する．なぜなら，f(x++y) =

f(x)� f(y)を満たす演算子 �はそもそも存在しないかもしれないからである．そのため，
我々は右方向と左方向の 2つの関数定義をユーザに要求する．これにより，所望の演算子の

存在は第三準同型定理から保証される．そのうえ，両方向の関数定義に含まれる情報により

効果的に並列化が行えることも期待できる．

以下，提案手法について具体的に説明する．例としては，2.3 節で示した，最大接頭部和

問題を解く関数 mps を用いる．

3.1 入 力

入力は両方向関数集合およびそれらの定義である．たとえば mps であれば mps の定義

だけではなく sum の定義も必要である．また，sum はそれのみで両方向関数集合となり，

mps は sum と合わせることで両方向関数集合となる．これらの情報もユーザから与えられ

ることを仮定する．2.3 節で見たとおり，これらの情報は，mps と sum に対する左右両方

向の定義を書き下すことで得られる．

3.2 候補生成と適合性検査

入力された両方向関数集合の部分集合で両方向関数集合をなすものすべてに対し，部分集

合関係で小さいものから順に以下の「候補生成」と「適合性検査」を繰り返す．入力された

両方向関数集合全体を処理した後，「出力」を行う．たとえば mps であれば，まず {sum}
について候補生成と適合性検査を行い，次に {mps, sum} について処理し，最後に出力を
行う．

この部分の処理では，各関数は「処理済み」または「未処理」に分類される．初期状態で

はすべての関数は「未処理」である．各関数（たとえば f とする）は，並列化が完了する

と「処理済み」となり，並列化の結果である式 e∗f を割り当てられる．

3.2.1 候 補 生 成

両方向関数集合 {f1, f2, . . . , fk} 中の各関数 fi について，fi が処理済みなら efi として
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e∗fi
を用い，未処理なら

fi([a] ++ y) = efi [f1([a])/Lf1 , . . . , fk([a])/Lfk , f1(y)/Rf1 , . . . , fk(y)/Rfk ]

を満たし変数 aおよび y を含まない式 efi を生成する．ここで Lf1 , . . . , Lfk , Rf1 , . . . , Rfk

は新しい変数である．こうして得られた式の集合 {ef1 , ef2 , . . . , efk}が 1つの候補であり，

次の「適合性検査」の入力となる．

例として，{mps, sum} についての処理を考える．この時点で sum は処理済みであり，

e∗sum = Lsum + Rsum が得られている．mps は未処理なので，上の条件を満たす emps を生

成する．たとえば，

mps([a] ++ x) = mps([a]) ↑ (sum([a]) + mps(x))

が成り立つため，以下の emps は所望の条件を満たす．

emps = Lmps ↑ (Lsum + Rmps)

よって，{emps , e
∗
sum}が 1つの候補となる．

3.2.2 適合性検査

候補 {ef1 , ef2 , . . . , efk}に対し，
∀efi ∈ {ef1 , ef2 , . . . , efk} :

fi(x ++ y) = efi [f1(x)/Lf1 , . . . , fk(x)/Lfk , f1(y)/Rf1 , . . . , fk(y)/Rfk ]

の証明を試みる．ただし関数 fi が処理済みである場合，efi に関する証明は省略して問題

ない．

証明が成功した場合，すべての処理済みでない関数 fi を処理済みとし，e∗fi
を efi とす

る．証明が失敗した場合，「候補生成」に戻り新たな候補の生成を試みる．考えうるすべて

の候補について証明が失敗した場合，並列化は失敗である．

たとえば，前述の候補 {emps , e
∗
sum}に対する証明は成功する．この場合 mps は処理済み

となり e∗mps として emps が記憶される．

3.3 出 力

並列化が失敗した場合，その旨を報告する．そうでなければ，以下の演算子 � を出力す
る．ただし，以下では入力された関数集合が {f1, f2, . . . , fk}であるとしている．

(Lf1 , . . . , Lfk)� (Rf1 , . . . , Rfk) = (e∗f1 , . . . , e∗fk
)

系 7 より，関数 g(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fk(x))はリスト準同型である．かつ，出力さ

れた演算子�は g(x ++ y) = g(x)� g(y)を満たすことが適合性検査により証明されている．

最大接頭部和を解く関数 mps に対しては，e∗sum = Lsum + Rsum および e∗mps = Lmps ↑
(Lsum + Rmps)が得られる．よって，出力される演算子は以下である．

(Lmps , Lsum)� (Rmps , Rsum) = (Lmps ↑ (Lsum + Rmps), Lsum + Rsum)

3.4 特 徴

本手法の最大の特徴は候補生成と適合性検査に基づいている点である．そのため，実装の

際には，候補生成および適合性検査をいかに行うかが問題となる．一方で，目的や対象とす

るプログラムごとに候補生成および適合性検査の方法を変化させることで，効果的な並列化

手法を構築できることが期待できる．

候補生成の戦略としては，たとえば効率良く計算できる式のみを候補として生成するとい

う方法が考えられる．これにより，非効率な並列プログラムを得ることを避けることがで

きる．また，他の並列化手法で得られたものを候補と見なす方法も考えられる．この場合，

我々の手法は，いくつかの並列化手法を組み合わせ，それらの結果を検証する手法だと見る

ことができる．

適合性検査では，既知の自動定理証明の手法が利用できる．自動定理証明はさかんに研究

されている分野であり，並列化したいプログラムごとに適切な手法を選ぶことで，多くのプ

ログラムを実用的な時間で並列化できることが期待できる．

4. 自動並列化器の実装

我々は前章で提案した手法に従い自動並列化器を試作した．実装は関数型言語 Haskell 17)

によって行われている．

4.1 入 力 言 語

図 5 に 並列化器への入力プログラムを記述するための言語の構文を示す．プログラムは

関数定義の列である．各関数は左方向の形で記述し，右方向の関数定義の代わりに，各関数

がどの関数とまとめることで両方向関数集合となるかを付記する．すべての関数は整数値の

prog ::= decl · · · decl { プログラム }
decl ::= f ← (f, . . . , f); f([a]) = e; f([a] ++ x) = e; { 関数定義 }
e ::= c | a | f(x) | e + e | e− e | e× e | e ↑ e | e ↓ e

| if p then e else e { 式 }
p ::= p ∧ p | p ∨ p | ¬p | e < e | e = e | e ≤ e | e 
= e { 述語 }
図 5 並列化器への入力プログラムを記述する言語の構文（c は整数定数，a は整数値変数）

Fig. 5 The syntax of the language for describing inputs of our system, where c denotes a constant

integer and a denotes an integer-valued variable.
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mps <- (sum);

mps([a]) = a;

mps([a]++x) = max(a, a + mps(x));

sum <- ();

sum([a]) = a;

sum([a]++x) = a + sum(x);

図 6 並列化器への入力プログラム例（最大接頭部和問題を解く関数）
Fig. 6 An input program for our automatic parallelizer, where the

function mps solves the maximum prefix sum problem.

mps sum�
��

��
��

��

図 7 並列化のための依存関係グラフ（関数 mps と sum）
Fig. 7 The dependency graph of the functions mps and sum.

配列を走査し整数値を計算する．そのため，真偽値や文字も整数値で表現する必要がある．

値の計算には，定数，配列の要素の値，算術演算，再帰関数の呼び出し，そして条件式を用

いることができる．条件式の述語は等式と不等式の組合せによって記述される．

例として，最大接頭部和問題を解く関数mps のこの言語による記述を図 6 に示す．2.3 節

で示したとおり，関数mps は配列の要素和を計算する関数 sum と合わせることで両方向関

数集合となる．プログラムの 1行目 mps <- (sum);はこのことを表現している．また sum

はそれ単独で両方向であり，プログラムの 4行目 sum <- ();はこのことを表現している．

4.2 並列化アルゴリズムの実装

4.2.1 前 処 理

まず入力された関数群から両方向関数集合を求める．このためには，各関数を頂点，「関

数 f は両方向関数集合となるには関数 g が必要」という関係を g から f への有向辺，と見

なすことで得られるグラフの強連結成分をトポロジカルソートすればよい．

関数 mps と関数 sum の場合のグラフを図 7 に示す．各関数は自分自身に対する辺を持

つ．また，mps は両方向関数集合となるには sum が必要であるため，sum から mps へ向

かう有向辺がある．このグラフでは {mps}および {sum}が強連結成分であり，トポロジ
カルソートにより [{sum}, {mps}]という順序が得られる．よって，まず {sum}を並列化
し，その後 {sum,mps}を並列化する．

4.2.2 候補の生成

候補の生成には，配列の長さが 2以上の場合に対する定義の右辺式に対する，配列の長さ

が 1の場合の定義の右辺式の非決定的な代入を用いる．

以下，関数集合 {sum,mps}に対する候補生成を例として説明する．関数 sum とmps と

は，ともに長さ 1の配列 [a]に対して配列要素の値 aを返す．よって，等式mps([a]++x) =

a ↑ (a + mps(x))の右辺式の部分式 aを mps([a])または sum([a])で置換しても等式は成

り立つ．よって，2カ所の aそれぞれについて，「mps([a])に置換する場合」「sum([a])に

置換する場合」「置換しない場合」を考える．ただし，最終的に変数 aが残るものは不要で

あるため，今回は「置換しない場合」は破棄される．結果，以下の 4式が得られる．

mps([a] ++ x) = mps([a]) ↑ (mps([a]) + mps(x))

mps([a] ++ x) = mps([a]) ↑ (sum([a]) + mps(x))

mps([a] ++ x) = sum([a]) ↑ (mps([a]) + mps(x))

mps([a] ++ x) = sum([a]) ↑ (sum([a]) + mps(x))

上の 4式のそれぞれの右辺式に対し，mps([a])を Lmps で，sum([a])を Lsum で，mps(x)

を Rmps で，（今回は現れなかったが）sum(x)を Rsum で，それぞれ置き換えたものが所望

の式である．

本実装では，上記の手続きで得られる候補すべてを考え，そのそれぞれについて順次並列

に適合性検査を行い，適合性検査に成功した候補が発見できた時点で停止する．なお，候補

の生成順に特別な戦略は用いていない．

4.2.3 適合性検査

適合性検査は配列の長さに対する帰納法と限定記号除去 5),6),14)（quantifier elimination）

とを用いて行う．

以下，例として 3.2.1 項で示した候補 {emps , e
∗
sum}を考える．いま，未処理な関数はmps

のみであり，

mps(x ++ y) = mps(x) ↑ (sum(x) + mps(y))

を証明するのが目的である．

まず xの長さが 1の場合を考える．この場合は候補生成のアルゴリズムより明らかに成

り立つ．次に xの長さが 1以上の場合，すなわち x = [a] ++ z の場合を考える．以下，等

式の両辺を変形する．

mps([a] ++ z ++ y) = mps([a] ++ z) ↑ (sum([a] ++ z) + mps(y))

⇔ { mps および sum の定義 }
a ↑ (a + mps(z ++ y)) = (a ↑ (a + mps(z))) ↑ ((a + sum(z)) + mps(y))

⇔ { 帰納法の仮定 }
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a ↑ (a + (mps(z) ↑ (sum(z) + mps(y))))

= (a ↑ (a + mps(z))) ↑ ((a + sum(z)) + mps(y))

以上より，任意の a，z，yについて上式が成り立つことを証明すればよい．このためには，

mps(z)，sum(z)，mps(y)を変数と見なすことで得られる以下の式の証明で十分である．

∀a, Lmps , Lsum , Rmps :

a ↑ (a + (Lmps ↑ (Lsum + Rmps))) = (a ↑ (a + Lmps)) ↑ ((a + Lsum) + Rmps)

この式は全称限定記号付きの不等式と見なすことができ，限定記号除去によって証明を行

うことができる．

我々は比較のために以下の 2種類の限定記号除去アルゴリズムを実装した．

1つは Fourier-Motzkin elimination 6) である．このアルゴリズムは，全称限定記号の除

去のたびに式を乗法標準形（conjunctive normal form）に変換する必要があるため，一般

には効率が悪い．そのため，式中に変数どうしの積がないことを仮定して実装を行った．こ

の仮定の下では，全称限定記号除去の際に乗法標準形が崩れることがないため，効率の良い

実装となっている．

もう 1 つは Loos ら14) の手法である．これは Fourier-Motzkin elimination よりも一般

には効率が良く，変数どうしの積も自乗でなければ場合分けによって扱うことができる．ま

た，効率の向上には式の単純化が非常に有効である8)．我々は式の平坦化，共通式の削除，

値の確定した式の評価，以上 3つの単純化を実装した．

4.2.4 出 力

並列化器は C++のプログラムを出力する．出力は並列計算に用いる関数オブジェクトと

そのためのデータ構造の定義からなり，並列計算ライブラリ SkeTo 15) から利用できる．

図 8 は並列化器に図 6 のプログラムを入力して得られる出力である．関数オブジェクト

funcは長さ 1の配列に対する計算に，関数オブジェクト odotは部分配列の結果を併合す

る計算に用いられる．並列計算のためには mps の結果と sum の結果の両方が必要である．

そのため，計算結果を格納する構造体 my_tuple_tが定義されている．

4.3 特 徴

本実装の長所の 1つは生成される並列プログラムの効率である．候補生成のアルゴリズ

ムより，生成される候補の計算コストは必ず入力された関数群の計算コストの和よりも小さ

くなる．そのため，効率の悪い並列プログラムが得られることを危惧する必要がない．

一方で，本実装による並列化の成否はユーザによる関数記述に大きく依存する．なぜな

ら，候補生成のアルゴリズムが関数記述を構文的にのみ処理するため，適切な候補が生成さ

struct my_tuple_t {

int mis, sum;

my_tuple_t(int mis, int sum) : mis(mis), sum(sum){}

my_tuple_t(){}

};

struct func_t : public sketo::functions::base<my_tuple_t(int)> {

my_tuple_t operator()(const int a) const {

const int mis = a;

const int sum = a;

return my_tuple_t(mis, sum);

}

} func;

struct odot_t : public sketo::functions::base<my_tuple_t(my_tuple_t,my_tuple_t)> {

my_tuple_t operator()(const my_tuple_t &x, const my_tuple_t &y) const {

const int mis = std::max(x.mis,(x.sum+y.mis));

const int sum = (x.sum+y.sum);

return my_tuple_t(mis, sum);

}

} odot;

図 8 並列化器に図 6 のプログラムを入力して得られる出力
Fig. 8 The output of our system obtained by inputting the program in Fig. 6.

れるか否かはユーザの記述次第であるからである．この点については後に 6.2 節で詳しく

議論する．

5. 実 験

我々の手法の有効性を検証するため，いくつかの実験を行った．例としては，配列の長さ

の計算（length），配列の要素の最大値の計算（max），最大接頭部和問題（mps），最大部

分列和問題1),16)（mss），文字列から数値への変換（atoi），以上 6 つを用いた．なお，最

大部分列和問題は連続した部分列の要素和で最大のものを求める問題である．また，関数

atoi へ入力文字列は整数型の配列で与えた．

5.1 並列化器の評価実験

我々の候補生成アルゴリズムによって生成される候補の数を表 1 に示す．生成される候

補は全体的にかなり少ないことが分かる．

表 2 に我々の 2種類の実装および我々が以前に提案した手法16),22)（以下Moritaらの手
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表 1 各問題で生成する候補数
Table 1 The number of candidates generated for each problem.

length max mps mss atoi

候補数 2 1 5 24 3

表 2 各並列化器の扱える問題の範囲と実行時間の比較（秒）
Table 2 Comparison of parallelization systems by their feasibility and speed (unit: second)

length max mps mss atoi

Fourier-Motzkin elimination 6) による実装 0.01 0.01 0.01 0.04 不可

Loos ら14) の手法による実装 0.01 0.01 0.01 5.25 0.01

Morita らの手法16),22) 不可 可 可 可 不可

法と呼称）の比較を示した．実験に用いた環境は CPUが Intel Core2 Duo 1.8 GHz，メモ

リ 1.5 GB，コンパイラは GHC 6.8.2，OS はWindows XP SP3 である．Morita らの実

装16),22) については各問題が扱えるか否かのみを記している．また，実行時間にはファイル

の入出力の時間を含んでいる．

両方の実装について，多くの例では即座に並列プログラムを出力している．最も長い時間

を要した例は最大部分列和問題（mss）である．この例では，狭い範囲の問題に特化した実

装（Fourier-Motzkin eliminationによる実装）では短時間で並列化が完了しているのに対

し，より一般的な手法による実装（Loosらの手法による実装）では多少時間がかかってい

る．これから，対象に適した手法によって適合性検査を行うことが重要であることが分かる．

また，配列の長さの計算（length）や文字列から数値への変換（atoi）は，Morita らの

手法では扱うことができなかったが今回の並列化器では並列化できる．この点は本手法の長

所である．一方で，Moritaらの手法では扱うことができるが，今回の実装では並列化器で

は並列化できない例もある．これについては 6.2 節で議論する．

5.2 並列化器の生成したプログラムの評価実験

並列化器が生成した並列プログラムについて，長さ 227 の配列に対して計算を行い，そ

の実行時間を計測した．実装には並列スケルトンライブラリ SkeTo 15) の非公開最新版を用

いている．実験環境はギガビットイーサネットでつながれた PC クラスタである．各計算

機の構成は CPU が dual Xeon 2.8 GHz，メモリ 2 GB，コンパイラが GCC 4.1.2 および

MPICH 1.2.7-p1，OSが Linux 2.6.18-AMD64である．各計算機はデュアルコアであるが，

実験に際しては各々1コアずつしか用いていない．また，比較のために，各問題に対する逐

次プログラムを用意し，その実行時間も計測した．なお，ここでの実行時間にはデータの初

表 3 並列化器の生成したプログラムの実行時間（ミリ秒）
Table 3 Execution times of generated codes. (unit: millisecond)

逐次 1 台 2 台 4 台 8 台 16 台 32 台 64 台
max 313 697 369 186 94 52 32 118

mps 329 540 270 137 68 34 26 107

mss 353 1,299 652 331 165 98 50 39

atoi 414 1,599 803 401 200 106 59 38

図 9 逐次プログラムに対する速度向上
Fig. 9 Speedups with respect to the numbers of processors

against sequential implementations.

期化や分散に要する時間は含まない．

表 3 に生成された各プログラムの実行時間を記す．各々の並列プログラムについて 20回

ずつ実行時間を計測し，その最低値をそのプログラムの実行時間としている．また，生成さ

れた各並列プログラムの逐次プログラムに対する速度向上を図 9 に示す．

まず，いずれのプログラムも 32台程度まではプロセッサ数に対してほぼ線形の台数効果

を示していることが分かる．しかし，比較的実行に時間のかかるプログラム（mss と atoi）

では 64 台まで台数効果を示している一方，実行に時間のかからないプログラム（max と

mis）では 48 台や 64 台ではむしろ遅くなっている．これは通信に多くの時間を要してし

まっているためだと考えている．

1台での実行時間は，それぞれ逐次プログラムに対して 2倍から 4倍程度遅い．この理由
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には，SkeToのオーバヘッドがあげられるが，並列化そのものによるオーバヘッドもある．

たとえば最大接頭部和問題（mps）では，逐次プログラムは最大接頭部和の値のみを計算，

保持すればよいのに対し，並列プログラムでは最大接頭部和の値および配列の要素和を計

算，保持している．このように，一般に並列プログラムは逐次プログラムよりも多くの値を

計算することになる．

以上の議論からも分かるとおり，今回我々が生成した並列プログラムは十分に効率の良い

ものだとはいい難い．並列化結果から実際にいかに効率の良い並列プログラムを出力するか

は今後の課題である．

6. 議 論

本論文では，特に配列を走査して値を求める計算（リダクション）を行うループに対する

新しい自動並列化手法を提案した．提案手法の要旨は，並列プログラム候補を列挙しその中

から適切なものを発見するということである．並列化の鍵は第三準同型定理によって並列化

可能な関数集合を特定する点である．実際，いくつかの例について，並列化可能な関数集合

からは少数の候補を考えるだけで並列プログラムを得ることができた．提案手法の有用性を

確認するため，自動並列化のための領域特化言語を設計し，限定記号除去に基づいた自動並

列化器を実装した．我々の並列化器は以前の手法16),22) では並列化できなかったいくつかの

例を並列化することができた．

6.1 関 連 研 究

ループの自動並列化については多くの研究がある．しかし，その多くは，完全に独立した

計算などの既知の並列処理可能な計算をいかにプログラム中から発見するか，またはいかに

そのようなコードを多重ループの平坦化などによって明示的なものとするか，という点に重

点が置かれてきた12),18)–20)．リダクションについては，その重要性は広く認識されている

にもかかわらず7)，和や積など特定の場合のみについての議論が中心であり，並列に計算で

きる演算を自動的に導出する研究は少なかった．しかし，並列プログラムの効率はプログラ

ム中のどれだけの部分が並列化されているかに大きく依存するため，複雑なリダクションに

対する自動並列化を議論することも重要である．

リダクションに対し，並列に計算できる演算を自動的に導出する研究については，我々の

知る限り大きく分けて 2種類ある．1つは第三準同型定理に基づくもので，もう 1つは関数

合成に基づくものである．

本論文では第三準同型定理に基づいて自動並列化手法を構築した．第三準同型定理の長所

は，右方向と左方向 2つのプログラムを用意することで，自動並列化のための情報を並列化

器に与えることができる点にある．そのため，1つの逐次プログラムからに比べて容易に自

動並列化を行えると期待できる．我々は以前にも第三準同型定理に基づいた自動並列化手法

を提案した16),22)．しかし，この手法には 2つの大きな問題点があった．1つは計算の結果

が配列の長さに大きく依存するような計算を並列化できないこと，もう 1つは並列化の結

果として得られるプログラムの効率が一般には良くないことである．本手法はこの 2点の

問題点を解決することを意図して考案された．Geserら10) も第三準同型定理に基づいた自

動並列化手法を提案している．彼らの手法は，右方向の定義と左方向の定義の両方を表現し

たプログラムを生成し（彼らはこの処理を「anti-unification」と呼んでいる），それが確か

にリスト準同型であることを確認するものである．我々は，彼らの手法を方法論として一般

化し，候補生成とその性質の確認による自動並列化の枠組みを提案した．

ループの 1回の計算を関数と見なしたとき，その関数合成が効率的に計算できれば，ルー

プ全体を並列に計算することができる．この着想に基づいて，いくつかの自動並列化手法

が提案されている．Callahan 3) は特に差分方程式のようなプログラムについて並列化手法

を示した．また，Xuら21) は結合則や分配則などの代数的な性質に基づいた自動並列化手

法を提案した．より一般的なプログラムに対する取り組みとしては Fisherら9) のものがあ

る．彼らは条件式を含むプログラムの自動並列化手法を提案した．これらの手法では，1つ

の逐次プログラムから並列プログラムを得ようと試みるため，問題の領域を大きく制限す

る，ユーザが何らかの性質を保証する，複雑な実装を行う，などが必要であった．我々の研

究はこれらの手法に強く動機づけられており，2つの逐次プログラムを与えることでより簡

単な自動並列化手法を構築できないか，という着想に基づいている．

6.2 今後の課題

ここでは，我々の実装では自動並列化に失敗する例をいくつかあげることで，今後の課題

の議論に代える．また，それぞれの例について，Moritaらの手法16),22) で扱えるか否かに

ついても述べる．結論を先に述べると，我々の手法で扱えない多くの例はMoritaらの手法

で扱うことができる．そのため，両手法を組み合わせることでより強力な自動並列化手法を

構築できると期待している．

用いる限定記号除去手法による問題

最大接頭部積問題22) を解く関数 mpp は以下の左方向のプログラムによって定義するこ

とができる．

mpp([a]) = a
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mpp([a] ++ x) = a ↑ (a×mpp(x)) ↑ (a× npp(x))

npp([a]) = a

npp([a] ++ x) = a ↓ (a× npp(x)) ↓ (a×mpp(x))

product([a]) = a

product([a] ++ x) = a× product(x)

負数どうしの乗算によって正数が生じる場合があるため，最小接頭部積を計算する関数

npp が必要となっている．また，関数 product は両方向の定義を与えるために必要である．

関数 mpp は現在の実装では並列化することができない．なぜなら，限定記号除去による

結合性の証明の過程で変数の自乗の項が現れ，実装した限定記号除去手法の適用範囲から外

れてしまうためである．この問題は，たとえば cylindrical algebraic decomposition 5) など

の，より強力な限定記号除去アルゴリズムを用いることで解決できる．より正確にいえば，

図 5 に示した言語で記述されたプログラムに対しては，4.2.3 項の手続きに従って得られる

式の真偽は cylindrical algebraic decompositionによって必ず決定できる．しかし，強力な

限定記号除去アルゴリズムは一般により長い処理時間を要し，かつ，上のプログラムからは

730もの候補が生成されるため，現実的な時間では処理を終えられないことも危惧される．

用いる限定記号除去手法によって並列化可能な問題の範囲や並列化の効率が変化するのは

我々の手法も Moritaらの手法も同様である．実際，Moritaらの手法でも，最大接頭部積

問題は Fourier-Motzkin elimination を用いた実装16) では扱うことができず，より強力な

限定記号除去手法を用いることで並列化可能となった22) ことが報告されている．

定義域に制限がある再帰関数に関する問題

以下で定義される関数 odd は配列長が奇数ならば真，偶数ならば偽を返す．ただし，我々

の言語では整数値しか用いることができないため，真を 1で，偽を 0で表現している．

odd([a]) = 1

odd([a] ++ x) = if odd(x) = 1 then 0 else 1

関数 odd の並列化の際に証明しなければならないのは，端的には以下の演算子 �の結合
性である．

a� b = if a = b then 0 else 1

我々の実装では実数上の限定記号除去によって適合性検査を行う．しかし，この演算子�
は実数上や整数上では結合則を満たさない．たとえば，(1� 2) � 0 = 1 � 0 = 1であるの

に対し，1� (2� 0) = 1� 1 = 0である．よって，我々の実装では関数 odd の並列化は失

敗する．しかし，引数が 0または 1に限られる場合，�は結合的である．そのため，実際

には �を odd の並列計算に用いることには問題がない．以上のように，より正確な適合性

検査には演算子の定義域を知ることが必要である．特に真偽値や整数値をとる演算について

は，それぞれの定義域に応じた定理証明手法を用いるのが効果的である．

Moritaらの手法では，このような問題は生じにくい．なぜなら，Moritaらの手法では並

列化対象の再帰関数の値域上で定義される演算子を導出するためである．また，関数 odd

はその値が配列長に大きく依存するためMoritaらの手法では扱うことができない．

構文上の差異による問題

以下で定義される関数 psum は，配列中の正の数の和を求める．

psum([a]) = if a > 0 then a else 0

psum([a] ++ x) = if a > 0 then a + psum(x) else psum(x)

我々の実装では，この関数定義からの自動並列化は，適切な候補が生成さないために失敗

する．一方，以下の定義からであれば自動並列化を行うことができる．

psum([a]) = if a > 0 then a else 0

psum([a] ++ x) = (if a > 0 then a else 0) + psum(x)

このように，我々の手法による並列化の成否はユーザによる関数記述に大きく依存する．

効果的な並列化のためには，結合則や分配則などの性質を用いることで，できる限り多くの

候補を生成する必要がある．

また，似た例として先にあげた関数 odd を再考する．実は，我々の実装でも，以下の式

による odd の定義からであれば自動並列化を行うことができる．

odd([a]) = 1

odd([a] ++ x) = if (odd(x) = 1 ∧ odd(x) = 1) then 0 else 1

このように，一見冗長な定義を用いることによって，生成する候補が増え並列化が成功す

ることも少なくない．しかし，単純に生成候補数を増やすのは並列化に要する時間などの点

で現実的でない．

Moritaらの手法では並列化の成否はプログラムの表現にほとんど依存しない．この点は

Moritaらの手法の大きな特徴の 1つである．

値に関連のある再帰関数に関する問題

以下で定義される関数 sum1 および sum2 は配列の要素和を求める．

sum1 ([a]) = a

sum1 ([a] ++ x) = a + sum2 (x)

sum2 ([a]) = a
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sum2 ([a] ++ x) = a + sum1 (x)

配列の要素和を求める並列プログラムを得るのは容易である．しかし，関数群

{sum1 , sum2}は我々の手法では並列化に失敗する．
並列化の際に証明が必要となるのは，たとえば以下の式である．

a + sum1 (x) + sum2 (y) = a + sum2 (x) + sum2 (y)

我々の手法では，関数呼び出しは任意の値をとりうると見なしているため，上式を証明で

きない．しかし，実際には sum1 (x)の値はつねに sum2 (x)の値に一致するため，上式は

成り立つ．このように，複数の再帰関数の値に強い依存関係がある場合，我々の手法では証

明を行うことが難しい．

先に述べたとおり，Moritaらの手法では関数の値域上でのみ定義される演算子を導出す

るためこのような問題は起こりにくい．
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