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[概要]最小費用流問題とは，「有向グラフ G(V, E)と各辺 (i, j) ∈ E に対する単位フローあたりの非負整数

コスト c(i, j)，各辺に流すフロー上界値の非負整数容量 u(i, j)及び始点から終点に流す最大フロー kが与

えられたとき，流量が kでありかつ，各辺に流れるフロー f(i, j)とコスト c(i, j)の積の総和で求められる

z(f)が最小であるフロー f を求めよ」と定義される．本問題は輸送計画問題などに広く応用され，本問題

を高速に解くことは重要である．本稿では，最小費用流問題における既存解法アルゴリズムの性能を計算

機実験により評価を行い，密なグラフでは RELAXが，疎なグラフでは NETFLOが最も高速な解法である
ことを示す．
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[abstract] The minimum cost flow problem is defined by “Given a directed network G(V, E) with a nonnegative
integer cost c(i, j) and a nonnegative integer capacity u(i, j) associated with every arc (i, j) ∈ E, and a specified
pair of vertices (a source s ∈ V and a sink t ∈ V ) and having pair of the maximum flow value k, find a flow f of
value k from s to t such that z(x) is minimum, where z(f) is the sum of the product f(i, j) • c(i, j) over all arcs
(i, j) of a flow.” It is well recognized that the problem has wide application, such as the transportation problem
for example, and devising efficient algorithms has been investigated so far. This paper compares performance
of existing seven well-known algorithms haved on results by computer experiment. It is shown that RELAX or
NETFLO gives the highest performance for dense networks or sparse over, respectively, among them.

1 はじめに

最小費用流問題とは，V を点集合，Eを枝集合とする

単純有向グラフG(V, E)における，各辺 (i, j) ∈ Eに

対する単位フローあたりの非負整数コストを c(i, j)，

各辺に流すフロー上界値の非負整数容量を u(i, j)と

する．各辺 (i, j) ∈ E に流れる流量を f(i, j) とし，

始点から終点に流す最大フロー kが与えられたとき，

流量が kであり，各辺に流れるフロー f(i, j)とコス

ト c(i, j)の積の総和で求められる z(x)が最小である

フロー f を求める問題である．

本問題は輸送計画問題などに広く応用され，本問

題を高速に解くことは重要である．これまでに，[17]

において，RELAX[8], NETFLO[4], CS[6], RNET[5]
が実験比較されており，CS[6]が最も有用であるこ
とが示されている．

本研究では，これらの論文で比較されている

RELAX[8], NETFLO[4], CS[6]に加えて，比較され
ていない既存解法についても性能評価を行った．実

験を行った解法については，表 1から 3の Implimen-
tationの欄に ◦の印をつけて記す．本研究の目的は，
これら 7つの解法に対して計算機実験により性能評

価を行い，どの解法が高速か示すことである．但し，

NETFLO[4]，CS[6]と RELAX[8]は，公開している
プログラムを使用した．

実験結果として，疎な入力グラフではNETFLO[4]，
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密な入力グラフでは RELAX[8]が高速であることが
わかった．

今後の課題として，ベンチマークなど様々なデー

タにおける追加実験，未実装解法の実装及び，実装

済の解法との性能比較などが挙げられる．

表 1: augmentationに基づく既存解法．但し，nは点

数，mは辺数，C はコストの最大値，U は容量の最

大値
文献 計算時間 Implementation
[1] O((nU)(m + n log n)) ◦ (SSP)
[8] O(nm2CU2) ◦ (RELAX)

表 2: cancellingに基づく既存解法．但し，nは点数，

mは辺数，C はコストの最大値，U は容量の最大値
文献 計算時間 Implementation
[2] O(nm2CU) ◦ (CC)
[4] O(n2m2 log n) ◦ (NETFLO)
[9] O(n2m2 log(nC)) ◦ (MMC)
[11] O(nm + n2 log n(nm log(nC))) ×

[12] O(m2 log n(m + n log n)) ×

表 3: scalingに基づく既存解法．但し，nは点数，m

は辺数，C はコストの最大値，U は容量の最大値
文献 計算時間 Implementation
[3] O((m log U)(m + n log n)) ◦ (CAPS)
[6] O(n2m log(nC)) ◦ (CS)
[7] O((m log n)(m + n log n)) ×

[10] O(nm log U log(nC)) ×

2 諸定義

V を点集合，E を枝集合とする有向グラフ G(V, E)

において，|V | = n, |E| = mと仮定する．始点 sと

終点 tは V の特別な点である．各辺 (i, j) ∈ E に対

する単位フローあたりの非負整数コストを c(i, j)，

各辺に流すフロー上界値の非負整数容量を u(i, j)と

する．G(V, E) において G のフロー f とは，V の

各点対に対して定義された次の性質を持つ．

1.歪対称性：

各点対 (v, w)に対して，f(v, w) = −f(w, v)である．

2.容量条件：

各点対 (v, w)に対して，0 ≤ f(v, w) ≤ u(v, w)であ

る．

3.フロー保存則：

始点 s と終点 t 以外の全ての点において，
∑

w
f(w, v) = 0 つまり，全ての v 6= s, t ∈ V に

ついて，v に入ってくるフローの流量と v からでて

いくフローの流量が等しいことを示す．

INf (v) =
∑

w:(w,v)∈E
f(w, v)，

OUTf (v) =
∑

w:(v,w)∈E
f(v, w) とする．すると，

0 =
∑

w
f(w, v) より，INf (v) = OUTf (v) とな

る．フロー f の流量を始点 s からの流出量，

OUTf (s) =
∑

(s,w)∈E
f(s,w)とし，|f |で表す．

また，3のフロー保存則を緩めて，下記 3′ のよう

に，各点 v 6= s, tへの流入量が流出量よりも多くて

もよいとしたものをプリフローと呼ぶ．

3′.フロー残存則：始点 sと終点 t以外の全ての点に

おいて，
∑

w
f(w, v) ≥ 0．

v ∈ V におけるプリフロー f の残存量 (excess)
e(v)を e(v) = INf (v)−OUTf (v)とする．定義より，

フローはプリフローである．プリフロー f が与えら

れたとき，点対 (v, w) の f に関する残余容量とは，

uf (v, w) = u(v, w)−f(v, w)であり，uf (v, w) ≥ 0で

ある．このとき，f(v, w) = u(v, w)なる点対 (v, w)は

飽和しているという．また，Gの fに関する残余グラ

フ Gf = (V, Ef )とは，Ef = {(v, w)|uf (v, w) > 0}

と定義する．枝 (v, w) ∈ Eに対応する枝 (w, v) ∈ Ef

のコスト c(w, v)は−c(v, w)とする．また，全ての枝

の流量がゼロであるフローをゼロフローと呼ぶ．こ

のとき，次の定理は明らかである．

定理 1:[負閉路最適基準][14]
実行可能流 f は，その残余グラフ Gf がコスト cに

関する負閉路を持たないとき，かつそのときに限り，

最適 (最小費用流)である．
残余グラフ Gf における辺 (v, w)の reduced cost

cπ(v, w)を c(v, w)−π(v) + π(w)とする．このとき，

任意の π に関して，閉路 C のコストは変わらない

(すなわち，
∑

(v,w)∈C
c(v, w)

=
∑

(v,w)∈C
cπ(v, w))ので，定理 1は，任意の reduced

costについて成り立つ．また πをポテンシャルと呼

ぶ．そして，この reduced costに関して次の最適性
の条件が知られている．

定理 2:[reduced cost最適基準][14]
実行可能流 f は，ある点のポテンシャル πがあって，

πに関する reduced costが次の条件を満たすとき，か
つそのときに限り，最適である．

•残余グラフGf における全ての枝 (v, w) ∈ Ef に対

して，cπ ≥ 0である．

さらに，線形計画法の’主問題と双対問題の対応す
る変数のどちらかは 0である’という相補条件に関
連して，次の最適性基準が得られる．

定理 3:[相補性最適基準][14]
実行可能流 fは，ある点のポテンシャル関数 πがあっ

て，全ての枝 (v, w) ∈ E に対して，次の相補条件が

満たされるとき，かつそのときに限り，最適である．

(i)もし，cπ(v, w) > 0ならば，f(v, w) = 0である．

(ii)もし，cπ(v, w) < 0ならば，f(v, w) = u(v, w)で

ある．

(iii)もし，0 < f(v, w) < u(v, w)ならば，cπ(v, w) =

0である．

この相補性最適基準は、キルター図 (図 1)によっ
て、わかりやすく表現することができる．キルター図

は、枝 (v, w)の状況を二次元座標 (f(v, w), cπ(v, w))

で表したものである．このとき，図 1の太い実線が，

相補性条件を満たす枝の状態である．
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0 f(v,w)

u(v,w)

c (v,w)π

図 1: 枝 (v,w) のキル
ター図

0 f(v,w)

u(v,w)

c (v,w)π

ε

-ε

図 2: 枝 (v,w) のキル
ター図 (ε −最適性)

次に，定理 2[14] に対応する ε− 最適性を定義す

る．但し，ε > 0とする．

[ε−最適性][14]
実行可能流 f は，ある点のポテンシャル πがあって，

次の条件を満たすとき，ε−最適である．

•残余グラフGf における全ての枝 (v, w) ∈ Ef に対

して，cπ(v, w) ≥ −εである．

疑似フローを，容量条件を満たすがフロー保存則

を必ずしも満たさないものと定義する．疑似フローに

対しても，上と同様に ε−最適性を定義すると，ε = 0

のときは，定理 2[14] の reduced cost 最適基準にな
る．この ε−最適性から，定理 3の相補性最適基準
に対応する次の ε−相補性最適基準が得られる．

[ε−相補性最適性][14]
実行可能流 f は，ある点のポテンシャル πがあって，

残余グラフ Gf における全ての枝 (v, w) ∈ Ef が次

の条件を満たすとき，ε−最適性である．

(i)もし，cπ(v, w) > εならば，f(v, w) = 0である．

(ii)もし，cπ(v, w) > −εならば，f(v, w) = u(v, w)

である．

(iii) もし，0 < f(v, w) < u(v, w) ならば，−ε ≤

cπ(v, w) ≤ εである．

図 2の網掛け部分と太い実線部分は，ε −最適な

枝の状態を示している．このとき，次の定理は ε −

最適性を利用する上で重要である．

定理 4[14]
もし，全てのコストが整数で ε < 1/nならば，

ε−最適なフロー f は，最小費用流である．

3 基本アイデアの説明

既存解法は，augmentation, cancelling, scalingの基本
アイデアからなる解法に大きく分けられる．augmen-
tation, cancellingにおいては，アイデアの中で最も基
本的な解法である SSP[1]，CC[2]のアルゴリズムに
ついて概説する．また，scalingにおいては，容量に
よって辺を限定して段階的に augmentationの操作を
繰り返すアルゴリズム CAPS[3]と，最大流を求める
Preflow-Push algorithmアルゴリズム [13]を最小費用
流問題に拡張したアルゴリズム CS[6]の二つについ
て概説する．

最小費用流を求めるためには，(1)実行可能流であ
ることと (2)reduced cost最適基準 (定理 2)，あるい
は，相補性最適基準を満たすフローを見つける必要

がある．

3.1 SSP[1]
この操作は，定理 2[14]を不変性として，最後に実行
可能流を求める方法である．augmentationの基本ア
イデアは，ゼロフローとゼロポテンシャルから始め

て，次々に始点からの最短パス P に沿って，フロー

を流し，ポテンシャルを reduced cost最適基準を満
たすように更新していく．また，残余グラフG(f)上

の最短パス P が与えられたとき，最短パス P の残

余容量 resf (P )をそのmin{resf (e)|e ∈ P}とする．

1. 任意の i ∈ V に対し，π(i)← 0, f ← 0とする．

2. フローの値が最大フロー kになるまで以下の 3.
から 5.を繰り返す．

3. 任意の i ∈ V に対し，π(i) ← π(i) − d(i)とす

る．但し，d(i)は各辺のコストを距離と考えた

ときの始点から点 i ∈ V への最短パスである．

4. 現在のフロー fの残余グラフG(f)において，各

辺 (i, j)に対し，cπ(i, j)← c(i, j)−π(i) + π(j)

とする．

5. 始点から終点への最短パス P に対し，パス上

の辺のフローを x′ だけ増やす．但し，x′ =

min{k − |f |, resf (P )}である．

これによって得られたフロー kが最小費用流であ

る．定理２ [14]より、この解法の正当性が成り立つ．

3.2 CC[2]
この操作は，augmentationとは逆に，実行可能流で
あることを不変性として，フローのコストを下げて

いく方法である．cancelling の基本アイデアは，フ
ロー f に関する残余グラフにおいて，辺のコスト総

和が負になる有向サイクル (負閉路)がある限り，こ
の閉路に沿ってフローを流せるだけ流し，最小費用

流を求める．

1. 与えられた最大フロー k だけ始点から終点に

流す．

2. 残余グラフG(k)で負閉路 C を探す．負閉路 C

が存在する間，3.を繰り返す．

3. 負閉路Cに沿って resk(C)だけフローを流すこ

とにより，その負閉路を消去する．

これにより得られたフロー kが最小費用流である．

定理１ [14]より，この解法の正当性が成り立つ．
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3.3 CAPS[3]
この操作は，augmentationの拡張ともいえる．辺を
限定して augmentationを行う方法である．

1. 任意の i ∈ V に対し，π(i)← 0, f ← 0,

∆← 2blog Uc とする．

2. ∆ ≥ 1のとき，以下の 3.から 5.を繰り返す．

3. 現在のフロー xの残余グラフG(x)において，容

量が∆より大きい辺のみで構成された残余グラ

フ G(x, ∆)を構成する．

4. この残余グラフ G(x, ∆)に対して

SSP[1]と同様の操作を行いフローを求める．

5. 4.終了後，∆において同様の操作が行えるなら，

4.へ，行えないなら，6.へ行く．

6. ∆← ∆/2とする．

これによって得られたフロー kが最小費用流であ

る．定理２ [14]より，この解法の正当性が成り立つ．

3.4 CS[6]
こ の 操 作 は ，最 大 流 を 求 め る Preflow-Push
algorithm[13] の一般化であり，ε を段階的に減

らしながら，各段階で

ε−最適なフローとポテンシャルを求めて，ε = 0に

なるまで続ける操作である．

1. 任意の i ∈ V に対し，π ← 0, f ← 0，ε← C と

する．

2. ε ≥ 1のとき，以下の (3)から (7)を繰り返す．

3. cπ(i, j) > 0ならば f(i, j) = 0, cπ(i, j) < 0な

らば f(i, j) = u(i, j)とする．

4. e(i) > 0となる点 (active node) iが存在しなく
なるまで 5.と 6.を繰り返す．

5. active node i を始点とし，辺のコストが
−1/2ε ≤ cπ(i, j) < 0の条件を満たす辺 (admis-
sible arc)(i, j)にmin{e(i), u(i, j)}だけフローを

流す．

6. active node iが存在するが，admissible arcが存
在しないとき，π(i)← π(i) + ε/2とする．

7. ε = bε/2cとする．

これによって得られたフロー kが最小費用流であ

る．アルゴリズム中では cπ(i, j) ≥ −ε/2が成り立つ

[6]ので，定理２ [6]より，この解法の正当性が成り
立つ．

4 解法の分類

表 1から 3より，現在までのところ解法の主な基本

アイデアは，augmentation, cancellingと scalingであ
ることが知られている．

augmentationの SSP[1]は，始点から終点の最短経
路を求め，その経路にフローを流すという操作を最

大フロー kだけ流れるまで繰り返すアルゴリズムで

ある．RELAX[8]は，relaxation algorithm[8]を使っ
た解法である．

cancellingの CC[2]は，始点から終点に k だけ流

れている残余グラフにおいて，負のコストを持った

閉路（これを負閉路と呼ぶ）がある限り，この閉路に

沿ってフローを流せるだけ流すという操作を繰り返

すアルゴリズムである．NETFLO[4]は，この基本ア
イデアをシンプレックス法で解いたものである．ま

た，この解法におけるオーダはO(n2m2logn)である

ことが [15],[16]によって示されている．MMC[9]は，
負閉路の消去を効率的に行うために CC[2]を改良し
たものである．[11]は，MMC[9]に augmentationの
アイデアを取り入れたものである．[12]は，基本アイ
デアに scalingのアイデアを取り入れたものである．

scalingのCAPS[3]は，容量によって辺を限定して
段階的に augmentationの操作を繰り返すアルゴリズ
ムであり，capacity-scaling algorithmと呼ぶ．CS[6]
は，最大流を求める Preflow-Push algorithm アルゴ
リズム [13] を最小費用流問題に拡張したアルゴリ
ズムであり，cost-scaling algorithm と呼ぶ．[7] は，
CAPS[3]のアルゴリズムを改良したものである．[10]
は，CAPS[3]と CS[6]の考え方を両方使うアルゴリ
ズムである．

5 実験概要と結果

5.1 実験概要

表 1から 3より，既存解法 SSP[1]，CC[2]，CAPS[3]，
NETFLO[4]，CS[6]，RELAX[8]について計算機
(CPU:Pentium4 1.7GHz, OS:FreeBSD 5.4) 上で
SSP[1]，CC[2]，CAPS[3]，CS[6]はＣ言語，
NETFLO[4]，RELAX[8]は FORTRANを用いて実装
した．

NETFLO[4]，CS[6]及び RELAX[8]は，それぞれ
[18]，[19]，[20]で公開されているプログラムを使用
した．但し，k を最大フローの値とし，最大フロー

値を求める時間は計算時間に含まない．

5.2 データ生成

総点数，総辺数，最大コスト，最大容量を入力とし，

以下のアルゴリズムに従って有向グラフを生成する．

1. 点に番号 (1, 2, ... , n) を付与する．始点を 1，

終点を nとし，始点には出辺，終点には入辺の
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み辺を付加する．また，各辺の容量，コストは

ランダムに与えられた数字を付加する．

2. 1から n − 1番目の各点を出発点とし，ランダ

ムに選んだ自分の番号より大きい点を到着点と

する辺を一つずつ付加する．

3. 2から n番目の各点を到着点とし，ランダムに

選んだ自分の番号より小さい点を出発点とする

辺が存在しないならば付加する．

4. 総辺数の辺を付加するまで，1から n − 1番目

の各点を出発点とし，ランダムに選んだ自分の

番号より大きい点を到着点とする辺を付加する．

上記の生成方法により，次のように生成したデー

タを合計 2190個用意した．但し，nを点数，mを辺

数，C をコストの最大値，U を容量の最大値とする．

• 各 n ∈ {100, 200, ... , 900} ∪ {1000, 2000, ... ,

10000}において，m = 2n, U = 100, C = 100

なるデータ 30個

• 各m ∈ {104, 2× 104, ..., 10× 104}において，

n = 1000，U = 100，C = 100なるデータ 30

個

• 各 n ∈ {100, 200, 300}と辺密度が 10%, 20%,

... , 90% となる m の全ての組み合わせにおい

て，U = 100，C = 100なるデータ 30個

• 各 n ∈ {300, 400, 500}において，m = 11940

（n = 200 において辺密度 60% となる辺数），

U = 100，C = 100なるデータ 30個

• 各 C, U ∈ {10, 100, 1000, 10000}となる全て

の組み合わせにおいて，U = 100, C = 100, n =

1000, m = 2nまたは，辺密度が 60%となるm

それぞれのデータ 30個

但し，辺密度 dとは，頂点数 nの完全グラフの辺数

m′ = (n(n − 1))/2に対し，d = (m/m′) × 100(%)

なる値である．

5.3 結果と考察

5.3.1 疎なグラフに関する実験結果

疎なグラフ (d < 50%)に対する実験結果を表 4から
7及び図 3から 6に示す．計算時間に影響を与える
パラメータ n, m, U, C のうち三つを固定し，残り

の一つのパラメータ値を増減させて比較を行った．

表中は最小値/平均値/最大値を表し，単位は秒とす
る．′−′は 10時間以内に全てのグラフで結果が得ら
れなかったことを示す．

表 4: m=10000, U=100, C=100 を固定して各 n ∈

{1000, 2000, 3000, 4000} それぞれ 30 個の計算時

間（秒）
手法 n=1000 n=2000

n=3000 n=4000
SSP 0.453/ 1.017/ 1.867 1.258/ 2.048/ 2.805

1.359/ 2.605/ 4.031 2.898/ 4.137/ 5.859
CC - -

- -
CAPS 0.766/ 1.708/ 3.734 1.461/ 2.316/ 3.164

1.586/ 2.838/ 4.398 3.258/ 4.456/ 6.156
NETFLO 0.016/ 0.021/ 0.027 0.021/ 0.029/ 0.039

0.013/ 0.021/ 0.035 0.014/ 0.020/ 0.039
CS 0.023/ 0.027/ 0.039 0.023/ 0.032/ 0.047

0.031/ 0.038/ 0.055 0.039/ 0.049/ 0.063
RELAX 0.007/ 0.014/ 0.021 0.014/ 0.023/ 0.031

0.012/ 0.032/ 0.077 0.024/ 0.053/ 0.102
MMC 0.187/ 0.219/ 0.304 0.220/ 0.259/ 0.362

0.134/ 0.251/ 0.373 0.150/ 0.220/ 0.374

2n 3n 4n
点数(n=1000)

計算時間[s]

2.0

0.1

3.0

     CC[2]は、10時間以内に結果
    が得られなかったため未表示

:CS[5]

:CAPS[3]

:SSP[1]

:NETFLO[4]

:RELAX[7]

:CC[2]

:MMC[8]

n

0.05
NETFLO

図 3: m=10000, U=100, C=100を固定して点数 nを
変化させた場合の平均計算時間

5.3.2 密なグラフに関する実験結果

密なグラフ (d ≥ 50%)に対する実験結果を表 8から
11及び図 7から 10に示し，疎なグラフと同様の比
較を行った．

5.3.3 考察

本実験結果より以下のことがわかった．

表 5: n=1000, U=100, C=100 を固定して各 m ∈

{4000, 6000, 8000, 10000}それぞれ 30個の計算時

間（秒）
手法 m=4000 m=6000

m=8000 m=10000
SSP 0.141/ 0.391/ 0.836 0.195/ 0.697/ 1.258

0.398/ 0.707/ 1.180 0.453/ 1.017/ 1.867
CC 176.9/ 452.2/ 1172 1627/ 3327/ 6385

4608/ 8328/ 12337 -
CAPS 0.156/ 0.418/ 0.906 0.266/ 0.815/ 1.445

0.555/ 0.909/ 1.453 0.766/ 1.708/ 3.734
NETFLO 0.005/ 0.008/ 0.010 0.007/ 0.013/ 0.019

0.010/ 0.016/ 0.024 0.016/ 0.021/ 0.027
CS 0.007/ 0.008/ 0.010 0.011/ 0.014/ 0.018

0.015/ 0.019/ 0.021 0.023/ 0.027/ 0.039
RELAX 0.003/ 0.006/ 0.016 0.004/ 0.008/ 0.023

0.006/ 0.008/ 0.010 0.007/ 0.014/ 0.021
MMC 0.027/ 0.041/ 0.074 0.065/ 0.100/ 0.146

0.126/ 0.143/ 0.196 0.187/ 0.219/ 0.304
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6m 8m 10m
辺数(m=1000)

計算時間[s]

0.5

0.1

1.0

     CC[2]は、10時間以内に結果
    が得られなかったため未表示

:CS[5]

:CAPS[3]

:SSP[1]

:NETFLO[4]

:RELAX[7]

:CC[2]

:MMC[8]

4m

0.05

RELAX

図 4: n=1000, U=100, C=100を固定して辺数 mを変
化させた場合の平均計算時間

表 6: n=1000, m=2000, C=100 を固定して各 U ∈

{10, 100, 1000, 10000} それぞれ 30 個の計算時間

（秒）
手法 U=10 U=100

U=1000 U=10000
SSP 0.070/ 0.168/ 0.141 0.086/ 0.192/ 0.297

0.094/ 0.201/ 0.430 0.086/ 0.192/ 0.266
CC 3.458/ 17.81/ 43.86 3.265/ 46.55/ 101.5

3.179/ 35.55/ 101.7 7.046/ 45.23/ 124.6
CAPS 0.070/ 0.099/ 0.148 0.094/ 0.196/ 0.313

0.102/ 0.253/ 0.539 0.117/ 0.196/ 0.297
NETFLO 0.001/ 0.002/ 0.003 0.002/ 0.003/ 0.004

0.002/ 0.003/ 0.005 0.002/ 0.003/ 0.004
CS 0.004/ 0.005/ 0.006 0.003/ 0.005/ 0.007

0.000/ 0.002/ 0.007 0.000/ 0.005/ 0.006
RELAX 0.002/ 0.004/ 0.010 0.002/ 0.005/ 0.007

0.002/ 0.005/ 0.013 0.003/ 0.009/ 0.012
MMC 0.006/ 0.010/ 0.013 0.007/ 0.017/ 0.022

0.009/ 0.016/ 0.022 0.010/ 0.016/ 0.023

(i) 疎な入力グラフではNETFLO[4]，密な入力グラ
フでは RELAX[8]が高速である．

NETFLO[4]は，負閉路を除去する操作を繰り返
すアルゴリズムということから，辺数が大きく

なると負閉路を探すのに時間がかかり，計算時

間に大きな影響を与える．そのため，疎なグラ

10U 100U 1000U

計算時間[s]

0.1

0.02

0.2
:CS[5]

:CAPS[3]

:SSP[1]

:NETFLO[4]

:RELAX[7]

:CC[2]

:MMC[8]

U

0.01

最大容量(U=10)     CC[2]は、計算時間が
       大きいため未表示

NETFLO

図 5: n=1000, m=2000, C=100を固定して最大容量 U
を変化させた場合の平均計算時間

表 7: n=1000, m=2000, U=100 を固定して各 C ∈

{10, 100, 1000, 10000} それぞれ 30 個の計算時間

（秒）
手法 C=10 C=100

C=1000 C=10000
SSP 0.031/ 0.180/ 0.211 0.086/ 0.192/ 0.297

0.133/ 0.203/ 0.305 0.125/ 0.199/ 0.266
CC 2.169/ 9.899/ 24.43 3.265/ 46.55/ 101.5

11.14/ 58.03/ 156.6 9.553/ 47.44/ 103.2
CAPS 0.047/ 0.144/ 0.242 0.094/ 0.196/ 0.313

0.148/ 0.220/ 0.281 0.141/ 0.210/ 0.281
NETFLO 0.001/ 0.002/ 0.002 0.002/ 0.003/ 0.004

0.002/ 0.003/ 0.004 0.002/ 0.003/ 0.004
CS 0.002/ 0.005/ 0.006 0.003/ 0.005/ 0.007

0.005/ 0.006/ 0.007 0.006/ 0.007/ 0.007
RELAX 0.001/ 0.002/ 0.003 0.002/ 0.005/ 0.007

0.003/ 0.007/ 0.017 0.005/ 0.010/ 0.023
MMC 0.005/ 0.010/ 0.016 0.007/ 0.017/ 0.022

0.013/ 0.019/ 0.030 0.008/ 0.015/ 0.024

10C 100C 1000C

計算時間[s]

0.1

0.02

0.2

     CC[2]は、計算時間が
       大きいため未表示

:CS[5]

:CAPS[3]

:SSP[1]

:NETFLO[4]

:RELAX[7]

:CC[2]

:MMC[8]

C

0.01

最大費用(C=10)

NETFLO

図 6: n=1000, m=2000, U=100を固定して最大コスト
Cを変化させた場合の平均計算時間

フに対しては高速であるが，密なグラフに対し

ては RELAX[8]の方が高速である．また，図 10
より最大費用 C= {1000, 10000}のとき密なグ

ラフにおいて NETFLO[4]の方が RELAX[8]よ
りも高速になっている．原因については，厳密

な理由がわかっていないため，これから考える

必要がある．

(ii) SSP[1]，CAPS[3]において 4つのパラメータの

表 8: m=11940, U=100, C=100 を固定して各 n ∈

{200, 300, 400, 500}それぞれ 30個の計算時間（秒）
手法 n=200 n=300

n=400 n=500
SSP 2.000/ 2.563/ 3.164 1.212/ 1.656/ 2.195

0.820/ 1.179/ 1.783 0.732/ 1.208/ 1.689
CC - -

- -
CAPS 3.766/ 10.68/ 20.23 2.531/ 5.352/ 13.11

1.814/ 3.878/ 7.701 1.259/ 2.438/ 4.104
NETFLO 0.020/ 0.027/ 0.033 0.018/ 0.022/ 0.028

0.016/ 0.020/ 0.030 0.016/ 0.021/ 0.024
CS 0.023/ 0.030/ 0.031 0.028/ 0.031/ 0.033

0.024/ 0.029/ 0.034 0.028/ 0.030/ 0.032
RELAX 0.014/ 0.018/ 0.021 0.011/ 0.015/ 0.019

0.015/ 0.017/ 0.021 0.015/ 0.018/ 0.022
MMC 0.248/ 0.279/ 0.313 0.266/ 0.303/ 0.348

0.270/ 0.290/ 0.319 0.251/ 0.301/ 0.363
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2n 3n 4n

計算時間[s]

5.0

0.3

10.0

     CC[2]は、10時間以内に結果
    が得られなかったため未表示

:CS[5]

:CAPS[3]

:SSP[1]

:NETFLO[4]

:RELAX[7]

:CC[2]

:MMC[8]

n

0.1

点数(n=100)

RELAX

図 7: m=11940(点数 200 における辺密度 60% の辺

数), U=100, C=100を固定して点数 nを変化させた場
合の平均計算時間

表 9: n=200, U=100, C=100 を固定して各辺密度が
50%, 60%, 70%, 80%それぞれ30個の計算時間（秒）
手法 d=50 d=60

d=70 d=80
SSP 1.406/ 1.662/ 1.898 2.000/ 2.563/ 3.164

3.594/ 4.180/ 4.922 5.734/ 6.052/ 6.375
CC - -

- -
CAPS 2.758/ 6.277/ 15.344 3.766/ 10.68/ 20.23

7.164/ 20.67/ 63.96 10.141/ 42.05/ 168.6
NETFLO 0.019/ 0.022/ 0.026 0.020/ 0.027/ 0.033

0.031/ 0.037/ 0.045 0.046/ 0.049/ 0.053
CS 0.023/ 0.024/ 0.031 0.023/ 0.030/ 0.031

0.031/ 0.037/ 0.039 0.039/ 0.045/ 0.047
RELAX 0.009/ 0.012/ 0.014 0.014/ 0.018/ 0.021

0.016/ 0.023/ 0.029 0.025/ 0.034/ 0.061
MMC 0.206/ 0.227/ 0.259 0.248/ 0.254/ 0.313

0.280/ 0.415/ 0.490 0.334/ 0.424/ 0.682

中で点数 nを増加させた場合，疎な入力グラフ
では計算時間が大きくなり，密なグラフでは小

さくなる．

SSP[1] と CAPS[3] のアルゴリズムはどちらも
最短パスにフローを流す操作を繰り返すアルゴ

リズムである．図 7より，密なグラフにおいて
点数に対して辺数が大きいとき最短パスを求め

60 70 80

計算時間[s]

20.0

0.3

40.0

     CC[2]は、10時間以内に結果
    が得られなかったため未表示

:CS[5]

:CAPS[3]

:SSP[1]

:NETFLO[4]

:RELAX[7]

:CC[2]

:MMC[8]

50

0.1

辺密度(%)

RELAX

図 8: n=200, U=100, C=100を固定して辺数mを変化
させた場合の平均計算時間

表 10: n=200, m=11940, C=100 を固定して各 U ∈

{10, 100, 1000, 10000} それぞれ 30 個の計算時間

（秒）
手法 U=10 U=100

U=1000 U=10000
SSP 1.196/ 1.460/ 1.712 2.233/ 2.816/ 3.902

2.118/ 3.044/ 4.219 2.229/ 3.031/ 4.246
CC - -

- -
CAPS 2.313/ 5.703/ 16.12 4.612/ 6.201/ 13.57

4.400/ 6.726/ 11.50 4.479/ 6.893/ 19.60
NETFLO 0.020/ 0.026/ 0.032 0.023/ 0.030/ 0.037

0.025/ 0.030/ 0.036 0.024/ 0.033/ 0.084
CS 0.025/ 0.028/ 0.031 0.028/ 0.032/ 0.036

0.029/ 0.032/ 0.039 0.027/ 0.032/ 0.036
RELAX 0.012/ 0.017/ 0.023 0.013/ 0.019/ 0.030

0.013/ 0.019/ 0.047 0.013/ 0.019/ 0.024
MMC 0.183/ 0.218/ 0.231 0.237/ 0.289/ 0.353

0.338/ 0.371/ 0.422 0.416/ 0.466/ 0.527

10U 100U 1000U

計算時間[s]

2.0

0.2

5.0

     CC[2]は、10時間以内に結果
    が得られなかったため未表示

:CS[5]

:CAPS[3]

:SSP[1]

:NETFLO[4]

:RELAX[7]

:CC[2]

:MMC[8]

U

0.1

最大容量(U=10)

RELAX

図 9: n=200, m=11940(辺密度 60%), C=100を固定し
て最大容量 Uを変化させた場合の平均計算時間

る回数が多くなることから，計算時間が遅くな

る．しかし，図 3より，疎なグラフにおいては
点数に対して辺数が大きいとき，計算時間が速

くなる．この原因としては，予備実験により 1
つの最短パスを求める時間が短いという結果が

得られたことが挙げられる．

(iii) CS[6]，MMC[9] は 4 つのパラメータの中で辺
数mを増加させた場合，最も計算時間が大きく

表 11: n=200, m=11940, U=100 を固定して各 C ∈

{10, 100, 1000, 10000} それぞれ 30 個の計算時間

（秒）
手法 C=10 C=100

C=1000 C=10000
SSP 1.316/ 1.772/ 2.212 2.233/ 2.816/ 3.902

2.414/ 3.155/ 4.349 2.479/ 2.982/ 4.079
CC - -

- -
CAPS 2.646/ 4.153/ 10.53 4.612/ 6.201/ 13.57

5.721/ 15.34/ 63.87 5.785/ 17.89/ 49.44
NETFLO 0.023/ 0.026/ 0.030 0.023/ 0.030/ 0.037

0.024/ 0.031/ 0.038 0.025/ 0.030/ 0.039
CS 0.026/ 0.029/ 0.033 0.028/ 0.032/ 0.036

0.031/ 0.034/ 0.038 0.030/ 0.035/ 0.040
RELAX 0.007/ 0.009/ 0.014 0.013/ 0.019/ 0.030

0.022/ 0.033/ 0.051 0.028/ 0.038/ 0.052
MMC 0.178/ 0.211/ 0.237 0.237/ 0.289/ 0.353

0.265/ 0.334/ 0.461 0.223/ 0.311/ 0.365
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10C 100C 1000C

計算時間[s]

3.0

0.2

15.0

     CC[2]は、10時間以内に結果
    が得られなかったため未表示

:CS[5]

:CAPS[3]

:SSP[1]

:NETFLO[4]

:RELAX[7]

:CC[2]

:MMC[8]

C

0.1

最大費用(C=10)

NETFLO

図 10: n=200, m=11940(辺密度 60%), U=100を固定
して最大コスト Cを変化させた場合の平均計算時間

なる．

CS[6]はフローを流す辺を探すため，MMC[9]は
負閉路を探すため，それぞれの理由でパラメー

タmを増加させたとき，計算時間が大きくなる．

(iv) CC[2]の計算時間が非常に大きい．

CC[2]は，計算時間の最小値と最大値の幅が非
常に大きいことからグラフによって大きな差が

あるといえる．今後さらに追加実験を行い，ど

のようなグラフに対して時間がかかっているか

調べていきたい．

6 まとめと今後の課題

最小費用流問題アルゴリズムを実装し，計算機実験

による性能評価を行った．計算時間に影響を与えるパ

ラメータ n, m, U, C のうち三つを固定し，残りの一

つのパラメータ値を増減させて解法の計算時間を比

較した．その結果，疎な入力グラフではNETFLO[4]，
密な入力グラフでは RELAX[8]が高速であることが
わかった．

今後の課題として，以下の項目を挙げる．

(1) 未実装の既存解法の実装及び計算機による比較
実験

(2) 様々なデータにおける追加実験
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