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最大カットに対する
QAOAと古典近似アルゴリズムの近似率

今井 浩1,a) 佐藤 英一郎1

概要：量子計算と古典計算の近似アルゴリズムで、近似率の保証をもつものの間では、比較の公平性に注意
してであるが、その近似率に関する比較が可能となる。本稿では、最大カット問題に対する量子・古典近
似アルゴリズムについて、この比較を行ってまとめる。その中で、第 2著者による古典近似アルゴリズム
についても触れる。量子計算での近似アルゴリズムとしては、近似率に関する成果も出ている QAOAに
着目する。近似率は、近似アルゴリズム設計・解析と計算量理論で軸となるものであり、その比較から近
似率の観点で量子優位性が成り立つのかが調べられている。なお、これらまとめの中で、量子メタヒュー
リスティックスの解析での理論結果の適格な適用についても触れる。

1. はじめに
組合せ最適化問題に対して、QAOA*1 という近似精度保

証つきの量子近似最適化アルゴリズムの 1つが提案されて
おり、その近似精度保証で未知の最適解値と近似アルゴリ
ズムの近似解値の比を用いて、近似アルゴリズムの比較を
行う研究が進んでいる。(なお、近似精度保証を持たない近
似アルゴリズムは、一般に (メタ)ヒューリスティックスと
呼ばれる近似精度保証をもたない近似アルゴリズムについ
ては、量子アニーリング・量子断熱計算が量子計算での代
表的なものがあるが、本稿では一部で触れるのみとする。)

QAOAの最初の論文 [11]では、QAOAが 3正則グラフ
の最大カットで定数近似値比を持つことが示されたが、そ
れは一般の最大カットに対する古典アルゴリズムの近似値
比を超えるものではなかった。しかし、その直後に提案者
から別の論文 [12]が出され、MAX-E3-LIN-2という問題
で、QAOAがその時点までに知られていた古典アルゴリズ
ムを超える近似率比をもつことが示され、注目された。そ
の問題に対しては、すぐに QAOAを超える古典アルゴリ
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timization Algorithm [11] の論文で日本語で書くと 1 つの量子
近似最適化アルゴリズムの提案をしており、そのアルゴリズムの
略として QAOAが用いられている。その論文のタイトルで、不
定冠詞の aが用いられていることからしても、量子計算の研究の
進展によって他の量子近似最適化アルゴリズムが提案されていく
と思われる。その場合には、3 名の著者名のアルゴリズムと呼ば
れるか、ときにイニシャルを用いて FGGアルゴリズムなどと呼
ばれるかもしれないが、本稿では QAOA の略語でこのアルゴリ
ズムのことを意味するとする。

ズムが発表され [5]、以降、最大カットを主に研究が進めら
れてきた。
本稿では、近似値比解析を用いた量子計算と古典計算の

比較の際には、その両方の計算野での研究を踏まえ、新た
な研究を展開することが必須であろうという観点に立ち、
量子・古典の近似アルゴリズムの現状についてまとめてい
る。対象問題としては、両方で中心的な役割を果たしてい
る最大カット問題を考える。これらの多くの近似アルゴリ
ズムは、局所性を持ったものが多く、それを軸に見通しよ
く比較が可能である。一方、第 2著者による低次数のグラ
フの最大カット問題に対する古典線形時間の近似アルゴ
リズムに関する新しい結果は、その局所性がなく、またグ
ラフ全体の分解を扱うということで、別のタイプのものと
なっている。しかしながら、QAOAのもつ局所性が限界
ともなっていることから、そのような近似アルゴリズムと
の関係をみるのも面白いと思われる。古典計算のアルゴリ
ズムの別の観点での大別として、半定値計画を用いるもの
と、それを用いない純粋に組合せアルゴリズムに分類し、
それがともに QAOA に関係しているところをみていく。
また、量子計算の近似アルゴリズムと比較する際に、古典
の近似アルゴリズムの評価が正確にすべきであり、その際
に注意した方がよい点もまとめる (これは量子メタヒュー
リスティックにも通じるところである)。
なお、上記のように本稿では QAOAを取り巻く理論を
まとめるが、実際のデバイスを用いた研究も発表されて
いる。Google研究者らによる論文 [16]と同号の News &

Viewsの Barak [3]の記事も、QAOAでの量子優位性は示
されていないものの、着実な研究でこれからの課題に取り
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組むことについて記されている*2。

2. 組合せ最適化問題— 起源と近似解法
最大カット問題に入るまえに、組合せ最適化問題に対す

る近似アルゴリズムを考えているので、まず組合せ最適化
問題の歴史を振り返り、近似アルゴリズムの性能解析につ
いてまとめる。
組合せ最適化問題 (Combinatorial Optimization)の研究
の歴史は長い。Schrijver [27]のサーベイは、組合せ最適化
の代表的問題である割当問題の古典的研究として、1784年
のMongeの研究をあげている。また、典型的問題に関す
る 20世紀前半の先駆的研究をあげている一方、一番最初
の書き出しでは 1950年前後の線形計画問題・整数線形計
画問題が統一的なアプローチを与えた時期に一貫した数理
的原理が確立されたこととしており、その点では相対的に
若い分野だともしている。
その 1950年過ぎに確立された 2つのアルゴリズムに触

れておこう。n点, m枝のグラフで、枝長が非負のとき、
1点から他の点への最短路を求める Dijkstraのアルゴリズ
ムは 1959年に論文が出ている [10]。今では時間計算量が
O(m + n log n)であることがわかっている。NP困難問題
の Traveling Salesperson Problem (TSP)に対しては、近
似アルゴリズムも多数発表されているが、当初でも小規模
の場合を正確に解く O(n22n)時間のアルゴリズムが 1962

年に発表されている [7], [19]。これらは今や半世紀以上前
の成果で、情報系の学科で通常講義される内容になってい
る*3。
近年、量子計算の分野で組合せ問題を量子力学原理を用

いた汎用なり専用目的なりのコンピュータで解くことが注
目されている。実際、Aaronson [1]は様々な物理系を用い
たコンピュータで、組合せ最適化問題を解く試みについて
の計算量を主とした観点からの計算に関する本質の議論を
している。
そのような種々の物理系に基づくアプローチ以外に、本

当に多岐に亘る方法で組合せ最適化問題を解くことについ
て研究されてきており、組合せ最適化問題を解くという表
現も多様な意味で使われている。「組合せ最適化問題を解
く」という表現をする際には、以下のどの意味で用いられ
ているか明らかであるようにしないといけない。
• 厳密解を求める問題であるのか、近似解を求める問題
であるのか

• 近似解を求める場合、近似精度の理論的保証があるの
かないのか

応じて、組合せ最適化問題の計算困難さ・計算量に関し
*2 本稿まとめ周辺で、Barak自身の研究成果 [4] にも触れているの
で、そちらも参考にされたい。

*3 TSP に対してよく n! の順列を全て調べてといった表現を見か
けるが、半世紀以上前からそれは冗長で O(n22n) 時間で解け、
n = 20, 30 とかなら個人でさっと解ける問題である。

ては、
• 組合せ最適化問題の厳密解を求める問題判定版の NP

完全性
• 組合せ最適化問題の近似解の精度が、計算量理論のNP

完全性・MAX SNP完全性・PCP・UGC 等の観点で
タイトであるか

といったことや
• 厳密解を求める問題の間の多項式時間変換は、近似解
を求める問題の間の変換として近似精度を一般には保
証しないこと

• 近似解を求める問題の間の変換で近似精度保証を保つ
ことは一般に難しい

など基本的な事項に注意を払う必要がある。また、最適化
問題を上記のどれか 1つの場合の意味で解くことを目的と
したとしても、他の場合も含めて総体的に評価する必要が
ある。そもそも最適化問題を扱うかぎり、多岐・多様に亘
る分野の成果を評価する必要がある。それだけ真に学際的
な研究対象である。
ここで近似精度を表す指標である近似値比 (Approxima-

tion Ratio)について、簡単に注意すべき点を述べておく。本
稿で対象とする最大カット問題では、Goemans-Williamson

による 0.878近似値比の多項式時間アルゴリズムが有名で
ある。最大化問題で、入力インスタンス Iに対して、その最
大化する関数の最大値を OPT (I)で表し、多項式時間近似
アルゴリズム Aの出力する解のその関数の値を A(I)とし
たとき、その最大カットの場合ではGoemans, Williamson

のアルゴリズムを GWと呼び、入力インスタンス I の枝
重み付きグラフに対して、

GW(I)

OPT(I)
≥ 0.878 (∀インスタンス I)

が成立する。これは最大カット問題を非負の枝重みの最大
重みカットの場合でも成立する。そして、計算量理論での
Unique Games Conjectureが成立するなら、このバウンド
はほぼタイトと示せるということで、この数値が本質的な
意味を持つと思われている。
一方で、統計物理での Isingモデルや他の NP完全問題

を最大重みカット問題に変換した場合では、正と負の重み
がある問題が出てくる。たとえば、3点の完全グラフで枝
重みが 1,−1,−1の場合、最大重みカットの値OPT (I) = 0

で比そのものが定まらないなど、異なる状況が現れてくる。
より一般的には

A(I) ≥ a ·OPT(I) + b

というようなバウンドになってしまう場合もある (実際、
Goemans, Williamsonの論文では枝重みが正負の場合につ
いて、そのようなバウンドを与えている)。このとき、aが
近似値比に対応して、近似アルゴリズムの性能のよい評価
尺度になっているかというと、当然のことながら a, bの内
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の加法的誤差の bが大きい場合には答えがノーとなる。(量
子計算での Jones多項式や Ising分配関数の加法的近似ア
ルゴリズムでは、加法的誤差のバウンドが出せるものの、
一方でそれがかなり大きい場合もあることがわかってい
る。)結局、近似アルゴリズムを考える元の動機・理由に
立ち返って、近似の良さを評価することが大切である。
コンピュータ科学では、理論的に計算量を解析すること

で各アルゴリズムを比較することを基本としているが、一
方でアルゴリズム工学や実際的アルゴリズムなどの名称で
具体的な問題をアルゴリズムを実装したプログラムで解い
て評価することも行われており、そのような立場も重要で
ある。NP困難などの難しい問題を実際的に解く際には後
者がなお一層重要となる。古典計算でも、近似精度の理論
的保証がないヒューリスティックスの研究も盛んであり、
種々の問題で具体的なヒューリスティックスの構築を可能
とする枠組みのメタヒューリスティックスも多数示され
ている。量子最適化アルゴリズムを現代コンピュータでシ
ミュレートすることは、メタヒューリスティックスの 1つ
と解釈できるということで、近似精度保証を活用する際の
注意点にも以下で触れる。

3. 最大カット問題と Isingモデル
無向グラフG = (V,E) (V : 点集合、E: 枝集合; n = |V |,

m = |E|)において、点集合の 2分割 (V1, V2) (V1∪V2 = V ,

V1 ∩ V2 = ∅) によるカット（cut）は、V1 の点と V2 の点
を結ぶ枝全体の集合である。各枝 e ∈ E に重み w(e)が与
えられているとき、カットの重みをそれに含まれる枝の重
みの和と定める。最大カット問題は、グラフの最大重みの
カットを求める問題である。枝の重みがすべて 1 の場合
は、最大サイズのカットを求める問題になっている。カッ
トに関する諸問題は、グラフ理論・組合せ最適化・計算量理
論・近似アルゴリズム等の様々な面で基本的な役割を果た
し、かつ社会科学・物理など他の分野と関係するという点
でも重要な問題である。最近では、統計物理での Isingモ
デルの基底状態球解という 2次無制約 2値計画 (Quadratic

Unconstrained Binary Optimization; QUBO) と等価な問
題、すなわち最大カットと等価な問題を量子アニーリング
の専用量子コンピュータで解くことなども試みられてい
る。さらにそこに QAOAという近似精度保証付きの近似
アルゴリズムが提 案されている。
Ising モデルは 1920 年代に物理文やで提案された問

題で、その中の基本的問題として上記に書いた Ising モ
デルの最小エネルギー状態その上記のグラフの場合で、
x = (xi) ∈ {−1, 1}V に対して

min

 ∑
(u,w)=e∈E

w(e)xuxw

∣∣∣∣xi = ±1 (vi ∈ V )


という最小化問題の解を求める問題である。最小エネル

ギーを与える最適解を、物理では基底状態と呼ぶ。

min
∑

(u,w)=e∈E

w(e)xuxw

=
∑
e∈E

w(e)− 2
∑

xuxw=−1, e=(u,w)

w(e)xuxw

から、最大カット問題と Isingモデルの最小エネルギー状
態の最適化は一致している。(最適化している値は違うの
で、近似値比に関しては異なることになる。)

4. QAOA

この節では、Farhi, Goldstone, Gutmann [11] によって
提案された量子近似最適化アルゴリズム (Quantum Ap-

proximation Optimization Algorithm; QAOA) について、
原論文に基づいて簡単に紹介する。
量子計算では n点に対応する n量子ビットを考え、Pauli

のスピン行列を用いて最大カット (これが量子アニーリン
グ・量子断熱計算に直結する)の問題を書き下すと、

min
∑

(u,w)=e∈E

w(e)ZuZw

となる。横磁場 Isingモデルを用いた量子断熱計算のHamil-

tonian

H(t) = t
∑

(u,w)=e∈E

w(e)ZuZw + (1− t)
∑
v∈V

Xv

量子断熱計算は t = 0での基底状態から、tを 0から 1に
動かしつつ各H(t)の基底状態を保持して、t = 1の基底状
態を求める方法である。QAOAはこの Hamiltonianに関
する Schrödinger方程式で解くことを、量子・古典シミュ
レーションでよく用いる解の指数関数 e−iH(t)t について
Suzuki-Trotter分解を用いて解くイメージである。
実際に近似率を考える場合は、Isingモデルのエネルギー
でなく、最大カットに着目し、さらに簡単のためすべての
枝の重みが 1の場合を考えると、論文 [11]の表記を用い
ると

C =
∑
e

C(e), C(e) =
1

2
(I − ZuZw) (e = (u,w) ∈ E)

B =
∑
v

B(v), B(v) = Xv (v ∈ V )

とし、C,Bを p段に分解した各行列のパラメタを γ1, . . . , γp

と β1, . . . , βp として、に対して

|γ, β⟩ = U(B, βp)U(C, γp) · · ·U(B, β1)U(C, γ1)|s⟩

ここで

U(C, γ) = e−iγC , U(B, β) = e−iβB , |s⟩ = 1√
n

∑
|x⟩

である。
アルゴリズムとしては、量子コンピュータで上記の計算
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をして、計算基底で測定した際に大きなカットに対応する
基底が測定できるようにし、その間数値を求めて古典的最
適化法を適用して γ, β を更新し、ということを繰り返す。
このアルゴリズムは pを十分大きくしたとき、量子断熱
計算での理論も用いて、最適解に収束する近似解が得ら
れる。

5. 近似値比
5.1 半定値計画 (SDP)を用いた近似アルゴリズム
5.1.1 Goemans, Williamsonのアルゴリズム
最大カットと Isingモデルとの関係式デモ見られたよう
に、最大カット問題は次のように書ける。以降、行列で記
述するため、グラフの点の添字を行列形式で用いて書いて
いる

OPT(I) = max

1

2

∑
i<j

wij(1− xixj)

∣∣∣∣xi ∈ {−1,+1}


それに対し、グラフの枝重み付き Laplacian L = (lij)を

lii =
∑
j ̸=i

wij , lij = −wij)

で定め、

SDP(I) = max{1
2
Tr(LX) | Xii = 1, X ≥ 0}

を考えると、SDP(I)でX のランクを 1と制限した場合は
OPT (I)となることから、この SDP(I)は最大カットの半
定値緩和となっており、任意の重みに対して

SDP(I) ≥ OPT(I)

が成立する。この半定値計画の最適解を利用して、ran-

domized hyperplane rounding を適用するのが Goemans,

Williamsonのアルゴリズムであり、その最適解値の期待値
を GW(I)とする。このときここで、枝重みが非負である
と仮定すると、次が成り立つ。

枝重み非負: GW(I) ≥ αSDP(I) ≥ αOPT(I)

ここで、αは次式を満たす。

α = min
0≤θ≤π

2

π

θ

1− cos θ
> 0.87856

枝重みが非負という仮定は、Goemans, Williamsonの論文
では Introduction の最初に記述されている。証明におい
ては、
• E[Tr(LX)]の評価で、期待値 Eと Trの和のについて、
期待値の線形性を用いて交換し、基本的に各枝という
局所に限った解析をおこなっている

• その過程で、不等式に枝重みを両辺にかけるところが
あるが、負の場合は負等号が逆になって証明がおかし
くなる。

で Goemans, Williamsonの論文では、枝重みで正負の値
をとる場合には、次の不等式が証明されている。

枝長正負 GW (I) ≥ αSDP (i) + (1− α)W−

ここで、

E− =
∑

wij<0

wij

で、Goemans, Williamsonの論文では枝長非負の場合は近
似値比 αが枝長正負の場合に成り立つとは書かれていな
い。さらに次の点が述べられている。
• カットサイズが大きい場合によりよいバウンド
重みが非負の場合の近似値比 αは、Unique Games Con-

jecture が正しいなら、任意の ϵ > 0に対して、α+ ϵの近
似値比をもつ多項式時間近似アルゴリズムは存在しないと
いう点で、ベストなものになっている [22]。
実際の最大カットのインスタンスについては、αはあく

まで近似値比として下限を与えるものであり、αSDP(I)は
下限以上の意味はない。
5.1.2 SDPの諸アルゴリズム
半定値計画問題は、内点法によって指定した精度 ϵ > 0

と入力サイズに関してた多項式時間で解くことができる
が、アルゴリズムの高度化・高速化の研究が進んでいる。
その中で量子計算・量子情報でも半定値計画が重要な役割
を果たしている。半定値計画で内点法の次の方法として
Multicative weight updateを用いたアルゴリズム (Arora,

Kale [2]) がある。これは、QIP=PSPACEの証明での NC

実装を可能にするとともに、最大カットでも、正則グラ
フに対するほぼ線形時間アルゴリズムにまで拡張されて
いる。をはじめとして ([29]も参照)。これらは Goemans,

Williamsonの近似値比に関する議論を基本的に受け継い
でいる。
SDPアルゴリズムは、最近でも機械学習分野などでも

SDPアルゴリズムの開発が行われている。元々、非線形最
適化の立場で、低ランクの制約のついた SDP問題を非線
形最適化の手法で大規模な問題を近似的に解くことも行わ
れていた。そのようなアルゴリズムは、実用的な計算で大
規模問題を解くことを目指したもので、近似精度保証は必
ずなしもできない。

5.2 グラフの次数に着目した古典近似アルゴリズム
半定値計画は、基本的には連続的最適化手法で解かれて

いる。もちろん、半定値計画を解いていても、基本的にグラ
フの構造を解析してアルゴリズムが構築されており、実際、
[2] ではタイトルに combinatorial が含まれている。最大
カット問題では従前で固有値を用いた結果が知られていた
が、Goemans, Williamson [14]の半定値計画は基本的に同
じであることが知られていた [24] (Goemans, Williamson

の貢献の大きなところは、Perfect Graphに関して半定値
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計画を適用した Lovászの研究の発展として、近似アルゴリ
ズムの世界に半定値計画を用い、かつ random hyperplane

roundingを導入した点だともいえる)。論文 [14] では、こ
の関係を半定値計画の双対定理のもとで詳細に議論してい
いる。そこで、SDPや固有値計算等を含む任意の数が出て
くる数値計算を用いない近似アルゴリズムを以下では組合
せ近似アルゴリズムと呼ぶ。
実際のところ、Goemans, Williamsonのアルゴリズム以

前は、組合せ近似アルゴリズムで、自明な 1/2を超える近
似値比のものは知られていなかった。
グラフ理論の立場からは、OPT(I)を枝数mで置き換え

た場合の比が自明に 1/2以上になる点 (点の 2分割を各点
等確率で決める素朴な乱択アルゴリズムを考えればよい)

に着目し、グラフの次数Dに対してその比が 1/2 + c/
√
D

(c: 定数)となる組合せ近似アルゴリズムについての研究が
先行して行われており、それが後述するように QAOAで
の解析に通じている。
また、コンピュータ科学の理論研究の観点からは、Paul

Erdösに代表される組合せ論・グラフ理論の成果を、計算
量理論での 1985 年からの Interactive Proof (IP) やその
発展で Probabilistically Checkable Proof (PCP)、さらに
Unique Games Conjectureの研究の中で発展させ、アルゴ
リズム理論では対応して定数次数のグラフ問題の近似ア
ルゴリズム・近似値比解析も盛んになっていたところであ
る [17], [22]。
5.2.1 Shearerの組合せ近似アルゴリズム
以下では Goemans, Williamsonの論文の少し前の 1992

年に出た Shearerの論文 [28]以降を紹介する。Shearerの
論文では、n 点、m 枝の三角形を含まないグラフでの最
大カットを扱っている (QAOAでも同じグラフを用いた解
析がある)。そこでは、最大カットサイズが容易に得られ
るm/2以上という結果を、m/2 + cm3/4 (c: 定数)以上で
あることを、そのサイズのカットを見つける乱択アルゴ
リズムとともに示している。なお、このオーダその論文で
は、それ以前の成果として、以下で出てくる Tuzaの以前
の Technical Reportでの結果も引用している。
この研究は、直近の QAOAと古典近似アルゴリズムに

関する Barak, Marwaha [4]でも拡張されている。この拡
張までの結果を、D 正則グラフで枝数 mに対する比の形
で書くと、
• Shearer のバウンド: 3 角形を含まないときには

1/2 + 0.177/
√
D

• Hirvonen, Rybicki, Schmid, Suomela [20]のバウンド:

3角形なしのとき、1/2 + 0.28125/
√
D

• QAOAによるバウンド [25], [30] 1/2 + 0.3032/
√
D

(量子アルゴリズムであることに注意)

• Barak, Marwaha [4]のバウンド: 最小閉路長が大きい
とき 1/2 + 0.6366/

√
D

と拡張されている。
5.2.2 Halperin, Livnat, Zwickの近似アルゴリズム
Halperin, Livnat, Zwick [15] は、高々次数 3のグラフで
の SDPを用いた 0.9326近似値比のアルゴリズムを与えて
いる。このアルゴリズムは、Goemans, Williamsonのアル
ゴリズムで random hyperplane roundingを適用した後で、
低次数のグラフの性質を活用してランダムさゆえに負の効
果の丸めが生じている部分を、局所的に補正して、この場
合の近似値比を改善するというものである。
また同論文で、高々次数 3のグラフに対する組合せ近似

アルゴリズムで、4/5近似値比のものを与えている。その
局所改良を更新するころで、3正則グラフの場合には 22/27

近似値比の組合せ近似アルゴリズムを与えている。
この論文は QAOA提案論文 [11]でも引用され、また解

析も通じるものがある。すなわち、ともに高々次数 3や 3

正則のグラフの 1つの枝周辺の局所的な性質を解析するこ
とで、全体での近似値比を導出している。なお、1980年
代のグラフ理論の論文からの発想で次数制限に着目してお
り、グラフ理論での問題意識をここからも理解することが
できる。
5.2.3 Bazgan, Tuzaの組合せ近似アルゴリズム
さらに Bazgan, Tuza [6] は、高々次数 3のグラフに対し

て、5/6近似値比の O(n2)時間のアルゴリズムを与えてい
る。論文では、グラフの分解として、高々 3次のグラフの場
合に unicyclic decompositionに着目している。ここで、G

の点誘導部分グラフが unicyclicであるとは、それがちょう
ど 1つの閉路をもつことをいい、unicyclic decomposition

は大まかには点素な unicyclic graphsと木への分解である。
この分解を活用することで、上記の近似値比が得ている。
乱択アルゴリズムではなく、全体のグラフのこの分解を用
いている点で、他の近似アルゴリズムと異なり、興味深い。
古典アルゴリズムの場合には、直接そのような分解理論を
アルゴリズムにすることができる。この論文でも既存のア
ルゴリズムとの比較が詳述されている。
5.2.4 Satoの組合せ近似アルゴリズム
さらに Sato [26]は、Bazgan, Tuzaのアルゴリズムを拡張
したものである。そのアルゴリズムで用いている unicyclic

decompositionを拡張して、2部グラフへの点素な分解を、
とある条件を満たす木でつなぐという新たな分解を導入し
て、その構成、それを用いた近似アルゴリズムが線形の計
算時間を実行できることを示している。これによって、よ
り一般の疎なグラフに対する組合せ近似アルゴリズムを構
成し、それを特別な場合である次数が高々 3のグラフに適
用した場合には線形時間で Bazgan, Tuzaの論文と同じ近
似値比が達成できることを示している。
このように、古典アルゴリズムでは、新たなグラフ分解

の導入で対象を拡張して、元問題の計算量が改善できるが、
それを量子アルゴリズムにする場合、局所探索ではなくな
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るくなるなど量子アルゴリズムとの対応をとるのは難しく
なっている。このような量子アルゴリズム設計での自由度
を高める研究も、量子計算の新展開をもたらすための今後
の課題と思われる。
5.2.5 Kale, Seshadhriの組合せ近似アルゴリズム
年代に関しては前項の者より前のものであるが、最後に

一般のグラフに対する 1/2を超える定数の近似値比をもつ
組合せ近似アルゴリズムを初めて与えた Kale, Seshadhri

[21] の結果を簡潔にまとめておく。手法としてはランダ
ムウォークを用いて情報を集約することで、任意の定数
b > 1.5に対して、Õ(nb)時間の組合せ近似アルゴリズム
で、近似値比が 1/2 + δ(b) (δ(b)は bにより決まる正定数)

となるものを与えている。論文中で例示では、b = 1.6, 2, 3

に対して近似値比が 0.5051, 0.5155, 0.5277 となっている。

5.3 QAOA

Farhi, Goldstone, Gutmann [11] では、QAOA を提案
し、段数 pを無限大にもっていった際に、(古典最適化が正
確にできたとして)アルゴリズムの解が最適解に収束する
ことを示すとともに、p = 1, 2の場合に近似値比を与えて
いる。
• 3正則, p = 1: 0.6924

• 3正則 2部グラフ, n大, p = 2: 0.7559

その近似値比の解析は、
• Goemans, Williamsonのアルゴリズムの際に、期待値
をとる中に枝に関する和がある点を、期待値の線形性
を用いて交換して、1つの枝の両端点の変数値 (この
場合、変数ベクトル) のみに着目した局所的解析が可
能であったのと同様に、

• QAOAでもその期待値の線形性を用いて各枝に着目
し、ただこの場合はその枝から p本の枝で到達できる
近傍に限定しての局所的解析を場合分けを通して行う

ことで達成されている。従前の低次数のグラフに対する純
組合せ近似アルゴリズムの解析でも、論文 [11]に出てくる
グラフと同様なグラフに着目して、局所的な解析を行った
上で全体の証明を構成している。

5.4 QAOAと古典近似アルゴルズムの近似値比の比較
QAOAの p = 1, 2の場合の近似値比は、次数を高々 3と
制限したグラフに対するものであるのに、一般のグラフに
対する Goemans, Williamsonのアルゴリズムの近似値比
より小さい。しかしながら、QAOAの pがより大きな場合
の近似値比がどうなるかは当初わからなかった。
第 1節で触れたように、QAOA提案論文 [11]の直後に提

案者から出された別の論文 [12]では、MAX-E3-LIN-2と
いう最大カットを少し拡張したともいえる問題で、QAOA

がその時点までに知られていた古典アルゴリズムを超える
近似値比をもつことが示されたが、すぐに QAOAを超え

る古典アルゴリズムが発表された [5] という経緯もある。
Hastings [18]は、近似値比の解析をはじめ、QAOAで

は局所的な計算のパラメタを最適化した比の上限を求めた
上で、、
• 古典最適化アルゴリズムでの局所計算を定義して、古
典計算の 1段の近似アルゴリズムが 1段の QAOと同
程度の性能をMAX-3-LIN-2という問題ではもつこと

• 3角形を含まないグラフの最大カット問題に対しては、
論文 [20]のアルゴリズム (の近似値比を数値計算でよ
りタイトに求め、一部段数の場合はアルゴリズムを少
し拡張したもの)は、1段の QAOAに比べ、よりよい
近似値比をもつ

ことを示している。2段の QAOAについても、正則で最
小閉路長が 5より大きなグラフに対して同様な結果が得ら
れている [23]。最大カットの近似値比に関しては、古典の
Shearer のバウンドの改良が続いていてこの結果が得られ
ており、そのバウンドのところで書いた Barak, Marwaha

[4]の論文のようにさらに拡張されている。
Bravyi, Kliesch, Koenig, Tang [8]は、別の枠組みで、と

ある一群の最大カット問題に対して、定数段数の QAOA

では Goemans, Williamsonのアルゴリズムよりよい近似
値比は出せないことを示している。より具体的には、
• p < ( 13 log2 n− 4)/Dを満たす p段の QAOAに対し、

D正則グラフの集合が存在して、その中のグラフに対
しては近似値比が 5

6 +
√
D−1
3D でバウンドされる。

という結果を出し、点数 nが大きく、Dもある程度大きい
場合に、Goemans, Williamsonのアルゴリズムの近似値比
より小さくなる。
同論文では、この限界を超えるために、局所性を脱し

た Recursive QAOAの提案もしている。なお、論文 [8]の
ジャーナル版では書かれていないが、この preprint 版で
は量子 PCP定理に向けた研究の中で Freedman, Hastings

[13]が導入したNo Low-energy Trivial States (NLTS) con-

jectureでの対称性に着目した弱い版を議論することによっ
て、この結果を得たとされている。
ここまで書いてきた局所性は、現在の near-term devices

で実現可能な局所性に対応している。この neat-term dev-

idesの課題を何らかの形で越えたところでの、古典-量子連
携した計算などが模索されている。

6. まとめ
QAOAと古典近似アルゴリズムの近似値比の比較を通し

て、古典計算での幅広い組合せ最適化のアルゴリズムと計
算量に関する研究が、量子計算での組合せ最適化とも密に
関係して、まさしく古典・量子両方の面での進展をもたら
している。近似値比のみでなく、計算機実験による解析も
望まれる。今後の大きな課題は、量子計算における次世代
の組合せ最適化の枠組みを構築することであると思われる。
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