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オートマトンを用いたあみだくじの列挙

熊谷 滉士郎1 ディプタラマ ヘンリアン1 吉仲 亮1 篠原 歩1

概要：無限集合の要素を列挙するのは不可能であるが，これらを適切な方法で符号化した文字列を受理す
る決定性オートマトン (DFA) を構築することで，目標の無限集合の要素の列挙と見なすことができる．本
発表では縦線数 nのあみだくじを符号化した文字列からなるあみだくじ言語を受理する DFAを提案する．
この DFAは O(4n)時間で構築可能であり，我々は n = 30まで実際に求めることができた．さらにあみ
だくじを拡張し，最左の縦線と最右の縦線が隣り合っているとみなして横線を引くことを許す循環あみだ
くじを定義する．循環あみだくじ言語を受理する DFAは O(4nn2)時間で構築可能であるが，循環あみだ
くじにおける縦線の対称性に着目して状態数を大幅に減らすことで n = 32までの構築に成功した．

1. はじめに
あみだくじとは日本で利用されているくじの１つであ

る．あみだくじの基本的なルールは以下の通りである．縦
線を複数本描き，任意の隣り合う 2つの縦線を繋ぐ横線を
任意の本数描く．縦線の上端にはくじを引く参加者の名前
を，縦線の下端にはくじの結果を書く．くじを引く際は 縦
線を上から下に辿り，たどり着いた下端に書かれているこ
とが結果となる．ただし縦線を上端に向かって移動しては
ならず，横線と出会ったら必ず横線を通らなければいけな
い．あみだくじの例を図 1 (a)に示す．
あみだくじの列挙についての研究は既に行われており，

山中らによって縦線数 n横線数 bのあみだくじの列挙・数
え上げ・ランダム生成の手法が示されている [3]．また，あ
みだくじは Primitive Sorting Network (PSN)と関連性が
あることから，あみだくじを利用して最小の PSNの個数
を求める研究が行われている [4], [5]．さらに，あみだくじ
の集合と Braid群などの集合との関連性について研究がな
されている [1]．
本論文では縦線数 nのあみだくじと循環あみだくじそれ
ぞれの列挙手法を提案する．あみだくじは図 1 (a)で示し
たように左端の縦線と右端の縦線が隣り合っていないと考
える．一方で循環あみだくじは左端の縦線と右端の縦線が
隣り合っていると考える．循環あみだくじはあみだくじよ
り対称性が高いと言える．循環あみだくじの例を図 1 (b)

に示す．
先行研究 [3]では縦線数と横線数を固定して列挙を行っ

ていたが，本論文では縦線数のみ固定する．横線数を定め
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図 1: あみだくじと循環あみだくじの図示

ないためあみだくじの個数は無限個存在し列挙は不可能で
ある．そこで，あみだくじの符号化を受理するようなDFA

を構築することで列挙と代える．この手法は覆面算の列挙
でも用いられおり [2]，DFAを探索することによって出力
に比例した時間で列挙が可能である．

2. あみだくじの定義と性質
整数 x, y に対して x 以上 y 未満の整数集合を [x, y) と
表記する．xと yの最大公約数を gcd(x, y)，最小公倍数を
lcm(x, y)と表記する．また x % y は x ≡ z (mod y)を満
たす整数 z (0 ≤ z < y)を表す．B = {0, 1}とする．さら
に，系列 a = ⟨a0, · · · , an−1⟩の i番目の要素を a[i] = ai と
表し，系列 aと系列 bの連結を a · bと表す．しばしば長さ
が 1の列とその要素を同一視する．

2.1 あみだくじ
あみだくじを符号化するために，縦線と横線は格子点上
に配置されているものとする．n本の縦線からなるあみだ
くじのそれぞれの段は，そこに横線があれば 1，なければ
0と表すことで，長さ n− 1のビット列 w ∈ Bn−1 で表す
ことができる（図 2）．これを上から順に各段に対応させ
ながら並べて得られる行列をあみだくじ行列と呼ぶ．本論
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図 2: あみだくじの符号化

文ではあみだくじ行列を段の系列のように表記することも
ある．例えば，図 2 (a)のあみだくじは ⟨0101, 0010, 1001⟩
と表される．
ここで，すべてのビット列が正しくあみだくじの段を表

すとは限らないことに注意されたい．例えば，あみだくじ
では横線が隣接できないため，段を表すビット列の中に 1

が連続して現れることはない．また横線が全く含まれない
段 0mは，一般性を失うことなく削除することができる．こ
れらを考慮して，あみだくじの段を表す長さmのビット列
の集合 Dm を次のように定義する．まず，表記を簡便にす
るためにいくつかの関数を導入する．ビット列 w ∈ Bm と
整数 iに対し，範囲外の参照時には 0を返す関数 get(w, i)

を定義し，これを用いて wの位置 iから始まる長さ ℓの連
続する部分列を sub(w, i, ℓ)と表す：

get(w, i) =

w[i] if 0 ≤ i < m

0 otherwise

sub(w, i, ℓ) = ⟨get(w, i), · · · , get(w, i+ ℓ− 1)⟩

これらの関数を用いて，Dm は次式で与えられる．

Dm = {w ∈ Bm\{0m} | sub(w, i, 2) ̸= 11 for ∀i ∈ [0,m) }

こうして定義された Dm から任意有限個の要素を取り出し
て得られる系列 A ∈ D∗

m は，常にあみだくじの符号化と
なっている．また行数が 0のあみだくじ行列を εと表す．
本論文では先行研究 [5]に倣い，全ての縦線の軌跡が一
致するとき，そのときに限り２つのあみだくじは等価であ
るとみなす．あみだくじの縦線 iの軌跡とは，縦線 iから
くじを引く際に辿る縦線の番号を順に並べたものであり，
あみだくじ行列 A ∈ D∗

m において縦線 iの軌跡を表す関数
lot(A, i)は次式で再帰的に定義される：

lot(ε, i) = i

lot(w ·A, i) =


i · lot(A, i− 1) if get(w, i− 1) = 1

i · lot(A, i+ 1) if get(w, i) = 1

lot(A, i) otherwise,

for any w ∈ Dm.

例えば，図 2 (a)のあみだくじにおいて，縦線 4の軌跡は

lot(⟨0101, 0010, 1001⟩, 4) = 4 · lot(⟨0010, 1001⟩, 3)

= 4 · 3 · lot(⟨1001⟩, 2) = 4 · 3 · lot(ε, 2) = ⟨4, 3, 2⟩

と得られ，また縦線 0からは ⟨0, 1⟩という軌跡が得られる．
さらに縦線 3からは ⟨3, 4, 3⟩という軌跡が得られる．
２つのあみだくじ行列A,B ∈ D∗

mが等価であるとは，任
意の整数 iに対して lot(A, i) = lot(B, i)を満たすときを言
い，A ≡ B と表記する．例えば，図 2 (a)と図 2 (b)のあ
みだくじは等価であることが確かめられる．
ここで図 2 (a) の左下の横線を一段上に移動させると

図 2 (b)が得られることがわかる．上下に隣接する２つの
段 w, v ∈ Dm（上段 w，下段 v）に対し，次式で定義され
る P(w, v) = Tのとき，そのときに限り等価性を保ったま
ま下段 vから上段 wに移動できる横線が存在する．

P(w, v) =


T

if ∃i ∈ [0,m),
(
v[i] = 1

∧ sub(w, i− 1, 3) = 000
)

F otherwise

(1)

あみだくじ行列 Aと等価なもののうち，ビット列の系列
としてみたときに辞書式順序で最大のものをAの標準形と
いい，Âと表す．補題 1により A = Âかどうかを簡単に
確認することができる．

補題 1 任意のあみだくじ行列 a = ⟨w0, · · · , wℓ⟩ ∈ D∗
m に

対して次の２つは同値である．
( 1 ) A = Â

( 2 ) 任意の i ∈ [0, ℓ)に対して P(wi, wi+1) = Fである．

証明 最初に A < Â =⇒ ∃i ∈ [0, ℓ), P(wi, wi+1) = T

を証明する．Â = ⟨v0, · · · , vk⟩とすると，a < âより次の 3

つの式を満たす自然数 s, t, u (t < m)が存在する．
(
∀i ∈ [0, s), wi = vi

)
∧ ws < vs(

∀i ∈ [0, t), ws[i] = vs[i]
)
∧ ws[t] = 0 ∧ vs[t] = 1(

∀i ∈ [s, u), wi[t] = 0
)
∧ wu[t] = 1

sはAと Âの最長共通接頭辞の長さを表している．tは ws

と vs の最長共通接頭辞の長さを表している．uは ws より
後ろの段で初めて wu[t] = 1となる箇所を表している．
As = ⟨ws, ws+1, · · · , wℓ−1⟩, Âs = ⟨vs, vs+1, · · · , vk⟩ と

おく．また，xt = lot(Âs, t)とおくと xt[1] = t+1である．
get(wj , t− 1) = 1を満たす整数 j ∈ [s, u)が存在すると

仮定する．yt = lot(As, t)とおくと yt[1] = t−1と求められ
yt ̸= xt となり矛盾が生じる．そのため全ての j に対して
get(wj , t − 1) = 0である．同様に get(wj , t + 1) = 1を満
たす整数 j ∈ [s, u)が存在しないことを示すことができる．
よって全ての j ∈ [s, u)に対して sub(wj , t− 1, 3) = 000が
成立する．このとき P(wu−1, wu) = Tである．
続いて (

∃i ∈ [0, ℓ), P(wi, wi+1) = T
)

=⇒ A < Âで
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図 3: 図と段の対応関係

あるが，これは式 (1)の導入から明らかである．以上から
A < Â ⇐⇒ ∃i ∈ [0, ℓ), P(wi, wi+1) = Tが成立する．故
に (1)⇐⇒ (2)が成立する． □

2.2 循環あみだくじ
あみだくじと同様に，n本の縦線からなる循環あみだく

じのそれぞれの循環段を，長さ nのビット列 w ∈ Bn で表
すことができる（図 3）．これを上から順に並べて得られる
行列を循環あみだくじ行列と呼ぶ．循環あみだくじ行列も
循環段の系列として表記できる．例えば，図 3 (a)の循環
あみだくじは ⟨01000, 00101, 10010⟩となる．
ここで，すべての段が循環あみだくじの循環段となるわ

けではないことに注意されたい．循環あみだくじでは左端
の縦線と右端の縦線が隣り合っていると考えるため，例
えば 1001は段であるが循環段ではない．段の性質に加え
このことを考慮して，循環段を表す長さ nのビット列の
集合 Dn を次のように定義する．まず，循環するビット列
w ∈ Bn の位置 iから始まる長さ ℓの連続する部分列を

sub(w, i, ℓ) = ⟨w[i%n], · · · , w[(i+ ℓ− 1)%n]⟩

と表し，Dn を次式で与える．

Dn = {w ∈ Bn\{0n} | sub(w, i, 2) ̸= 11 for ∀i ∈ [0, n) }

この Dn から任意有限個の要素を並べた系列 A ∈ D∗
n は，

常に循環あみだくじの符号化となっている．
循環あみだくじ行列 A ∈ D∗

m において縦線 iの軌跡を表
す関数 lot(A, i)を次式で再帰的に定義する：

lot(ε, i) = i%n

lot(w ·A, i) =


i%n · lot(A, i− 1) if w[(i− 1)%n] = 1

i%n · lot(A, i+ 1) if w[i%n] = 1

lot(A, i) otherwise,

for any w ∈ Dn.

例えば図 3 (a)の循環あみだくじの縦線 0の軌跡は,

lot(⟨01000, 00101, 10010⟩, 0) = lot(⟨00101, 10010⟩, 0)

= 0 · lot(⟨10010⟩,−1) = 0 · 4 · lot(ε,−2) = ⟨0, 4, 3⟩

と得られ，また縦線 1からは ⟨1, 2, 3, 4⟩という軌跡が得ら

れる．さらに縦線 4からは ⟨4, 0, 1⟩という軌跡が得られる．
２つの循環あみだくじ行列 A,B ∈ D∗

n が平行等価であ
るとは，任意の整数 iに対して lot(A, i) = lot(B, i)を満た
すときを言い，A ≡ B と表記する．例えば，図 3 (a)と
図 3 (b)のあみだくじは並行等価である．
循環あみだくじにおいて横線を一段上にずらすような移

動を行えるかどうかの判定を次式で定義する：

P(w, v) =


T

if ∃i ∈ [0, n),
(
v[i] = 1

∧ sub(w, i− 1, 3) = 000
)

F otherwise

(2)

上下に隣接する２つの循環段 w, v ∈ Dn（上段 w，下段 v）
に対し，P(w, v) = Tのとき，そのときに限り等価性を保っ
たまま下段 vから上段 wに移動できる横線が存在する．
循環あみだくじ行列 Aと等価なもののうち，ビット列の
系列としてみたときに辞書式順序で最大のものをAの平行
標準形といい，Âと表す．補題 1と同様に，次の補題を証
明することができる．

補題 2 任意の循環あみだくじ行列 A = ⟨w0, · · · , wℓ⟩ ∈
D∗

n に対して次の２つは同値である．
( 1 ) A = Â

( 2 ) 任意の i ∈ [0, ℓ)に対して P(wi, wi+1) = Fである．

循環あみだくじは左端の縦線と右端の縦線が隣り合って
いると考えるため図 4に示すように縦線が左右に無限に続
くと考えることができる．ここで，循環あみだくじを代表
する部分として左右に無限に続く図から連続するちょうど
n個の縦線を含む部分を取り出すことを考える．このよう
にして取り出した部分は全て同じ循環あみだくじを代表す
るものとして等価とみなす．この性質を回転の性質と呼び，
この等価性を回転等価と呼ぶ．回転の例を図 4に示す．
回転等価を定義するために，まず，循環あみだくじ行列

A ∈ D∗
n において縦線 i個分の回転を表す関数 rot(A, i)を

rot(⟨w0, . . . , wℓ⟩, i) = ⟨sub(w0, i, n), . . . , sub(wℓ, i, n)⟩

と定義する．例えば，図 4の左側の循環あみだくじを 1つ
回転させた循環あみだくじは，

rot(⟨01010, 00100, 00001⟩, 1) = ⟨10100, 01000, 00010⟩

である．２つの循環あみだくじ行列A,B ∈ D∗
nが回転等価

であるとは，A = rot(B, i)を満たす整数 iが存在するとき
を言い，A ∼= Bと表記する．例えば，図 4の左側の循環あ
みだくじと右側の循環あみだくじは回転等価である．
循環あみだくじにおける等価とは平行等価と回転等価の

組み合わせである．すなわち，Â ∼= B̂が成立するとき循環
あみだくじ行列 A,B が等価と言い A ≈ B と表記する．
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図 4: 縦線数 5の循環あみだくじの回転の例

2.3 周期
この章では証明で用いる回転関数の諸性質と周期につい

て述べる．次の補題は回転関数の定義から容易に確かめら
れる．

補題 3 任意の循環あみだくじ行列 A1, A2 ∈ D
∗
n と整数

i, j に対して以下の等式が成り立つ．
( 1 ) rot(A1 ·A2, i) = rot(A1, i) · rot(A2, i)

( 2 ) rot(rot(A1, i), j) = rot(A1, i+ j)

( 3 ) A1 = rot(A2, i) ⇐⇒ rot(A1, j) = rot(A2, i+ j)

循環あみだくじ行列 A ∈ D∗
n に対して，A = rot(A, i)を

満たす整数 iを Aの周期と呼ぶ．0は常に周期となる．ま
た，Aの 1以上で最小の周期を基本周期と呼び，pA と表
す．循環段 w ∈ Dn に対しては循環あみだくじ ⟨w⟩の周期
と基本周期を wの周期と基本周期とする．この節では周期
が必ず基本周期の倍数となることと，循環あみだくじ行列
の周期の高速な計算方法を示す．

補題 4 循環あみだくじ行列 A ∈ D∗
n に対し，iを Aの周

期とすると，任意の整数 kに対してA = rot(A, ki)である．

証明 k = 0, 1に対しては A = rot(A, i)から明らかであ
る．まず k > 0に対して帰納法を用いる．A = rot(A, ki)

と仮定すると，k + 1に対しても

rot(A, (k + 1)i) = rot(rot(A, ki), i) = rot(A, i) = A

が成り立つ．さらに，補題 3(3)より，A = rot(A, ki)から

rot(A,−ki) = rot(A, ki− ki) = A

を得る．よって負の数に対しても成り立つ． □

補題 5 循環あみだくじ行列 A ∈ D∗
n に対し，iと j を A

の周期とすると gcd(i, j)もまた Aの周期である．

証明 ベズーの補題により，xi+ yj = gcd(i, j)を満たす
整数 xと yが必ず存在する．補題 4より，A = rot(A, xi) =

rot(A, yj)が成立するので，

rot(A, gcd(i, j)) = rot(A, xi+ yj)

= rot(rot(A, xi), yj) = rot(A, yj) = A

を得る． □

補題 6 循環あみだくじ行列 A ∈ D∗
n の任意の周期 iに対

して i % pA = 0が成立する．

証明 任意の周期 xに対して gcd(pA, x) ≥ pAである．こ
の式を満たすxは pAの倍数のみである．よって i% pA = 0

が成立する． □

以上より基本周期の倍数のみが周期であることが示され
た．続いて，循環あみだくじの基本周期の計算の高速化に
有用な性質を証明する．

補題 7 任意の循環あみだくじ行列 A ∈ D∗
n と循環段

w ∈ Dn に対して pA·w = lcm(pA, pw)が成立する．

証明 A · wの周期 iに対して，周期の定義から

A · w = rot(A · w, i) = rot(A, i) · sub(w, i, n)

となり，A = rot(A, i) かつ w = sub(w, i, n) となる．補
題 6から，i % pA = 0 かつ i % pw = 0 であり，すなわち
i % lcm(pA, pw) = 0 と求められる．基本周期は 1以上で
最小の周期であるため pA·w = lcm(pA, pw)である． □

補題 7から，すべての w ∈ Dn の周期を求めておくこと
で任意の循環あみだくじの周期を高速に計算することがで
きる．

3. あみだくじ言語を受理するDFA

決定性有限オートマトン（DFA）を 5 つ組 M =

⟨Q,Σ, δ, q0, F ⟩で定義する．ここに Qは状態の有限集合，
Σ は有限アルファベット，δ : Q × Σ ⇀ Q は状態遷移を
表す部分関数，q0 ∈ Q は初期状態，そして F ⊆ Q は受
理状態の集合である．状態 q ∈ Qと文字 w ∈ Σに対して
δ(q, w) = rであるとき，q から rに wで遷移すると言い，
qから rへの辺は辺ラベル wを持つ．δの定義域をQ×Σ∗

に自然に拡張し, 系列 A ∈ Σ∗ に対して δ(q0, A) ∈ F の
とき，M は A を受理すると呼ぶ．M が受理する言語を
L(M) = {A ∈ Σ∗ | δ(q0, A) ∈ F}と定義する．
すでに述べたとおり，任意の系列 A ∈ D∗

mは正しくあみ
だくじの符号化となっているが，我々は重複を避けるため
に標準形のみを漏れなく受理する DFAを構築し，その状
態最小化を行う．このような DFA M が得られれば，その
開始状態 q0 から系統的に辺を探索することで，M が受理
する系列の一部または全部を列挙することが可能となる．
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3.1 あみだくじを列挙するDFA

縦線数 n のあみだくじに対する DFA を Cn =

⟨Dm, Dm, δ, 1m, Dm⟩ と以下のように定義する．ここ
にm = n− 1とし，部分関数 δ : Dm ×Dm ⇀ Dm を次式
で定義する．

δ(q, w) =

w if P(q, w) = F

undefined otherwise

定理 1 DFA Cnは縦線数 nのあみだくじを列挙する．す
なわち，L(Cn) = {A ∈ D∗

n−1 | A = Â}である．

証明 任意のあみだくじ行列A = ⟨w0, · · · , wℓ⟩ ∈ D
∗
nに対

してA = Â⇐⇒ A ∈ L(Cn)を証明する．A = Âのとき，補
題 1よりすべての整数 i ∈ [0, ℓ)に対して P(wi, wi+1) = F

であるので，初期状態から Aに沿って遷移する状態はすべ
て定義されており，またすべての状態が受理状態であるた
め，Aは Cnに受理される．逆に A ̸= Âのとき，補題 1よ
りある整数 iが存在して，P(wi, wi+1) = Tであるため，該
当する状態は未定義となり，Aは Cn に受理されない．□

例えば C4 において，状態 101と 010の任意の段を読み
込んだ遷移先は全く同じである．そのため Cn は最小状態
数の DFAではない．
遷移関数の定義と式 (1)から δ(q, w)を求めるときに各

iに対して sub(q, i, 3) = 000かどうか確認される．その他
に q が直接参照されることは無いため，sub(q, i, 3) = 000

である場合 0，そうでない場合 1 を i 番目のビットに保
存したビット列を作成する．この処理は次式に示す関数
ext : Bm → Bm によって求められる．

ext(w)[i] =

0 if sub(w, i− 1, 3) = 000

1 otherwise

また，δの条件分岐部分は次式で求められる．

P̂(q, w) =

T if q[i] = 1 ∨ w[i] = 0 for ∀i ∈ [0,m)

F otherwise

縦線数 n のあみだくじに対する DFA を Mn =

⟨Q, Dm, δ, 1m, Q⟩ と定義する．ここに m = n − 1,

Q = {ext(w) | w ∈ Dm}とし，部分関数 δ : Q×Dm ⇀ Q

を次式で定義する．

δ(q, w) =

ext(w) if P̂(q, w)

undefined otherwise

縦線数 5のあみだくじ言語を受理するM4を図 5に示す．
構築アルゴリズムはO(|Q|·|Dm|)時間である．|Q| = O(2n)

かつ |Dm| = O(2n)より O(4n)時間と求められる．

11111100

1110 0111

0011

1010
0101

1000

0100
0010

0001

0100

1000

1010
1000

0010

0100

0101

0100

0001

0010

0010

0001

図 5: M4

3.2 循環あみだくじを列挙するDFA

あみだくじに対するものと同様に，循環段 w ∈ Dn と整
数 i ∈ [0, n)に対して sub(w, i, 3) = 000である場合 0，そ
うでない場合 1を i番目のビットに保持したビット列を作
成する．この処理は次式に示す関数 ext : Bn → Bn によっ
て求められる．

ext(w)[i] =

0 if sub(w, i− 1, 3) = 000

1 otherwise

循環段 w ∈ Dnに対して，次式で示される ŵを基本段と
定義する．

ŵ = max

v ∈ Dn

∣∣∣∣∣∣v
∼= w

∧
(
∀j ∈ N, ext(v) ≥ ext(sub(w, j, n))

)


ŵは wと回転等価な循環段のうち ext(ŵ)が辞書順最大
であるような循環段である．また，ϕ(w)を次式で定義する．

ϕ(w) = min{i ∈ N | ŵ = sub(w, i, n)}

任意の整数 j に対して j % pw = ϕ(w) であることと
ŵ = sub(w, j, n)が成立することは同値である．
縦線数 n の循環あみだくじに対する DFA を Mn =

⟨Q, Dn, δ, q0, Q⟩ と以下のように定義する．ここに，
Q ⊆ {ext(w) | w ∈ Dn} × [1, n+ 1)は次式で定義でされる
δ : Q×Dn ⇀ Qによって初期状態 q0 = (1n, 1)から到達可
能なものとする．

δ((q, k), w)

=


(ext(w), lcm(k, pw))

if ϕ(w) ∈ [0, gcd(k, pw))

∧ P̂(q, w)

undefined otherwise

補題 7より循環あみだくじ行列 A ∈ D∗
n を読んだ遷移先の

状態 (q, k) = δ(q0, A)の kは基本周期 pA と一致する．

定理 2 DFA Mn は循環あみだくじを列挙する．

定理を証明するためにいくつか補題を示す．

補題 8 L(Mn) ⊆ {A ∈ D
∗
n | A = Â}である．
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証明 A = ⟨w0, · · · , wℓ⟩ ∈ D
∗
nとおく．A ̸= Âのとき，補

題 2よりある整数 iが存在して P̂(ext(wi), wi+1) = Tであ
る．よって初期状態からAを読んで着く状態は未定義であ
るため A ̸∈ L(Mn)である． □

補題 9 循環あみだくじ行列 A ∈ D∗
n と循環段 w ∈ Dn，

整数 i, j に対して次の２つは同値である．
( 1 ) A · sub(w, i, n) ∼= A · sub(w, j, n)
( 2 ) i ≡ j (mod gcd(pA, pw))

証明 Bk = A · sub(w, k, n)，g = gcd(pA, pw)と表す．
まず (1) =⇒ (2)を示す．Bi

∼= Bj より Bi = rot(Bj , k)

を満たす整数 kが存在する．すなわち，

A · sub(w, i, n) = rot(A · sub(w, j, n), k)

= rot(A, k) · sub(w, j + k, n)

である．整理すると，

0 ≡ k (mod pA)　かつ　 i ≡ j + k (mod pw)

となり，k を消去すると整数 x, y が存在して，i − j =

xpA − ypw が得られる．左辺が g の倍数である時に限り
x, yが必ず存在するため，i ≡ j (mod g)が成立する．
続いて (2) =⇒ (1)を示す．最初に任意の整数 k に対し

て ∀x ∈ Z, Bk
∼= Bk+xpA

が成立することを示す．

Bk
∼= rot(B, xpA) = rot(A, xpA) · sub(w, k + xpA, n)

= A · sub(w, k + xpA, n) = Bk+xpA

続いて ∀y ∈ Z, Bk = Bk+ypw
が成立することを示す．

Bk+ypw
= A · sub(w, k + ypw, n) = A · sub(w, k, n) = Bk

以上から Bk
∼= Bk+xpA+ypw である．ここで，任意の整

数 z に対して zg = xpA + ypw を満たす整数 x, yが存在す
る．すなわち，Bk

∼= Bk+zg が成立する．
i ≡ j (mod g)より i = j + zg を満たす整数 z が存在す
る．Bj

∼= Bj+zg = Bi となるため Bi
∼= Bj である． □

補題 10 循環あみだくじ行列 A ∈ D∗
n に対して B̂ がMn

に受理され，かつ，Â ∼= B̂ を満たす B ∈ D∗
n が存在する．

証明 Â = ⟨w0, · · · , wℓ−1⟩ とする．Â の接頭辞を Âk =

⟨w0, · · · , wk−1⟩ (0 ≤ k ≤ ℓ)とおく．
循環あみだくじ B ∈ Dℓ

n を次に示すように定義する．任
意の整数 i ∈ [0, ℓ)に対して，j = ϕ(wi) % gcd(pÂi

, pwi)と
し，B[i] = sub(ŵi, j, n)とする．B は定義から δ(q0, B) ̸=
undefinedであるためMnに受理され，補題 9より B ∼= Â

であるから命題は成立する． □

補題 11 Mn に受理される循環あみだくじ行列 A1, A2 ∈

1111, 1
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1110,4

0111,4 1011,4
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0001
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0100
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0001
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図 6: M4

D∗
n に対して Â1

∼= Â2 ならば A1 = A2 である．

証明 補題 8よりA1 = Â1かつA2 = Â2なのでA1
∼= A2

である．
A1 = A2 = εのとき明らかに A1 = A2 である．その他

のとき A1 = B1 ·w1，A2 = B2 ·w2とする．B1 = B2と仮
定すると，補題 9からある整数 i (i%gcd(pB1

, pw1
) = 0)

が存在してw1 = sub(w2, i, n)である．δ0の定義から i = 0

と求められるため w1 = w2 である．よって A1 = A2 が成
立する．以上から段数に関する帰納法より A1 = A2 と求
められる． □

補題 10と補題 11より定理 2が示された．M4を図 6に
示す．構築アルゴリズムは O(|Q| · |Dn| log |Q|)時間であ
る．|Q| = O(2nn)かつ |Dn| = O(2n)であるから O(4nn2)

時間と求められる．

4. DFAの圧縮
図 6のDFA M4 には，4つの対象な状態が存在すること

が確認できる．すなわち， (1110, 4)，(1101, 4)，(1011, 4)，
(0111, 4) は回転対称であり，それらの状態からの遷移も対
称性を保存している．本節ではこのようなMnの持つ対称
性に注目し，対象な状態を統合してあみだくじを列挙する
DFAを圧縮する手法について述べる．
本節では集合 X 上の順列 π : X → X に対して，w ∈ X

の順列 π による像を π(w)と表記する．また，2つの順列
π, π′ の合成を π ◦ π′ と表記し，X 上の全ての順列からな
る集合を ΠX とする．

4.1 順列ラベル付きDFA

DFA の拡張として Nozaki ら [2] が定義した順列ラベ
ル付き DFA (DFA-p) を紹介する．DFA-p は 6 つ組
⟨Q,Σ, δ, γ, q0, F ⟩であり，⟨Q,Σ, δ, q0, F ⟩ は通常の DFAを
構成する．γ : Q×Σ ⇀ ΠΣは順列遷移関数であり，その定
義域は δに一致する．DFA-p上の計算においては状態の他
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に Σ 上の順列 π ∈ ΠΣ を記憶し，入力文字を π で読み替
えて遷移する． 例えば，状態 q ∈ Qで順列 π ∈ ΠΣを記憶
し w ∈ Σが与えられると，状態は δ(q, π(w))に遷移し，さ
らに順列を γ(q, π(w)) ◦ π に更新する．また，δ(q, w) = r

かつ γ(q, w) = π であるとき，q から r への辺は辺ラベル
(w, π)を持つという．

4.2 循環あみだくじ言語を受理するDFA-p

Mnとは異なる縦線数 nの循環あみだくじに対するDFA

を Cn = ⟨Q, Dn, δi, (1n, 1), Q⟩ と以下のように定義す
る．ここに，Q ⊆ {ext(w) | w ∈ Dn} × [1, n+ 1)とし，遷
移関数 δiを次式で定義する．添字の iは状態から一意に決
定され，δ0 はMn の遷移関数と一致する．

δi((q, k), w)

=


(ext(w), lcm(k, pw))

if
(
∃j ∈ [i, i+ gcd(k, pw)),

j%pw = ϕ(w)
)
∧ P̂(q, w)

undefined otherwise

状態 (q1, k1), (q2, k2) ∈ Q がシフト同値であるとは
k1 = k2 かつ q1 = sub(q2, i, n) を満たす整数 i が存在す
ることを言い (q1, k1) = S((q2, k2), i)と表記する．循環段
w と整数 i, k に対する状態 S((ext(ŵ), k), i)は遷移関数 δi

を用いて遷移を行うと定義する．補題 11から Cn は循環
あみだくじを列挙する．

補題 12 循環段 w, v ∈ Dn と整数 i, k に対して状
態 q = (ext(ŵ), k) ∈ Q とすると S(δ0(q, v), i) =

δi(S(q, i), sub(v, i, n))が成立する．

証明 r = ext(ŵ)とおくと S(q, i) = (sub(r, i, n), k)であ
る．また，u = sub(v, i, n)と置く．
P̂(r, v) = P̂(sub(r, i, n), u) かつ ϕ(u) ≡ ϕ(v) + i

(mod pv) かつ v と u の周期は等しいため δ0(q, v) =

undefined ⇐⇒ δi(S(q, i), u) = undefinedが成立する．さ
らに，ext(u) = sub(ext(v), i, n)であるため S(δ0(q, v), i) =
δi(S(q, i), sub(v, i, n))が成立する． □

列数 n の循環あみだくじに対する DFA-p を M̃n =

⟨Q̃,Dn, δ, γ, (1
n, 1), Q̃⟩と定義する．ここに，Q̃ ⊆ {ext(ŵ) |

w ∈ Dn} × [1, n + 1) であり，δ は次式で定義され，
γ(q, w) = πϕ(w)である．ただし順列 πk ∈ ΠDn

は πk(w) =

sub(w,−k, n)を満たす．

δ((q, k), w)

=


(ext(ŵ), lcm(k, pw))

if ϕ(w) ∈ [0, gcd(k, pw))

∧ P̂(q, w)

undefined otherwise

定理 3 DFA-p M̃n は循環あみだくじを列挙する．

1111, 1 1110, 4

1111, 41111, 2

0100,0

1010,0

0100,0
0010,1
1000,3

1010,0

0100,0
0010,1
0001,2
1000,3

1010,0
0101,1

0100,0
0010,1

1010,0
0101,1

図 7: M̃4

証明 Cn から M̃n が変形して得られることを示す．
状態 q ∈ Q̃に対して，Cnでは状態S(q, k) ∈ Qでw ∈ Dn

が与えられた時，補題 12より次の状態は S(δ0(q, πk(w)), k)

で求められる．また，δ0(q, w) = (x, y) ̸= undefined と
すると (x, y) = S((ext(ŵ), y), ϕ(w)) が成立する．すな
わち，ある状態 r ∈ Q̃ が存在して S(δ0(q, πk(w)), k) =

S(r, k + ϕ(πk(w)))が成立する．
S(r, k+ϕ(πk(w))の第一引数と第二引数を別々に考える．

第一引数は r = (ext(ŵ), lcm(k, pw))と求められる．第二引
数は k + ϕ(πk(w))であるが，πϕ(πk(w)) ◦ πk = πϕ(πk(w))+k

が成立するので順列遷移関数を用いることができる．従っ
て，Cn はMn から変形して得られる． □

実装上，枝ラベルには順列ではなく順列の添字を持たせ
る．M̃4 を図 7に示す．構築アルゴリズムは圧縮前と変わ
らずO(4nn2)時間であるが，Mnの構築と比べて約 1/nの
時間で構築可能である．ただし，Mn と Cn は異なる言語
を保持するためMn と M̃n とでは保持する言語が異なる．

5. 実験
5.1 実験方法
Mn, Mn, M̃n の構築アルゴリズムを C++ version 17

(gcc version 7.4.0) で実装し，-O3 オプションをつけて最適
化を行った．また実行環境は Ubuntu 18.04.2 LTS, Xeon

CPU E5-2609 2.4GHz，主記憶 256 GB である．

5.2 結果
Mn,Mn, M̃nそれぞれの受理状態数と枝数を表 1, 2に示

す．Mn は n = 31で，Mn は n = 30でメモリ不足により
構築に失敗したが，M̃n は n = 32までの構築に成功した．
n ≥ 33については実験を行っていない．構築時間はM30

とM29 は約 4時間，M̃32 は約 30分であった．
表からMnとMn−1の状態数・枝数がほぼ一致している

ことがわかる．これは，縦線数 nのあみだくじに対するあ
みだくじ行列の行数が n− 1であり，縦線数 n− 1の循環
あみだくじに対する循環あみだくじ行列の行数も n− 1で
あるため近い値になっていると考えられる．また，nが大
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表 1: 各 DFAの状態数
n Mn Mn M̃n

2 1 2 2

3 1 2 2

4 3 7 4

5 5 7 3

6 9 16 6

7 14 23 5

8 23 44 10

9 36 57 9

10 57 94 14

11 89 134 14

12 140 230 28

13 219 327 27

14 343 536 45

15 536 809 59

16 838 1297 92

17 1309 1957 117

18 2045 3126 188

19 3194 4771 253

20 4989 7549 395

21 7792 11659 563

22 12170 18308 848

23 19007 28384 1236

24 29685 44596 1895

25 46361 69238 2774

26 72405 108450 4200

27 113079 168916 6268

28 176602 264257 9487

29 275809 411860 14204

30 430746 - 21549

31 - - 32407

32 - - 49162

きくなるにつれMn に対しMn−1 の状態数の方が少なく
なっている．これは例えば長さ 5のビット列 w = 10100

と v = 10010 のように，ext(w) ̸= ext(v) である一方で
ext(w) = ext(v)が成立する場合があるからである．枝数
についても同様にMn−1の方が少ないが，これは状態数が
少ないことが影響していると思われる．
また，M̃n の状態数，枝数ともに Mn のおよそ 1/n に
なっていることがわかる．これは M̃nで n種類の順列を用
いて圧縮を行ったためと考えられる．
表 3に循環あみだくじの個数を示す．個数は縦線数や段

数に対して指数的に増加する．
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