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Ties to max magnitude丸めモードを利用した
二段階丸め誤差の防止

小泉 透1,a) 入江 英嗣1 坂井 修一1

概要：浮動小数点数計算において，結果を一旦中間精度に丸めてから最終精度に丸める「二段階丸め」は，
直接最終精度に丸めた場合と異なる結果を生むことがある．この問題を回避するアルゴリズムは知られて
いるものの，特殊なハードウェアもしくは多数の浮動小数点数演算が必要である．本研究では，RISC-V

の浮動小数点数演算命令で使用可能な丸めモードを組み合わせることで、二段階丸めを行いつつも最近接
丸めを保証できるソフトウェアアルゴリズムを提案する．提案アルゴリズムは，既存アルゴリズムと比べ
て浮動小数点数演算命令を 78%削減した．

1. はじめに
浮動小数点数演算において，丸め（rounding）は欠かせ

ないものである．一般に浮動小数点数同士の和や積は同じ
幅の浮動小数点数では表せない．したがって，計算を続け
るためには，演算結果を何らかの方法で浮動小数点数に変
換する必要がある．この時に行われる変換が，丸めである．
丸めモード，つまり演算結果をどのような戦略で浮動小

数点数に変換するかは，大きく分けて四つ存在する [1]．最
もよく使われるのは，最近接丸め（rounding to nearest）
である．最近接丸めでは，演算結果に最も近い浮動小数
点数を選択する．それ以外の丸め方法として，正の無限
大への丸め（rounding toward positive），負の無限大への
丸め（rounding toward negative），零への丸め（rounding

toward zero）がある．正の無限大への丸めでは，演算結果
を下回らない最小の浮動小数点数を選択する．負の無限大
への丸めでは，演算結果を上回らない最大の浮動小数点数
を選択する．零への丸めでは，演算結果の絶対値を超えな
い範囲で演算結果に最も近い浮動小数点数を選択する．
最近接丸めは最も使われる丸めモードであるが，ほかの

丸めモードには存在しない注意すべき性質が二つある．一
つ目は，「最も近い浮動小数点数」が一意に定まるとは限
らないことである．二つ目は，丸めた結果を再び丸める場
合，直接一回で丸めた場合と異なる結果を生む可能性が存
在することである．
一つ目の問題には解決策があり，よく用いられる方法が

二つある．この問題が発生するのは，隣接する浮動小数点
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数のちょうど中点が演算結果となった場合である．よく使
われる解決法は，絶対値が大きいものを選ぶ方法（rounding

to nearest, ties to away）および仮数部の末尾が 0である
ものを選ぶ方法（rounding to nearest, ties to even）であ
る．前者は我々になじみ深い四捨五入と同様の動作をする
ものである．後者は丸める方向を一定にしないことでバイ
アスを避ける工夫である．以下では，前者を四捨五入丸め，
後者を偶数丸めと呼ぶ．
二つ目の問題は，二段階丸め（double rounding）と呼ば

れ，一度丸めた結果をそれより低い精度にもう一度丸める
場合に発生する．例えば，7.46を四捨五入し 7.5とした後，
再び四捨五入して 8とする場合などである．7.46を直接
整数に丸める場合，最近接の整数である 7に丸めるべきだ
が，それと異なる 8が得られてしまっている．この問題は，
doubleで計算した後 floatに丸める，といった場合にも
発生する．演算結果は自動的に丸められてしまうため，二
段階丸めが問題となることがわかっていてもこの問題を避
けることは難しい．
本論文では，二段階丸めを行っても最近接丸めを保証で

きるソフトウェアアルゴリズムを提案する．提案ソフト
ウェアアルゴリズムでは，一段階目の丸めに零への丸めを
使い，二段階目の丸めに四捨五入丸めを使う．提案ソフト
ウェアアルゴリズムは，既存のソフトウェアアルゴリズム
と比べて浮動小数点数演算命令数を 78%削減した．提案
手法は RISC-Vの浮動小数点数演算命令で利用可能な丸め
モードのみを用いており，特別なハードウェアを要求した
り浮動小数点数演算命令以外の命令を使用したりはしな
い．したがって，提案手法は実プロセッサ上でも高速に動
作すると思われる．
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(a) 二段階目の丸めに偶数丸めを用いる場合．
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(b) 二段階目の丸めに四捨五入丸めを用いる場合．
図 1 二段階丸めにより不正確な丸めが行われる原理．直接丸めた場合と結果が異なる場合を

赤太矢印で示した．
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図 2 奇数丸めを用いたアルゴリズムが不正確な丸めを行わない原理．一段階目の丸めの結果
が二段階目の丸めにおける丸め境界と一致することがないため，二段階丸めの問題が生
じない．

2. 二段階丸め
二段階丸めの問題は，最近接丸めを二回連続で行った場

合に発生しうるが，常に発生するわけではない．具体的に
は，以下の二条件がそろったときにのみ発生する．(1)一
段階目の丸めの結果が，二段階目の丸めの丸め境界と一致
した場合．(2)一段階目の丸めと二段階目の丸めの方向が
一致した場合．ここで，最近接丸めの丸め境界とは，最近
接の丸め先が二つあるような数のことである．また，丸め
の方向とは，丸める前の値を v，丸めた後の値を rとした
とき，r − vの符号のことである．
図 1は，二段階丸めがなぜ不正確な丸めにつながるかを

図示したものである．結果的に正確な丸めが行われる場合
を黒矢印で，不正確な丸めが行われてしまう場合を赤太矢
印で，それぞれ表した．図からもわかるように，(1)一段
階目の丸めの結果が二段階目の丸めの丸め境界（背景色の
境界）と一致し，かつ (2)一段階目の丸めと二段階目の丸
めの方向が一致したとき，最近接ではない値に丸められて
しまう．

3. 関連研究
3.1 奇数丸めを用いる方法
二段階丸めの問題を解決するために，奇数丸めを用いた

アルゴリズムが提案されている [2]．奇数丸めは，浮動小
数点数で表せない演算結果を丸める際，演算結果を挟む二
つの浮動小数点数のうち仮数部の末尾が 1となる浮動小数
点数を選ぶ丸めモードである．奇数丸めを用いたアルゴリ

ズムでは，一段階目の丸めに奇数丸めを使い，二段階目の
丸めに偶数丸めを使う．この方法は，一段階目の丸めの結
果が二段階目の丸めにおける丸め境界と一致することがな
い*1ことから，二段階丸めの問題が生じない（図 2）．この
事実は，定理証明支援系 Coqを用いて証明されている [2]．
奇数丸めを用いたアルゴリズムは，理論上は興味深いも

のの，多くの商用プロセッサ上で動かすことには適してい
ない．奇数丸めは IEEE-754 Standardに含まれておらず，
多くのプロセッサはこれをサポートしていないためであ
る．精度が最重要視される用途向けに，無誤差変換 [3]・分
岐命令・整数演算を利用して奇数丸めを実現する方法が提
案されている [2]．また，ハードウェア回路を実装する用途
には有用であり，除算器の実装に活用された例がある [4]．

3.2 倍倍精度演算を用いる方法
二段階丸めの問題を解決するため，倍倍精度演算が用い

られることもある．倍倍精度演算では，値は二つの倍精度
浮動小数点数の和として保持され，倍精度浮動小数点数よ
りも高い精度で演算を行うことができる．倍倍精度演算を
用いると，丸め誤差を計測することが可能である [3]．こ
れを組み合わせれば複数の丸め誤差の合計が算出可能であ
り，二段階丸めの問題を解決することができる．しかし，
倍倍精度演算は多くの浮動小数点数演算命令を実行する必
要があるため，一般に低速である．

*1 丸める前の値が浮動小数点数で表せる値だった場合を除く．その
場合はそもそも二段階丸めの問題は発生しない．

2ⓒ 2021 Information Processing Society of Japan

Vol.2021-ARC-245 No.3
2021/7/20



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

4 5 6

図 3 提案手法が不正確な丸めを行わない原理．一段階目の丸めの結果が二段階の丸め境界と
一致する場合，一段階目の丸めの方向と二段階目の丸めの方向は必ず異なる．

4. 提案手法
我々は，一段階目の丸めには零への丸めを使い，二段階

目の丸めに四捨五入丸めを用いる方法を提案する．この方
法は，二段階丸めを行っているにもかかわらず，直接四捨
五入丸めした場合と同じ結果を生成する．
提案手法では，2章で述べた二条件を同時に満たすこと

がないため，二段階丸めの問題が生じない．条件「(1)一
段階目の丸めの結果が，二段階目の丸めの丸め境界と一致
した場合」は満たすことがあるが，その場合でも条件「(2)

一段階目の丸めと二段階目の丸めの方向が一致した場合」
を満たすことはない．なぜなら，条件 (1)が満たされる場
合，一段階目の丸めは零に近づく方向に行われ，二段階目
の丸めは零から遠ざかる方向に行われるからである．
図 3は，提案手法がなぜ不正確な丸めを行うことがない

のかを図示したものである．図からもわかるように，(1)

一段階目の丸めの結果が二段階目の丸めの丸め境界と一致
することはあるが，その場合でも (2)一段階目の丸めと二
段階目の丸めの方向が一致することはない．したがって，
提案手法は常に最近接丸めを行う．
提案手法が実現する丸めが最もよく使われる偶数丸めで

はなく四捨五入丸めであるのは，標準的な丸めモードを組
み合わせるだけでは偶数丸めを実現することができないか
らである．四捨五入丸めはわずかにバイアスがかかるとい
う特性を持つが，これは二重丸めによる誤差の問題よりは
るかに軽微な問題であり，通常無視しうる．したがって，
最近接丸めが実現できれば，それが偶数丸めでなくても十
分有用である．
提案手法は，奇数丸めを用いたアルゴリズムを，RISC-V

プロセッサ上で動かすことに適した形に変形したアルゴリ
ズムとみることが可能である．提案手法を用いて一段階目
で k-bitに丸める場合，それは奇数丸めを用いたアルゴリ
ズムを用いて一段階目で (k+1)-bitに丸める場合と関連す
る．具体的には，提案手法における一段階目の丸めの結果
Z と，奇数丸めを用いたアルゴリズムにおける一段階目の
丸めの結果 O の間には，Z + 0.5sign(Z)ulp(Z) = O の関
係が成立する*2．ここで，sign(Z)は Z の符号，ulp(Z)は
*2 ただし，丸める前の値が浮動小数点数で表せる値だった場合，奇
数丸めは値を変えないため，Z = O が成立する．この特別扱い
は，奇数丸めを用いたアルゴリズムが偶数丸めを実現することに
役立っている．

Z の仮数部の最終桁の重み [5]である．

5. 評価
5.1 評価方法
提案手法の有用性の確認は，(1)正しく二段階丸めを回

避できているか，および (2)既存の二段階丸めを回避する
コードと比較し命令数を削減出来ているか，という観点
から行った．対象となるルーチンは，指数関数の結果が
非正規化数となる場合のルーチンを選択した．このルー
チンは，tbl× (1 + poly)× 2−1022 を計算するものであり，
tbl×(1+poly)は正規化数となるが tbl×(1+poly)×2−1022

は非正規化数となる．非正規化数は正規化数よりも仮数部
が短いため，tbl× (1 + poly)を計算する際の丸めに加え，
2−1022 を掛ける際にも丸めが生じる．つまり，評価に用い
るこのルーチンは，ナイーブに計算すると二段階丸めによ
る誤差の影響を受けるものである．既存の二段階丸めを回
避するコードとしては，ARM社がMITライセンスで公開
している倍倍精度演算を利用したコード [6]を改変して使
用した．
以下は，評価に用いたソースコードである．

double naive(double tbl, double poly) {

double t = fma(tbl, poly, tbl);

double ret = t * 0x1.p-1022;

return ret;

}

double care(double tbl, double poly) {

double t = fma(tbl, poly, tbl);

double err = fma(tbl, poly, tbl - t);

double hi = 1.0 + t;

double lo = 1.0 - hi + t + err;

double ret = fma(hi+lo, 0x1.p-1022, -0x1.p-1022);

return ret;

}

double proposed(double tbl, double poly) {

double t;

asm("fmadd.d %0, %1, %2, %3, rtz"

: "=f"(t) : "f"(tbl), "f"(poly), "f"(tbl));

double ret;

asm("fmul.d %0, %1, %2, rmm"

: "=f"(ret) : "f"(t), "f"(0x1.p-1022));

return ret;

}
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naiveは，ナイーブな計算方法を実装したものである．
careは，倍倍精度演算を用いて二段階丸め誤差を回避す
るコードを fma関数を用いて書き換えたものである．err

は一回目の計算の丸め誤差であり，その計算には Knuth

の丸め誤差計測手法 [3]に類似する技術が用いられている．
1.0 + tとしている部分は，桁落ちを意図的に起こすコー
ドであり，所望の桁での最近接丸めを実現する技法であ
る．1.0 - hi + tはその際の丸め誤差（二回目の丸め誤
差）であり，Knuthの丸め誤差計測手法により計算されて
いる．loは二回の丸め誤差を合計した値であり，これを
hiに足しこむことで，二重丸めによる誤差の影響を極力回
避している．
proposedは，提案手法を実装したものである．提案手
法は標準的な C言語の範囲で記述できないため，インライ
ンアセンブリを用いて記述した．行われる演算は naiveと
同じであるが，丸めモード指定のみが異なる．一回目の演
算における丸めを指定する rtzは round towards zeroの
略であり，零への丸めを意味する [7]．二回目の演算にお
ける丸めを指定する rmmは round to nearest, ties to max

magnitudeの略であり，四捨五入丸めを意味する [7]．
このソースコードは，RISC-V向けの GNU GCC 10.1.0

を用いてコンパイルした．コンパイルオプションは-O2で
ある．動作の確認は，RISC-V 命令セットシミュレータ
Spike 1.0.1-devを用いて行った．

5.2 二段階丸めを回避できているかの確認
動作の確認は，二重丸めの影響によりナイーブな実装

では正確な丸めが行われない引数を一つ用いて行った．
具体的には，tbl=1.0, poly=-0x1.3fffe0dec01d9p-26

である．これは，exp(-0x1.6232bdd7d3cd2p+9) を計算
する際に実際に現れるものである．tbl × (1 + poly)

の計算を無限精度で行った場合，得られる答えは
0x1.ffffff60000f909ff138p-1023 となる．これを正し
く丸めた答えとしては，0x1.ffffff60000fap-1023が期
待されるものである．
care および proposed は，正しく丸めた答えである

0x1.ffffff60000fap-1023を出力した．一方，naiveは，
誤った答え 0x1.ffffff60000f8p-1023を出力した．つま
り，提案手法は正しく二段階丸めを回避している．

5.3 命令数の比較
命令数の比較は，コンパイルされたコードに含まれる浮

動小数点数演算命令の数を数えることで行った．
naiveおよび proposedは，浮動小数点数演算命令を 2

つ含んでいた．一方，careは，浮動小数点数演算命令を
9つ含んでいた．つまり，提案手法は二段階丸めを回避す
る既存アルゴリズムより浮動小数点数演算命令が 78%少
ない．

6. おわりに
結果を一旦中間精度に丸めてから最終精度に丸める「二

段階丸め」は，直接最終精度に丸めた場合と異なる結果を
生むことがある．本論文では，標準的な丸めモードを組み
合わせることで二段階丸めの問題を解決するソフトウェア
アルゴリズムを提案した．実際のルーチンを用いた評価で
は，提案方法は正しく二段階丸めを回避できることが確か
められた．また，既存の二段階丸めを回避するコードと比
較し，浮動小数点数演算命令を 78%削減した．
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