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何か難しそうな論文ですが……

　本論文は，アメリカの応用数学会（SIAM）が刊

行している「イメージング」に関する学術誌（SII

MS）に 2009 年に掲載された，スパース最適化（L1 

ノルム正則化）と画像処理（ノイズ除去・画像再構

成）を結びつけたマイルストーン的論文の 1つであ

る．「ほらまたすぐ数式を出すんだから！」と怒ら

れることの多い筆者であるが，今回は数式を一切用

いずに（！）この論文について書き進めてみようと

思う．

スパース？　何それおいしいの？

　スパースという言葉に関しては聞いたことがある

読者も多いだろう．その厳密な定義には触れないが，

「ある対象（データ）を説明（表現）するために本質

的に必要な要素（基底）が，対象の数（次元）に比

べて著しく少ない」という性質を指す☆ 1．

　画像もそのようなスパース性を持つデータの 1つ

である．人間にとって意味を見いだせる画像は，（ラ

ンダムノイズ画像に比べて）全体的に「滑らかであ

る＝変動が少ない成分（低周波成分）で構成される」

傾向がある．これはすなわち，画像データが少数の

低周波基底の線形結合で近似的に表現できる（ス

パース！）ことを意味しており，この事実のおかげ

で我々はスマートフォンで撮影した高解像度の画像

☆ 1 しばしば，“オッカムの剃刀”と呼ばれる有名な指針「何かを説明す
る上で，仮定は必要最小限にすべきである」になぞらえられる．

データを気軽に SNS にアップロードできるわけで

ある☆ 2．

みんな大好きL1ノルム

　訓練された読者諸君であれば，「この性質を利用

することで，逆にノイズに埋もれた画像成分を抽出

したり，不完全なデータから画像を再構成できそう

だな」と感づいたであろう．そのために鍵となるの

が，L1ノルムである．

　L1ノルムは「入力変数（ベクトルや行列等）の

各要素の絶対値の和」として定義される関数☆ 3な

のだが，なんと，これを小さくすることでスパー

ス性を（ある程度）促進することができる☆ 4．しか

も，L1ノルムは一部の特殊な人間が諸手を上げて

喜ぶ「凸関数（convex function）」となっているため，

大域的な最適解を効率的に計算できる可能性が高い．

　とは言え，L1ノルムを画像処理にすぐ使えるか

というと，そうは問屋が卸さない．その最大の理由

は L1ノルムが微分“できない”ところにある．つ

まり微分（勾配）を用いる最適化手法全般が利用で

きないのである．さらに，画像のスパース性は何

らかの変換を介さないと基本的に抽出できないた

め，L1ノルムの中にそういった変換（行列）が合

成されることもある．微分できない関数と行列の合

☆ 2 気になる読者は画像圧縮フォーマットの 1つである JPEGについて調
べてみるとよい．

☆ 3 どうでもよいが，原著論文の L1ノルムが絶対値記号 |·|で定義され
ていることがいまだに納得できない．　

☆ 4 L1ノルムとスパース性の関係についてより厳密に知りたいという殊勝
な読者は参考文献 1）等を参照されたい．
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成関数の存在は最適化を一段と難しくする．加えて，

画像処理への応用を考える上で，計算量的な問題も

生じる．これは最適化問題の次元が画素数の次元の

オーダになってしまうことによる．

温故知新

　これらの問題を解決するアルゴリズムを提案して

いるのが本論文である．Split Bregman Methodと名

付けられた当該アルゴリズムは，Bregman iteration

と呼ばれる最適化技術（原著は 1967 年！）と変数

分離（splitting）のテクニックを組み合わせること

で構成されている．アルゴリズムの各ステップでは，

ガウス＝ザイデル法や高速フーリエ変換を用いた

行列の対角化などの数値計算的技術も駆使されて

おり，結果として画像処理応用で現れる大規模な

L1ノルム最適化問題を非常に効率的に解くことが

できる（実際の画像データを使った応用例も記載

されている）．

　このアルゴリズムは，今現在ではよく知られてい

る（？），交互方向乗数法（ADMM）☆ 5と呼ばれる

最適化手法と同じであることが後から指摘された 2）．

そしてADMM 自体も，Boyd らの論文 3）がきっか

けで人口に膾
かいしゃ

炙したが，その原典は 1970年代に出

版されている論文 4）である☆ 6．

　ことほどさように，学術的知見というのは息が長

く，過去の研究に対するリスペクトを忘れずに現代

の先端情報技術として再構築した本論文の貢献は著

しいものであると思う☆ 7．

　　　　　　

広い視野を持つために

　とあるご縁でこの記事の執筆を担当することに

☆ 5 深層学習界隈で有名なADAM とは違うのでご注意を．
☆ 6 より正確にはGlowinskiらによってフランス語で書かれた 75年の論文

のほうが古い．　
☆ 7 ちなみに，ADMM 系の最適化手法について初学者にも分かるよう優

しく解説した和文記事 5）がなんと無料で読める．

なったが，「どうせなら読者の方々があまり知らな

さそうな論文にしよう」と思い，本論文を選んでみ

た．読者の中には，コンピュータビジョンやパター

ン認識のような画像データを常日頃扱う分野を専門

としている方もいるだろうが，本論文や本論文が掲

載されている論文誌（画像データに焦点を当てた数

理的な解析やアルゴリズムが主なスコープ）を読ん

だことのある方は少ないのではないかと思っている

（ご存知だったらごめんなさい）．

　日々研究スピードが加速してゆく中，自分の専門

分野の論文をキャッチアップするだけでも大変なの

が現代の研究者の実情だろう．しかし，特定の分野

の論文ばかり追っているだけでは，どうしても視野

狭窄になり似通ったアイディアしか出せなくなる．

「独創的なアイディアとは既存の要素の非自明な組

合せである」的なことを実業家ジェームズ・W・ヤ

ング氏は言っていたが，実際に，異分野の知見・技

術の組合せが面白い研究の種となることが多い☆ 8．

　筆者が修士課程一年生の頃の話を少しさせてほ

しい．当時，博士課程進学へ向けた研究ネタを自

分で見つけるために画像処理系の論文を漁ってい

たのだが，一向によいアイディアが浮かばず，「つ

らたん……」という感じの日々を送っていた．そ

んなとき，当時指導してくれていた助教の宮田高

道先生（現在は千葉工大で教授をされている）が

「これ読んでみたら」と渡してくれたのが本論文

との出会いである．読み始めると，それまで触れ

たことのないような難解な数式が並んでおり，初

めは「日本語でおｋ」と思うばかりであったが☆ 9，

頑張って読み進めるうちに次第に「これすごいん

じゃね？」ということに気づき始め，最終的に面

白そうな研究ネタを思いつくに至った（宮田先生

改めてありがとうございました）．

☆ 8 そして，一見異なる要素を抽象化し，共通項を見つけアイディアへと昇
華させる手助けをしてくれるのが数学である（と筆者は考えている）．

☆ 9 日本語で書かれていたとしても分からなかっただろう．
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　当時の筆者には応用数学系の論文を読んでみる

という発想など皆無だったので，もし自分だけで

サーベイを進めていたら，この論文にはきっと出

会えず，引き続きネタ探しに苦しみ，研究者に向

いていないと考え，博士課程に進学しなかった可

能性が高い．この経験以来，筆者は日頃から意識

的にいろいろな分野の論文に目を向けるよう心が

けており，実際にこれまで数多くの研究テーマの

着想に繋がっている．

　などという話はいわゆる生存バイアスであるため，

単なる 1つのサンプル程度に捉えていただくのが賢

明だろう．特定の分野の論文をひたすら読み続ける

ことで成された研究のほうが単純な数としては断然

多いのではないかと思う．とは言え，ゲーム好きの

読者諸君であれば，ダンジョンを散策しているとき

に，先を急がず寄り道をしていたら思わぬ宝箱を見

つける，という類の体験を一度はしたことがあるに

違いない．学術界という名の広大なダンジョンで猪

突猛進に最奥を目指すのではなく，好奇心に導かれ

寄り道をする“冒研者”になってみるのも，たまに

はよいかもしれない．
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