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1 はじめに
囚人のジレンマゲーム [1]で長期に渡って報酬を最大

化するには相互協調が継続することが必要である。し
かし強化学習エージェントのように自分の報酬の最大
化を目的とする場合、協調を選択することは稀である。
これまで強化学習の手法の一つである Q 学習エー

ジェントについて、相互協調発生後の価値関数の挙動
から相互協調の継続回数について議論がされてきた [2]。
ブートストラップ型強化学習で行動価値を学習する手
法は方策オフ型のQ学習と方策オン型の Sarsa に分け
られる [3]ため、本研究では Sarsaにおける相互協調の
継続回数を求めることで、行動価値を学習するブート
ストラップ型強化学習の囚人のジレンマゲームにおけ
る挙動を議論する第一歩とする。

2 準備
2.1 Sarsa

行動選択を ε-greedy法で行う状態数 1の Sarsaのア
ルゴリズムは以下の通りである。
1. 行動 At を ε-greedy法で決定する
2. 報酬 Rt を獲得する
3. 次の行動 At+1 を ε-greedy法で決定する
4. Q値を下記の式で更新する

Qt+1(At) = Qt(At)+α (Rt + γQt(At+1)−Qt(At)) .

5. 行動 At を At+1 に更新して 2に戻る

プロセス 3,4に注目すると、Q値の更新前に次の行
動を決定しなくてはならないことに注意を要する。

2.2 囚人のジレンマゲーム
囚人のジレンマゲームとはゲーム理論で扱う 2人 2

行動ゲームの 1つである。2人の取れる行動は協調 (C)

と裏切り (D)の 2つであり、2人の行動の組み合わせに
よって利得 T,R, P, S のいずれかが与えられる (表 1)。
ただし、T > R > P > S, 2R > T + S である。
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表 1: 利得表
A \ B C D

C R,R S, T

D T, S P, P

3 相互協調の継続回数
3.1 導出条件・導出手順
相互協調の継続回数を求めるために、まずその崩壊

を定義する。Sarsaは行動選択が 1ステップ前の Q値
を用いて行われるため、1回 Q(D)の値が Q(C)の値
より大きくなるだけでは、次の行動が協調になる可能
性がある。従って相互協調の崩壊を「相互協調中に 2

回連続して裏切りを選択する」と定義する。また下記
の条件を設定する。

1. 自分が裏切りを選択する 1ステップ前のQ(C)は
最大値とする

2. 相互協調開始時のQ(D)の値を P/(1− γ)とする

以下、相互協調が発生してから相互協調が崩壊する
までのゲームのプレイ回数の期待値を求める。導出の
手順は以下の通りである。

1. 1回の裏切りで増加する Q(D)の変化量を求める
2. Q (D)が増加して相互協調が崩壊するまでの裏切
りの選択回数を求める

(a) 自分が裏切りを選択して崩壊するとき
(b) 相手が裏切りを選択して崩壊するとき

3. ゲームのプレイ回数の期待値を求める

3.2 相互協調が崩壊するまでのゲームのプレイ回数
l回目の裏切りが起こる時刻を t+mlと置く。この時

の Q(D)の変化量∆Ql(D)は次のように求められる。

∆Ql (D) = α(1−α)
l−1

(
T + γQt(C) −

(
1 −

α

1 − α
γ
2

)
Qt(D)

)
.

(1)

また 1回裏切りが起こってから再び裏切りが発生す
るまでのゲームのプレイ回数の期待値 nは幾何分布の
期待値より以下で求められる。

n =
4

ε(2− ε)
. (2)
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3.2.1 自分の裏切りで相互協調が崩壊するとき
相手は常に協調を選択すると仮定する。この時、

Qt+ml+1(D) > Qt+ml+1(C)となる lを求める。

l > 1 +
1

log (1− α)
log

(1− αγ) (Qt(D) +X)− 1−αγ
1−γ

R

(1− α− αγ)X
. (3)

ただし X ≡ (T + γQt(C) − (1 − α
1−αγ

2)Qt(D))とす
る。lは自然数のため、最小値 lmin は式 (3)の右辺を
Lとおくと lmin = ⌈L⌉となる。
自分の裏切りで 1回Q値が反転するとQ(D)はQ(C)

の最大値より大きくなるため、次に協調を選択しても
再反転することはなく、以降は裏切りを選択し続ける
ことになり、相互協調が崩壊する。従って反転してか
ら 3ステップで相互協調が崩壊するため、相互協調の
継続回数 nl は以下の通りである。

nl = n× lmin + 3. (4)

3.2.2 相手の裏切りで相互協調が崩壊するとき
相手は相互協調が崩壊する直前に一度だけ裏切りを

選択すると仮定する。自分が l′ 回裏切った後、k ス
テップ目に相手に裏切られた時に Qt+ml′+k+1(D) >

Qt+ml′+k+1(C)となる l′ を求める。

l′ > 1 +
1

log (1− α)
log

(
Qt(D) +X − 1−α+αγ

1−γ
R− αS

(1− α− αγ(1− α+ αγ)k−1)X

−
αγ(1− α+ αγ)k−1

(
Qt(D) +X − R

1−γ

)
(1− α− αγ(1− α+ αγ)k−1)X

 . (5)

l′は自然数のため、最小値 l′minは式 (5)の右辺をL′と
おくと l′min = ⌈L′⌉となる。
相手の裏切りで一度Q値が反転してからは協調と裏

切りが交互に選択される可能性がある。反転した時刻
を τ として、τ + 1で再び相互協調になる条件は以下
の通りである。

Qτ (D) <
1− α

1− αγ

((
1

1− γ
+

α2

1− α

)
R+ αS

)
. (6)

相手が協調を選択すると仮定したため、Q(D)が条件
(6)を満たす場合、次のステップで協調を選択してから
2回連続で裏切りを選択し、相互協調は崩壊する。満
たさない場合は以降の行動で裏切りを選択する。従っ
て反転してから最大 3ステップで相互協調は崩壊する
ため、相互協調の継続回数 n′

l は以下の通りである。

nl′ = n× l′min + k + 3. (7)

3.3 期待値の導出
相手は行動を ε-greedy法で決定するとする。lmin >

l′minのため、自分が l′min回裏切り後に lmin回裏切るま
での間に相手に裏切られなければ自分の裏切りで相互
協調が崩壊する。ゲームのプレイ回数を∆nとすると

∆n = nl − nl′ (8)

表 2: 実験結果
計算結果 実験結果 1 実験結果 2 実験結果 3

lmin 6 1.72 2.49 4.05
l′min 3 1.90 2.42 3.44
n 21.1 16.2 17.6 17.2
p 0.039 0.112 0.103 0.085

1− p 0.961 0.888 0.897 0.915
N 69.6 42.5 58.2 75.8

より、自分の裏切りで相互協調が崩壊する確率 pは

p =
(
1− ε

2

)∆n

. (9)

式 (4),式 (7),式 (9)より相互協調の継続回数の期待
値N は、

N = p× nl + (1− p)× nl′ . (10)

4 実験結果
T = 5, R = 4.3, P = 1, S = 0, α = 0.25, γ =

0.1, ε = 0.1とし、2つの Sarsaエージェントを用いて
1000回 ×1000試行実験を行った結果を表 2に示す。
各実験結果は同一の実験から取得したデータをまと

めたものである。実験結果 1はすべての実験結果を、
実験結果 2は最初の裏切り選択時に導出条件 1を満た
した時のみの実験結果を、実験結果 3は導出条件 1,2

を満たした時の実験結果をまとめている。
実験結果 1で lmin < l′min と計算結果と異なる結果

が得られたのは、相互協調が崩壊した直後に相互協調
が発生し、Q(C), Q(D)が減少しないために lminのみ
が減少したためである。またN が計算結果より大きく
下回ったのは、相互協調が発生して Q(C)が上がりき
らないで崩壊するために nl, n

′
l が小さいことや崩壊後

に Q(D)の値が下がりきらないで相互協調が発生した
ためであると考えられる。

5 おわりに
本研究では、Sarsaエージェントによる囚人のジレン

マゲームにおいて、相互協調が発生してから崩壊する
までのゲームのプレイ回数の期待値を解析的に求めた。
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