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外来患者の待ち時間の分布関数による評価と
その診療予約枠の人数決定問題への応用
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概要：本論文では診療予約制を採用している日本の病院における，診察待ち時間の確率モデルを作成し，外
来患者の診察待ち時間の分布関数を導出する．さらに，導出した分布関数の診療予約枠の人数を決定する
問題への応用方法を示す．具体的には，診察待ち時間の分布関数を用いて，患者の診察待ち時間が一定時
間以内になる確率が高くなるような，各予約枠の予約可能な人数の組合せを求める方法を示す．この方法
で診療予約枠の人数を決定する問題を解くことにより，遅い時間帯の予約枠の人数を多くすることで，患
者の診察待ち時間を短くできることが分かった．また，現実の病院における平均診察待ち時間のデータと
このモデルにより算出された平均診察待ち時間を比較し，モデルの有効性を検証する．
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Abstract: In this paper, we develop a service waiting time model of a hospital adopting the medical ap-
pointment system and derive the distribution function of outpatient’s service waiting time. Furthermore, we
discuss how to decide the number of appointment patients in each appointment frame by using the distribu-
tion function. Specifically, by using the distribution function of the waiting time for each patient, we find
out a combination of the number of appointment patients in each appointment frame so that the probability
that the waiting time of each patient is less than the given time is higher. Furthermore, comparing the
average waiting time in an actual hospital and that calculated by the service waiting time model, we show
the effectiveness of our model.
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1. はじめに

近年，病院の診察待ち時間の長期化は日本の多くの病院
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で問題となっている．平成 26年度に厚生労働省が実施し

た受療行動調査 [1]では，診察を受ける時間より，待ち時

間のほうが長い患者が過半数を占めている．また「診察ま

での待ち時間」に対する満足度を見ると満足が 28.0%, 不

満が 27.6%となっており，他の項目に比べ満足の割合が最

も低く，不満の割合が最も高い．さらに徳永ら [10]は「診

察待ち時間」の満足度が他の項目に比べ低いことを示して

おり，このことからも診察待ち時間の短縮化が最優先で解
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決されるべき問題であることが分かる．

診察待ち時間の短縮化のために，診療予約制を導入して

いる病院が増えている．ただし，予約し来院する患者と予

約せずに来院する患者が混在する病院においては，予約制

を効果的に行うことは困難な問題となる．予約制を効果的

に行うことは森川ら [8]によると，学術的にも重要な未解

決課題であり，(i)どのように予約を受け入れるかという予

約の設定問題，(ii)予約をせずに来院する患者の到着を考

慮し，どのように患者の診察を行うかの運用問題に大別で

きる，とある．このことは，新たに設立された病院や大規

模な改修を行い，コンピュータによる予約システムを導入

した病院でも起こりうる．

診察待ち時間の長期化の原因は，ある枠に予約した患者

の診察が，その枠の中で終了せずに次の枠に診察を受ける

患者に影響することにある．これは，予約可能な患者数や，

1つの枠の長さ等の診察室を設計する要因の設定が，適切

でないために起こる．これを解決するために，診察室を設

計する要因から外来患者の待ち時間を推定する方法が必要

となる．そこで本研究では診療予約制を採用している日本

の病院における，診察待ち時間の確率モデルを作成し，各

診察室における予約可能な人数や 1 つの枠の長さ，医師

の人数を設定し，患者の来院人数や各患者の診察時間等の

データから診察待ち時間を推定することができるツールを

作成する．作成したツールは診療予約枠の人数を決定する

問題へ応用することができる．この問題の詳細は 5章で詳

しく説明する．

診察待ち時間の確率モデルにおいて，予約可能な患者数

や 1つの枠の長さ，医師の人数等をパラメータとして，各

枠内での各患者の診察終了時刻の分布関数を導出する．さ

らに，この分布関数を用いることにより，診察待ち時間の

分布関数を導出する．その際に，本モデルでは診察の空き

時間がないことを仮定する．すなわち，ある枠の終了前に

その枠の患者の診察が終了したときには，その直後に，次

の枠の患者の診察ができることを仮定する．この仮定によ

り各枠における総診察時間の分布を利用し，各枠内での各

患者の診察終了時刻の分布が既知の方法を用いて計算でき

るようになり，診察待ち時間の分布関数を導出できた．実

際の病院の現場では診察室は混雑しており，診察の空き時

間が生じることは稀なことである．したがってこのような

仮定をしても，実際には診察待ち時間の分布にはほとんど

影響しないと考えられる．

診察待ち時間の調査報告や研究は過去に様々なものがな

されている．石井ら [4]は 2009年に衣笠病院のある診療科

において，予約制を導入し，予約し来院する患者，予約せ

ずに来院する患者の医師への割当て方を工夫することによ

る，診察待ち時間の短縮化を行っている．

また，待ち行列理論等の数理的な手法を用いた診察待

ち時間に関する研究もいくつか存在する．紀永ら [6]は受

付，検査，会計等の病院の待ち行列の全体のフローをネッ

トワークモデルで構築し，歩行速度を所与とし，患者が合

理的にイベントの間を移動する規則を提案している．森川

ら [8]は予約患者と初診患者の待ち時間をともに最小化を

するような医師への割当て規則をいくつか提案し，数値実

験により各割当て規則の評価を行っている．また，Takagi

ら [9]が筑波大学病院の産婦人科における各病棟ごとの入

院患者の人数や入院患者の滞在期間を待ち行列理論を用い

て分析している．

海外のヘルスケア分野における待ち時間の研究も様々な

ものがなされている．Dimakouら [2]は手術の待ち時間を

イギリスの病院の統計のデータから経験分布関数を導出

し，それを用いて解析している．Joustraら [5]は放射線治

療科において，通常の患者と急病の患者を同じ待ち行列に

並ばせるか，異なる待ち行列に並ばせるか議論を行ってお

り，M/M/1のモデルとM/M/2のモデルの待ち時間の結

果を利用し，シミュレーションを行っている．また，確率

過程を用いる研究もいくつか存在する．たとえば，Franx

ら [3]は患者がポアソン到着し，診察時間を一定時間で与

えた待ち行列モデル（M/D/c）に対して，定常分布の導出

を行っている．

文献 [5]は待ち行列理論の既存の結果を用いて診察待ち

時間を解析しているのに対し，日本の診察待ち時間に関す

る研究 [6], [8]は，シミュレーションにより診察待ち時間を

解析しているものとなる．これらの研究に対して，我々は

新しい診察待ち時間の確率モデルを作成し，診察待ち時間

の分布関数を導出し，それを用いて診察待ち時間を推定す

る．また文献 [9]では入院患者の滞在人数やその変動の解

析を行っており，一方，我々は外来患者の診察待ち時間を

推定する．

以下に本論文の構成を述べる．2章で本研究で対象とな

る病院の予約の仕組みに関して述べる．3章で診察待ち時

間の確率モデルの概要の説明と各患者の診察待ち時間の分

布関数の導出に関して述べる．3.1節で予約患者の待ち時

間に関して述べ，その分布関数の形に関して述べる．3.2

節で初診患者の待ち時間に関して述べ，その分布関数を導

出する．3.3節で予約患者の待ち時間の分布関数を導出す

る際に必要となる確率変数の分布関数を導出する．3.4節

で 3.3節で導出した関数を用いて，予約患者の待ち時間の

分布関数を導出する．4章で診療予約枠の人数決定問題に

関して述べる．5章で現実の病院における平均診察待ち時

間と比較することによる検証に関して述べる．6章でまと

めと今後の課題に関して述べる．付録に 3章の分布関数の

導出の際に必要な計算の補足を載せる．

2. 病院の予約の仕組み

ここで本研究で対象となる病院の予約の仕組みに関して

述べる．本研究で対象となる病院は 1つの予約枠を 30分
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図 2 予約枠

Fig. 2 An appointment frame.

図 1 本研究で対象となる予約枠．予約枠の最後の患者の診察が終了

した直後に次の予約枠の患者の診察を行う

Fig. 1 An appointment frame in this research. A doctor be-

gins an examination of the patient in the current frame

as soon as he or she finishes the examination of the last

patient in the previous frame.

や 60分等の時間区間で設けており，各診療科は予約枠ご

とに予約可能な人数を決めている．また，事前に予約し来

院する患者と予約せずに来院する患者をともに診察する．

各患者の詳細と受け入れる規則を次に示す．

予約し来院する患者（予約患者）：事前に予約し来院する

患者を指す．2回目以降に来院する患者であるため，診療

内容が決まっている場合が多く，診察時間が短くなる傾向

がある．本研究では予約患者と呼ぶ．

予約せずに来院する患者（初診患者）：診療所から紹介状

をもらい来院する患者を指す．事前に予約せずに来院し，

診療内容が決まっていないために，予約患者よりも診察時

間が長くなる傾向がある．本研究では初診患者と呼ぶ．

予約患者を受け入れる規則：同じ枠に来院した患者の中で

優先的に割り当てる．

初診患者を受け入れる規則：各枠の予約患者の診察後に診

察し，各枠の診察終了時刻までに診察可能である人数を設

定する．

初診患者を受け入れる規則より，初診患者は来院人数が

設定した人数より多い場合，来院した予約枠より後の予約

枠で診察を受ける．さらに本モデルでは前述したように診

察の空き時間がないことを仮定する（図 1）．

本研究ではこのような予約制を採用している病院の，診

察待ち時間の確率モデルを作成し，各患者の診察待ち時間

の分布関数を導出する．

3. 各患者の診察待ち時間の分布関数の導出

本章では前章で述べた診療予約制を採用している病院に

おける，診察待ち時間の確率モデルを作成し，各患者の診

察待ち時間の分布関数を導出する．

予約可能な予約枠の添え字集合を L（L = {1, 2,

3, . . . , lmax}），1 枠の時間を T として定義する（図 2）．

時刻 0を病院の診察開始時刻として定め，予約枠 l（略称 l

枠）（l ∈ L）を時間区間 [(l − 1)T, lT )とする．そしてすべ

ての予約枠は予約で埋まっていると仮定する．患者種類の

添字集合を I とし，i = 1を予約患者，i = 2を初診患者と

する．また同じ枠に来院した患者の中では予約患者が優先

的に診察を受けると仮定する．次に各患者の到着の仕方と

診察順序を示す．

予約患者：予約患者が l 枠に予約可能である人数を N l

（l ∈ L）とおき，すべての予約枠は予約で埋まっていると

仮定する．さらに，前の予約枠に来院した患者の診察がす

べて終了する時刻には診察を受けられるように来院してお

り，遅くとも予約枠の開始時刻には来院していると仮定す

る．ただし予約患者の待ち時間は，前の枠のすべての患者

の診察が次の枠の開始時刻より早く終了した場合，それら

の最後の患者の診察終了時刻から始まり，終了していない

場合，その患者が予約した予約枠の開始時刻から始まると

仮定する．これらの仮定のもとで，前の予約枠のすべての

患者の診察が終了した後（1枠においては時刻 0）に，到着

した順に診察を受ける．

初診患者：松田ら [7]に，外来患者はポアソン到着に従い

来院することが示されているため，初診患者は到着率 λl
2

のポアソン到着に従い来院すると仮定する．来院した初診

患者は初診患者の待ち行列の最後尾に並び，来院した予約

枠のすべての予約患者の診察が終了した後に，到着した順

に診察を受ける．また l枠までに診察可能である累積の初

診患者の人数の上限 nl（l ∈ L）を定め，l枠の中で，初診

患者の累積の来院人数が nl 人を超えた場合は，来院した

予約枠より後の予約枠でその初診患者の診察を開始すると

仮定する．以下の記号を定義する．

定数

t2：初診患者の到着時刻

記号

Cl∗
i ：予約枠 l に到着する，特定の種類 i の患者（i ∈ I，

l ∈ L）
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図 3 E′
2 < T である場合

Fig. 3 In case of E′
2 < T .

確率変数

Sl
1：予約枠 lに到着する N l 人の予約患者の中で Cl∗

1 より

前に並ぶ予約患者の合計サービス時間（l ∈ L）

Si,k：病院の診察開始時刻から k 番目に到着した種類 iの

患者 1人あたりのサービス時間（i ∈ I）

El：予約枠 lにサービスを受けるすべての初診患者のサー

ビス終了時刻（l ∈ L）（ただし，E0 := 0）

E′
l：予約枠 lにサービスを受けるすべての予約患者のサー

ビス終了時刻（l ∈ L）（ただし，E′
0 := 0）

N l
2(t)：l枠開始時刻から t時間の間に来院した初診患者の

人数（l ∈ L）

WT l
i：Cl∗

i の待ち時間（i ∈ I，l ∈ L）

パラメータ

（μi, αi）：Si,k（種類 iの患者 1人あたりのサービス時間）

が従うアーラン分布のパラメータの組合せ（診察率，

次数）（i ∈ I）

λl
2：l枠に来院する初診患者が従うポアソン到着のパラメー

タ（l ∈ L）

表記

φ(X1, X2, . . . , Xk)：確率変数 X1,X2, . . . , Xk の関数

Fφ(X1,X2,...,Xk)(t)：φ(X1, X2, . . . , Xk)の分布関数

fφ(X1,X2,...,Xk)(t)：φ(X1, X2, . . . , Xk)の密度関数

ここで外来患者の診察時間の長さが従う分布は松田

ら [7]に，アーラン分布であることが示されていることか

ら，患者 1 人あたりのサービス時間を表す確率変数 Si,k

は次数が αi，平均値が 1/μi（i ∈ I）のアーラン分布に

従うと仮定する．すなわち患者 1 人あたりの診察時間は

FSi,k
(t) = 1 − e−αiμit

∑αi

j=1(αiμit)j−1/(j − 1)!に従う．

本研究では計算の都合上，診察の空き時間がないことを

仮定しているため，El と E′
l を各患者の総サービス時間と

して表す．そのためにいくつかの矛盾が生じる．たとえ

ば，E′
2 が T より小さい確率が正となることがあげられる

（図 3）．E′
2が T より小さいとき，2枠の予約患者は 1枠に

来院し，2枠開始時刻までに診察が終了している．また，2

枠に来院した初診患者の診察は時刻 E′
2 から始まる．時刻

E′
2 において，2枠の初診患者は来院していないために，こ

のような場合は本モデルでは扱えない．これは Elと E′
l を

各患者の総サービス時間として表したことにより生じた．

これらの場合を取り扱うことができなくとも，実際の病

院の現場では診察室は混雑しているために，事象 {E′
2 < T}

の確率はきわめて小さいと考えることができる．

また，本研究では患者が到着してから診察開始時刻まで

の時間を待ち時間として定義する．ここで各患者の待ち時

間の分布関数の導出の手順を示す．

予約患者の待ち時間の分布関数の導出の手順

I) 予約患者の待ち時間WT l
1 を予約患者の診察時間の和

を表す確率変数 Sl
1 と，各枠に診察を受けるすべての

初診患者のサービス終了時刻を表す確率変数 El−1 を

用いて表す．

II) 予約患者の待ち時間の分布関数を確率変数 El−1 と Sl
1

の分布関数，確率変数 El−1 の密度関数を用いて表す．

III) 確率変数 El−1 と Sl
1 の分布関数，確率変数 El−1 の密

度関数を導出する．

IV) III)で導出した関数を II)の関数に代入し，予約患者

の待ち時間の分布関数を求める．

3.1節において I)，II)における結果の詳細を記述する．付

録 A.1 において II)における導出過程の詳細を記述する．

3.3節において III)における Elの密度関数と分布関数の導

出，付録 A.2において III)における Sl
1の分布関数の導出を

それぞれ記述する．3.4節において IV)の詳細を記述する．

初診患者の待ち時間の分布関数の導出の手順

I) 初診患者の待ち時間WT l
2 を診察時間を表す確率変数

Si,k（i ∈ I）を用いて表す．

II) 初診患者の待ち時間の分布関数を定義に基づき導出

する．

3.2節において I)，II)の詳細を記述する．

3.1 予約患者の待ち時間と分布関数の形

ここでは予約患者の待ち時間に関して考察し，予約患者

の待ち時間を予約患者の診察時間の和を表す確率変数と，

各枠に診察を受けるすべての初診患者のサービス終了時刻

を表す確率変数を用いて表す．1枠に来院する予約患者の

待ち時間と 2枠以降に来院する予約患者の待ち時間は異な

るためそれぞれ示す．

1枠の予約患者は時刻 0に N1 人同時到着すると仮定す

る．また，C1∗
1 が診察を受ける順番は N1 人の中で等確率

1/N1 で決まると仮定する．そのためWT 1
1 は N1 人の中

で C1∗
1 より前に並ぶ予約患者の合計診察時間 S1

1 となる

（図 4）．

2枠以降に来院する予約患者の待ち時間は，確率変数 El

を用いることにより表すことができ，(l − 1)枠に到着し

たすべての患者の診察が l枠開始時刻 (l − 1)T までに終了

しているときと，終了していないときで異なる．前者のと

き，予約患者は時刻 El−1 に N l 人同時到着すると仮定す

る．Cl∗
1 が診察を受ける順番はN l人の中で等確率 1/N lで

決まると仮定する．そのため，WT l
1は同時到着したN l 人

の中で，Cl∗
1 より前に並ぶ予約患者の合計サービス時間 Sl

1

となる（図 5 (a)）．後者のとき，予約患者は時刻 (l − 1)T

c© 2020 Information Processing Society of Japan 26



情報処理学会論文誌 数理モデル化と応用 Vol.13 No.1 23–37 (Mar. 2020)

図 4 1 枠に来院する予約患者待ち時間

Fig. 4 The waiting time for an appointment patient of the first

frame.

図 5 l 枠（l ≥ 2）に来院する予約患者の待ち時間

Fig. 5 The waiting time for an appointment patient who ar-

rives in the l − th(l ≥ 2) frame.

に N l 人同時到着すると仮定する．また，時刻 El−1 から

l枠の予約患者の診察を開始する．そのため，WT l
1 は Cl∗

1

の到着時刻 (l − 1)T から (l − 1)枠に到着する患者のすべ

てのサービスが終了する時刻 El−1 までの時間と N l 人の

中で Cl∗
1 より前に並ぶ予約患者の合計サービス時間 Sl

1 の

和になる（図 5 (b)）．

それぞれの場合を式で表すと次式となる．

WT 1
1 = S1

1 (1)

WT l
1 =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Sl
1 (l ≥ 2, El−1 ≤ (l − 1)T )

El−1 − (l − 1)T + Sl
1

(l ≥ 2, El−1 ≥ (l − 1)T )

(2)

式 (1)，式 (2)をまとめるとWT l
1 は次式となる．

WT l
1 = max{El−1, (l − 1)T} − (l − 1)T + Sl

1

(l ∈ L) (3)

WT l
1 の分布関数を変形すると次式となる．

FWT l
1
(t) = FSl

1
(t)FEl−1((l − 1)T )

+
∫ ∞

(l−1)T

FSl
1
(t + (l − 1)T − x)fEl−1(x)dx

(4)

式 (4)の変形の過程は付録 A.1に載せる．式 (4)より，WT l
1

の分布関数を計算するために，確率変数 Sl
1，El−1 の分布

関数と El−1 の密度関数を導出する必要がある．El の密度

関数と分布関数の導出は 3.3 節で行い，Sl
1の分布関数の導

出は付録 A.2 で行う．

3.2 初診患者の待ち時間と分布関数の導出

ここでは初診患者の待ち時間に関して考察し，初診患者

の待ち時間を診察時間を表す確率変数を用いて表す．本研

究では Cl∗
2 を時刻 t2（(l − 1)T ≤ t2 < lT）に来院した特

定の初診患者であると仮定し，WT l
2 を Cl∗

2 の待ち時間と

置く．ここで t2は定数であると考える．また，当モデルは

l枠までに診察可能である初診患者の累積の人数を設定す

るために，初診患者は到着した枠より後の枠に診察を開始

する場合がある．そこで時刻 t2 までに来院した初診患者

の累積の人数
∑l−1

l1=1 N l1
2 (T ) + N l

2(t2 − (l − 1)T )により，

Cl∗
2 の診察開始時刻を場合分けし，次の 3つの場合で待ち

時間を考察する．

(i) Cl∗
2 到着時点で，初診患者の累積の来院人数が l枠の終

了時刻までに診察可能である累積の初診患者の人数よ

り少ない場合（
∑l−1

l1=1 N l1
2 (T )+N l

2(t2−(l−1)T ) ≤ nl）

(ii) Cl∗
2 到着時点で，初診患者の累積の来院人数が l′（l′ ∈

{l, l+1, l+2, l+3, l+4}）枠の終了時刻までに診察可能
である初診患者の累積の人数より多く，l′+1枠の終了時

刻までに診察可能である初診患者の累積の人数より少

ない場合（nl′+1 ≤∑l−1
l1=1 N l1

2 (T )+N l
2(t2−(l−1)T ) ≤

nl′+1（l′ ∈ {l, l + 1, l + 2, l + 3, l + 4}））
(iii)Cl∗

2 到着時点で，初診患者の累積の来院人数が l + 5枠

の終了時刻までに診察可能である初診患者の累積の人

数より多い場合（nl+5 + 1 ≤∑l−1
l1=1 N l1

2 (T ) + N l
2(t2 −

(l − 1)T )）

(i)の場合：Cl∗
2 到着時点で，初診患者の累積の来院人数が

nl 人以下であるため，Cl∗
2 は l枠に診察を開始する．さら

に，Cl∗
2 到着時点で，時刻 t2 までに来院した患者の診察が

すべて終了していない場合と，診察がすべて終了している

場合の 2通りを考察する．前者のとき，待ち時間は時刻 t2

までに来院した患者の総診察時間から t2時間をひいたもの

となる（図 6 (a)）．後者のとき，待ち時間は Cl∗
2 到着時点

で診察が開始されるため，待ち時間は 0となる（図 6 (b)）．

(ii)の場合：Cl∗
2 到着時点で，初診患者の来院人数が nl′ +1

（l′ ∈ {l, l + 1, l + 2, l + 3, l + 4}）人以上で，nl′+1 人以下

であるため，Cl∗
2 は l′ 枠に診察を開始する．l′ 枠に来院す

c© 2020 Information Processing Society of Japan 27



情報処理学会論文誌 数理モデル化と応用 Vol.13 No.1 23–37 (Mar. 2020)

図 6 l 枠（l ∈ L）に来院する初診患者診察待ち時間（(i) の場合）

Fig. 6 The waiting time for a new patient who arrives in the

l − th(l ∈ L) frame (in case of (i)).

図 7 l 枠（l ∈ L）に来院する初診患者診察待ち時間（(ii)，(iii) の

場合）

Fig. 7 The waiting time for a new patient who arrives in the

l − th(l ∈ L) frame (in case of (ii), (iii)).

る初診患者は，l′ 枠に来院する予約患者の診察がすべて終

了した後に診察を開始するために，Cl∗
2 の診察開始時刻は，

時刻 t2 までに来院した患者の総診察時間に l + 1枠から l′

枠までの予約患者の総診察時間を足したものとして表され

る．そのために，待ち時間は時刻 t2までに来院した患者の

総診察時間に l + 1枠から l′ 枠までの予約患者の総診察時

間を足したものから t2時間をひいたものとして表すことが

できる（図 7）．

(iii)の場合：Cl∗
2 到着時点で，初診患者の来院人数が nl+5

人より多い場合は，Cl∗
2 は l + 5枠に診察を開始すると仮

定する．なぜなら，診察待ち時間調査の研究 [4]の著者か

ら提供を受けた基礎データにおいて，l枠に来院した患者

が l + 5枠以降に診察を開始している例が少ないためであ

る．待ち時間は時刻 t2 までに来院した患者の総診察時間

に l + 1枠から l + 5枠までの予約患者の総診察時間を足し

たものから t2 時間をひいたものとして表すことができる

（図 7）．

(i)，(ii)，(iii)の場合を式で表すと次のようになる．

WT l
2

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max{∑∑l
l1=1 N l1

k=1 S1,k

+
∑∑l−1

l1=1 N
l1
2 (T )+N l

2(t2−(l−1)T )

k=1 S2,k − t2, 0}
(
∑l−1

l1=1 N l1
2 (T ) + N l

2(t2 − (l − 1)T ) ≤ nl)

∑∑l′
l1=1 N l1

k=1 S1,k

+
∑∑l−1

l1=1 N
l1
2 (T )+N l

2(t2−(l−1)T )

k=1 S2,k − t2

(l′ ∈ {l, l + 1, . . . , l + 4}, nl′ + 1 ≤∑l−1
l1=1 N l1

2 (T ) + N l
2(t2 − (l − 1)T ) ≤ nl′+1)

∑∑l+5
l1=1 N l1

k=1 S1,k

+
∑∑l−1

l1=1 N
l1
2 (T )+N l

2(t2−(l−1)T )

k=1 S2,k − t2

(nl+5 + 1 ≤∑l−1
l1=1 N l1

2 (T ) + N l
2(t2 − (l − 1)T ))

(l ∈ L) (5)

WT l
2 の分布関数の値は事象 (i)，(ii)，(iii)それぞれの確

率の和によって求められるため，次式で与えられる．

FWT l
2
(t)=

nl∑
i=0

[
F

max{∑
∑l

l1=1 Nl1

k=1 S1,k+
∑i

k=1 S2,k − t2, 0}(t)

× {∑l−1
l1=1 λl1

2 T + λl
2(t2 − (l − 1)T )}i

i!

× e
−{∑l−1

l1=1 λ
l1
2 T+λl

2(t2−(l−1)T )}
]

+
l+4∑
l′=l

nl′+1∑
i=nl′+1

[
F∑

∑l′
l1=1 Nl1

k=1 S1,k+
∑i

k=1 S2,k
(t+t2)

× {∑l−1
l1=1 λl1

2 T + λl
2(t2 − (l − 1)T )}i

i!

× e
−{∑l−1

l1=1 λ
l1
2 T+λl

2(t2−(l−1)T )}
]

+
∞∑

i=nl+5+1

[
F∑

∑l+5
l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑i

k=1 S2,k
(t + t2)

× {∑l−1
l1=1 λl1

2 T + λl
2(t2 − (l − 1)T )}i

i!

× e−{∑l−1
l1=1 λ

l1
2 T+λl

2(t2−(l−1)T )}
]

(6)

となる．ここで

F
max{∑

∑l
l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑i

k=1 S2,k − t2, 0}(t)

=

⎧⎪⎨
⎪⎩

F∑
∑l

l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑i

k=1 S2,k
(t + t2) (t ≥ 0)

0 (t < 0)

(7)

∑∑l
l1=1 N l1

k=1 S1,k +
∑i

k=1 S2,k の分布関数は 3.3 節で導出

する．
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3.3 確率変数 El の分布関数の導出

ここでは予約枠 lにサービスを受けるすべての初診患者

の診察終了時刻 El の分布関数の導出を行う．各枠の初診

患者の診察終了時刻をサービス時間の確率変数を用いて

表す．

El = El−1 +

∑l
l1=1 N l1∑

k=
∑l−1

l1=1 N l1+1

S1,k

+

min{nl,
∑l

l1=1 N
l1
2 (T )}∑

k=min{nl−1,
∑l−1

l1=1 N
l1
2 (T )}+1

S2,k

= El−2 +

∑l
l1=1 N l1∑

k=
∑l−2

l1=1 N l1+1

S1,k

+

min{nl,
∑l

l1=1 N
l1
2 (T )}∑

k=min{nl−2,
∑l−2

l1=1 N
l1
2 (T )}+1

S2,k

= · · ·

=

∑l
l1=1 N l1∑
k=1

S1,k +

min{nl,
∑l

l1=1 N
l1
2 (T )}∑

k=1

S2,k (8)

El の分布関数の導出を行う際に確率密度関数と積率母

関数の関係を用いた次の手順で分布関数を導出する．

El の分布関数の導出手順を次に示す．

El の分布関数の導出手順

1) El の積率母関数を導出する．

2) 積率母関数のパラメータ sを −sと置き，積率母関数

を逆ラプラス変換することにより El の密度関数を導

出する．

3) 密度関数を積分することにより，Elの分布関数を導出

する．

各ステップごとの計算結果を示す．

1) El の積率母関数を導出する．

MEl
(s)=

(
α1μ1

α1μ1 − s

)α1
∑l

l1=1 N l1

e−
∑l

l1=1 λ
l1
2 T

+
nl∑

j=1

(
α1μ1

α1μ1 − s

)α1
∑l

l1=1 N l1(
α2μ2

α2μ2 − s

)α2j

× (
∑l

l1=1 λl1
2 T )j

j!
e−
∑l

l1=1 λ
l1
2 T

+
(

α1μ1

α1μ1 − s

)α1
∑l

l1=1 N l1 (
α2μ2

α2μ2 − s

)α2nl

×
{

1 −
nl∑

j=0

(
∑l

l1=1 λl1
2 T )j

j!
e−
∑l

l1=1 λ
l1
2 T

}
(9)

2) 積率母関数のパラメータ sを −sと置き，積率母関数

を逆ラプラス変換することにより El の密度関数を導

出する．

fEl
(t) =

tα1
∑l

l1=1 N l1−1(α1μ1)
α1
∑l

l1=1 N l1

(α1

∑l
l1=1 N l1 − 1)!

× e−α1μ1t−∑l
l1=1 λ

l1
2 T

+
nl∑

j=1

f∑
∑l

l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑j

k=1 S2,k
(t)

× e−
∑l

l1=1 λ
l1
2 T (

∑l
l1=1 λl1

2 T )j

j!
+ f∑

∑l
l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑nl

k=1 S2,k
(t)

×
{

1 −
nl∑

j=0

e−
∑l

l1=1 λ
l1
2 T (

∑l
l1=1 λl1

2 T )j

j!

}
(10)

ここで
∑∑l

l1=1 N l1

k=1 S1,k +
∑j

k=1 S2,kの密度関数は α1μ1と

α2μ2 が等しいときと異なるときで形が異なるため，次に

示す．

a) α1μ1 �= α2μ2 の場合

f∑
∑l

l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑j

k=1 S2,k
(t)

=
(α1μ1)

α1
∑l

l1=1 N l1
(α2μ2)α2j

(α1

∑l
l1=1 N l1 − 1)!(α2j − 1)!

×
α1
∑l

l1=1 N l1−1∑
s=0

(
α1

∑l
l1=1 N l1 − 1

s

)
(−1)s

×
{

tα1
∑l

l1=1 N l1+α2j−2e−α2μ2t

α1μ1 − α2μ2

+
s+α2j−1∑

w=1

(s+α2j−1Pw)(−1)w

× tα1
∑l

l1=1 N l1+α2j−2−we−α2μ2t

(α1μ1 − α2μ2)1+w

+
tα1

∑l
l1=1 N l1−1−se−α1μ1t

(α1μ1 − α2μ2)s+α2j

× (−1)s+α2j(s + α2j − 1)!

}
(11)

b) α1μ1 = α2μ2 の場合

f∑
∑l

l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑j

k=1 S2,k
(t)

=
tα1

∑l
l1=1 N l1+α2j−1e−α1μ1t

(α1

∑l
l1=1 N l1 + α2j − 1)!

×(α1μ1)
α1
∑l

l1=1 N l1+α2j (12)

である．

3) 密度関数を積分することにより，Elの分布関数を導出

する．

FEl
(t) =

γ(α1

∑l
l1=1 N l1 , α1μ1t)e

−∑l
l1=1 λ

l1
2 T

(α1

∑l
l1=1 N l1 − 1)!
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+
nl∑

j=1

F∑
∑l

l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑j

k=1 S2,k
(t)

× (
∑l

l1=1 λl1
2 T )j

j!
e−
∑l

l1=1 λ
l1
2 T

+ F∑
∑l

l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑nl

k=1 S2,k
(t)

×
{

1 −
nl∑

j=0

e−
∑l

l1=1 λ
l1
2 T (

∑l
l1=1 λl1

2 T )j

j!

}
(13)

2)と同様に，
∑∑l

l1=1 N l1

k=1 S1,k +
∑j

k=1 S2,k の分布関数が

α1μ1 と α2μ2 が等しいときと異なるときで形が異なるた

め，次に示す．

a) α1μ1 �= α2μ2 の場合

F∑
∑l

l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑j

k=1 S2,k
(t)

=
(α1μ1)

α1
∑l

l1=1 N l1
(α2μ2)α2j

(α1

∑l
l1=1 N l1 − 1)!(α2j − 1)!

×
α1
∑l

l1=1 N l1−1∑
s=0

(
α1

∑l
l1=1 N l1 − 1

s

)

×(−1)s

[
γ(α1

∑l
l1=1 N l1 + α2j − 1, α2μ2t)

(α2μ2)
α1
∑l

l1=1 N l1+α2j−1(α1μ1 − α2μ2)

+
s+α2j−1∑

w=1

{
(−1)w(s+α2j−1Pw)
(α1μ1 − α2μ2)1+w

× γ(α1

∑l
l1=1 N l1 + α2j − 1 − w,α2μ2t)

(α2μ2)
α1
∑l

l1=1 N l1+α2j−1−w

}

+
(−1)s+α2j(s + α2j − 1)!

(α1μ1 − α2μ2)s+α2j

× γ(α1

∑l
l1=1 N l1 − s, α1μ1t)

(α1μ1)
α1
∑l

l1=1 N l1−s

]
(14)

b) α1μ1 = α2μ2 の場合

F∑
∑l

l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑j

k=1 S2,k
(t)

=
γ(α1

∑l
l1=1 N l1 + α2j, α1μ1t)

(α1

∑l
l1=1 N l1 + α2j − 1)!

(15)

である．

3.4 予約患者の待ち時間の分布関数の導出

ここではSl
1の分布関数とElの密度関数を用いて式 (A.4)

の第 2項を計算する．∫ ∞

(l−1)T

FSl
1
(t + (l − 1)T − x)fEl−1(x)dx

= FEl−1(t + (l − 1)T ) − FEl−1((l − 1)T )

−
∫ t+(l−1)T

(l−1)T

e−α1μ1(t+(l−1)T−x)

N l−1∑
j=1

jα1∑
k=1

1
N l

× (α1μ1(t + (l − 1)T − x))k−1

(k − 1)!
fEl−1(x)dx (16)

ここで

gl(t) :=
∫ t+(l−1)T

(l−1)T

N l−1∑
j=1

jα1∑
k=1

e−α1μ1(t+(l−1)T−x)

N l

× (α1μ1(t + (l − 1)T − x))k−1

(k − 1)!
fEl−1(x)dx (17)

と置き，式 (17)にEl−1の密度関数を代入して計算すると，

次式が得られる．

gl(t) =
1

N l

N l−1∑
j=1

jα1∑
k=1

1
(k − 1)!

×
[
(α1μ1)

α1
∑l−1

l1=1 N l1+k−1
e
−α1μ1(t+(l−1)T )−∑l−1

l1=1 λ
l1
2 T

(α1

∑l−1
l1=1 N l1 − 1)!

×
k−1∑
u=0

(
k − 1

u

)
(t + (l − 1)T )k−1−u(−1)u

×
{

(t + (l − 1)T )u+α1
∑l

l1=1 N l1

u + α1

∑l
l1=1 N l1

− ((l − 1)T )u+α1
∑l

l1=1 N l1

u + α1

∑l
l1=1 N l1

}

+
nl−1∑
j=1

Sl,j(t)e
−∑l−1

l1=1 λ
l1
2 T (

∑l−1
l1=1 λl1

2 T )j

j!

+ Sl,nl−1(t)

{
1 −

nl−1∑
j=0

e−
∑l−1

l1=1 λ
l1
2 T (

∑l−1
l1=1 λl1

2 T )j

j!

}]
(18)

ここで

Sl,i(t) =
∫ t+(l−1)T

(l−1)T

e−α1μ1(t+(l−1)T−x)

× (α1μ1(t + (l − 1)T − x))k−1

× f∑
∑l−1

l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑i

k=1 S2,k
(x)dx (19)

式 (19)の計算は付録 A.3で行う．以上をまとめると，WT l
1

の分布関数は次式となる．

FWT l
1
(t) = FSl

1
(t)FEl−1((l − 1)T )

+FEl−1(t+(l−1)T )−FEl−1((l−1)T )−gl(t)

(20)

ここで El−1 の分布関数は式 (13)の l に l − 1を代入した

もの，Sl
1 の分布関数は式 (A.7)，gl(t)は式 (18)となる．

4. 診療予約枠の人数決定問題

本章では診察待ち時間モデルを用いた診療予約枠の人数

決定問題について述べる．前節で導出した各患者の診察待

ち時間の分布関数を用いて，あらかじめ初診患者の単位時

間当たりの来院人数や各患者の診察時間を病院のデータか
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ら推定し，各枠の予約可能人数と医師の数をパラメータと

して診察待ち時間が一定時間以内である確率を計算する．

パラメータの値を変えてこれを繰り返すことにより，診察

待ち時間が一定時間以内である確率が高くなる，各枠の予

約可能人数の組合せと医師の数を求めることができる．本

研究では前述したことを診療予約枠の人数決定問題と呼ぶ．

診察待ち時間調査の研究 [4]の基礎データを用いて診療

予約枠の人数決定問題を解く．すなわち，実際の病院の診

察室の状況において，各患者の診察待ち時間が一定時間以

内である確率が高くなるような，各枠の予約可能人数の組

み合わせを求める．各患者の診察待ち時間を計算する際に

必要なパラメータは [4]の基礎データにおける，1つの診療

科のものから以下のように設定する．

設定するパラメータ

(1) l枠の予約可能人数 N l（l ∈ L）（人）：1枠から 5枠：3

人，6枠：1人

(2) 1枠の時間 T（分）：30分

(3) l枠の終了時刻までに診察可能である初診患者の人数

nl（l ∈ L）（人）：1枠：1人，2枠：2人，. . .，5枠：5

人

データから推定するパラメータ

(4) l枠の初診患者到着率 λl
2（l ∈ L）（人/60分）：1枠：2

（人/60分），2枠：4（人/60分），3枠：4（人/60分），

4枠：2（人/60分），5枠以降：0（人/60分）

(5) 各患者の平均診察時間 1/μi（i ∈ I）（分）：予約患

者：10.81分，初診患者：11.57分

l枠に来院する初診患者の到着時刻 t2（分）は時刻（l−1）

T としておき，各患者の診察時間の長さが従うアーラン分

布の次数 αi（i ∈ I）は α1 = 3，α2 = 2と設定した．また，

上記のパラメータにおける，各枠の予約可能人数は現実の

病院において実際に予約があり，来院した人数を設定した．

そのため，予約可能人数は実質上限一杯となっている．こ

こで，5枠までの累積の予約可能人数 15人の組合せを 1枠

から 5枠までの各枠の予約可能人数が 3人の場合と早い時

間帯の予約枠に予約人数が多い場合を 2通り，遅い時間帯

の予約枠に予約人数が多い場合を 2通りの計 5通り考察す

る．各枠で予約可能人数を変更させた場合の組合せをそれ

ぞれ組合せ I，II，III，IVとした．各組合せに対して，各患

者の診察待ち時間の分布関数を計算し，これらの値の挙動

を数値として見ることにより，診察待ち時間が短くなる組

合せを求める．すべての組合せにおいて 6枠の予約可能人

数は 1人と置く．

表 1，表 2 にその結果を示す．表 1，表 2 は各枠の予約

患者の診察待ち時間が 40分以内，初診患者の診察待ち時

間が 120分以内である確率を示している．ここで，平成 26

年受療行動調査 [1]によると，診察待ち時間は 30分未満が

約 50パーセント，120分未満が約 85パーセントであるた

めに，予約患者の診察待ち時間の上限は 30分に少し余裕

表 1 各枠の予約可能人数が同じである場合の予約患者の待ち時間が

40 分以内，初診患者の待ち時間が 120 分以内である確率（小

数点第 3 位を四捨五入）

Table 1 In case the number of appointment patients in each

frame is the same, the probabilities of events that the

waiting time of an appointment patient is less than 40

minutes and that the waiting time of a new patient

is less than 120 minutes (round off to two decimal

places).

予約可能人数 予約患者 初診患者

枠
番
号

1 3 1.00 1.00

2 3 0.83 0.97

3 3 0.63 0.75

4 3 0.44 0.52

5 3 0.27 0.53

表 2 各枠の予約可能人数が異なる場合の予約患者の待ち時間が 40

分以内，初診患者の待ち時間が 120 分以内である確率（小数

点第 3 位を四捨五入）

Table 2 In case the number of appointment patients in each

frame is different, the probabilities of the events that

the waiting time of an appointment patient is less

than 40 minutes and that the waiting time of a new

patient is less than 120 minutes (round off to two dec-

imal places).

組合せ 予約 初診 組合せ 予約 初診

I 患者 患者 II 患者 患者

枠
番
号

1 5 0.78 1.00 4 0.90 1.00

2 5 0.37 0.85 4 0.60 0.94

3 3 0.07 0.54 3 0.30 0.68

4 1 0.04 0.45 2 0.18 0.49

5 1 0.11 0.53 2 0.18 0.53

組合せ 予約 初診 組合せ 予約 初診

III 患者 患者 IV 患者 患者

枠
番
号

1 2 0.96 1.00 1 1.00 1.00

2 2 0.94 0.98 1 1.00 0.99

3 3 0.84 0.78 3 0.91 0.80

4 4 0.65 0.53 5 0.63 0.54

5 4 0.48 0.53 5 0.46 0.53

を持たせ 40分，初診患者は予約患者より診察待ち時間が

長くなるため，診察待ち時間の上限は 120分と設定した．

表 1，表 2 を見ると，1枠と 2枠に予約可能人数を多く設

定した場合は，各枠における予約可能人数が同じである場

合より，すべての枠において予約患者の診察待ち時間が 40

分以内である確率と初診患者の診察待ち時間が 120分以内

である確率が低くなる．これは 3枠までの各枠における予

約可能人数が多いために，3枠までの各枠に来院するすべ

ての初診患者の診察終了時刻が，各枠の終了時刻より遅く

なる確率が高くなるためであると考えられる．すなわち，

3枠のすべての患者の診察終了時刻の遅れが 3枠より後の

枠に来院した患者の診察開始時刻に影響し，各患者の診察

開始時刻が遅れる確率が高くなると考えられる．そのため
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に，4枠と 5枠の予約患者の診察待ち時間が 40分以内であ

る確率と初診患者の診察待ち時間が 120分以内である確率

が低くなる．

4枠と 5枠に予約可能人数を多く設定した場合は，各枠

における予約可能人数が同じである場合より，予約患者の

診察待ち時間が 40分以内である確率と初診患者の診察待

ち時間が 120分以内である確率が高くなる．これは 3枠に

来院したすべての患者の診察の終了時刻が，3枠の終了時

刻より早くなることで，予約患者の診察待ち時間は同じ枠

に到着した前に並ぶ予約患者の総診察時間となり，初診患

者の診察待ち時間は，来院した時点の前に並ぶ予約患者と

初診患者の総診察時間になるためであると考えられる．

また組合せ IVのように各枠の予約可能人数を設定し，モ

デルを用いて計算を行うと，1枠に来院する患者が予約患

者が 1人と初診患者が平均 30分に 1人であるために，モ

デルにおいて E′
2 < T である確率が非常に高くなる．ただ

し，表の中の分布関数の値は各枠に来院する患者の診察が

連続して行われたときに，ある枠に来院する特定の患者の

診察待ち時間が一定時間以内である確率を意味するため，

待ち時間を測る基準の値と考えることができる．

組合せ IVのように，各枠の予約可能人数を設定すると，

4枠と 5枠の予約患者の診察待ち時間が 40分以内である確

率を除いて，予約患者の診察待ち時間が 40分以内である

確率と初診患者の診察待ち時間が 120分以内である確率が

最も高くなっている．ただし，組合せ IVは 1枠と 2枠に

それぞれ 1人，4枠，5枠にそれぞれ 5人設定するために，

各枠の予約可能人数の差が大きくなる．そこで，組合せ III

により各枠の予約可能人数を設定すると，各枠の予約可能

人数の差が少なく，各枠の各患者の診察待ち時間が一定時

間以内である確率を比較的大きくすることができる．

さらに表 2 の組合せ I，IIにおける結果と組合せ III，I

Vにおける結果を比較することにより，早い時間帯の予約

枠の予約可能人数を遅い時間帯の予約枠の予約可能人数よ

り少なくすることで，各患者の診察待ち時間を短くできる

ことが分かる．ただし，実際の病院においてこの組合せの

もとに各枠に予約可能である人数を設定すると，1枠のす

べての患者の診察が 30分以内に終了する確率が高くなる．

そのために 1枠のすべての患者の診察が終了した時点で，

2枠の初めの患者が来院していない場合，医師の待ち時間

が発生する．当モデルではこのような場合は考えていない

が，患者の待ち時間の観点から考えた．

ここで組合せ IIIにより予約可能人数を設定した場合を

見ると，5枠の予約患者の診察待ち時間が 40分以内である

確率は 0.5より小さく，初診患者の診察待ち時間が 120分

以内である確率は 0.55より小さいことが分かる．

そこで前述した例の，組合せ IIIにおいて，医師の数を

2人に増やす．医師が 2人のモデルとして，医師が 1人の

待ち行列を 2つ並列させ，予約患者を 1人目の医師と 2人

表 3 各枠の予約可能人数を組合せ III で設定したとき，医師が 1 人

のときと医師を 2 人に増やしたときの予約患者の診察待ち時

間が 40分以内である確率と初診患者の診察待ち時間が 120分

以内である確率（小数点第 3 位を四捨五入）

Table 3 In case of setting the number of appointment patients

in each frame by the combination III, the probabilities

of the events that the waiting times of an appointment

patient is less than 40 minutes and that the waiting

times of a new patient is 120 minutes according as

the number of doctors is one or two (round off to two

decimal places).

医師が 1 人 医師が 2 人

予約患者 初診患者 予約患者 初診患者

枠
番
号

1 0.96 1.00 1.00 1.00

2 0.94 0.98 1.00 1.00

3 0.84 0.78 0.89 1.00

4 0.65 0.53 0.90 1.00

5 0.48 0.53 0.93 1.00

目の医師で均等に分ける．ただし，3枠における予約患者

の人数は 2人目の医師に 1人多く設定し，6枠における予

約患者の人数は 1人目の医師に 1人多く設定する．また，

各医師の負担を可能な限り均等にするために，奇数番めに

来院した初診患者は 1人目の医師の待ち行列の最後尾に並

び，偶数番めに来院した初診患者は 2人目の医師の待ち行

列の最後尾に並ぶと仮定する．このことより，このモデル

においては，患者が到着した時点でその患者を診察する医

師が決まるために，各医師において l枠の開始時刻や終了

時刻が決まる．表 3 の計算結果はこのような前提の下で，

医師が 1人の場合と比較するための簡便な方法としてあげ

たものである．各医師における予約患者の診察待ち時間が

40分以内である確率と初診患者の診察待ち時間が 120分

以内である確率を計算する．計算する際の各医師における

パラメータは次のようになる．

1人目の医師

設定するパラメータ

(1) l枠の予約可能人数 N l（l ∈ L）（人）：1枠：1人，2

枠：1人，3枠：1人，4枠：2人，5枠：2人，6枠：1

人

(2) 1枠の時間 T（分）：30分

(3) l枠の終了時刻までに診察可能である初診患者の人数

nl（l ∈ L）（人）：1枠：1人，2枠：2人，. . .，5枠：5

人

データから推定するパラメータ

(4) l枠の初診患者到着率 λl
2（l ∈ L）（人/60分）：1枠：2

（人/60分），2枠：4（人/60分），3枠：4（人/60分），

4枠：2（人/60分），5枠以降：0（人/60分）

(5) 各患者の平均診察時間 1/μi（i ∈ I）（分）：予約患

者：10.81分，初診患者：11.57分
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2人目の医師

設定するパラメータ

(1) l枠の予約可能人数 N l（l ∈ L）（人）：1枠：1人，2

枠：1人，3枠：2人，4枠：2人，5枠：2人，6枠：0

人

(2) 1枠の時間 T（分）：30分

(3) l枠の終了時刻までに診察可能である初診患者の人数

nl（l ∈ L）（人）：1枠：1人，2枠：2人，. . .，5枠：5

人

データから推定するパラメータ

(4) l枠の初診患者到着率 λl
2（l ∈ L）（人/60分）：1枠：2

（人/60分），2枠：4（人/60分），3枠：4（人/60分），

4枠：2（人/60分），5枠以降：0（人/60分）

(5) 各患者の平均診察時間 1/μi（i ∈ I）（分）：予約患

者：10.81分，初診患者：11.57分

1人目の医師，2人目の医師ともに，l枠に来院する初診

患者の到着時刻 t2（分）は時刻（l− 1）T としておき，各患

者の診察時間の長さが従うアーラン分布の次数 αi（i ∈ I）

は α1 = 3，α2 = 2と設定した．

表 3 に医師が 1人の場合と比較した結果を載せた．医師

が 2人のときは，1人目の医師と 2人目の医師において，

各医師の各患者の診察待ち時間が一定時間以内である確率

を比較し，小さい方の確率を載せた．

表 3 より，各枠の予約可能人数が組合せ IIIであるとき

に，1人の医師ですべての患者の診察を行うと，6枠の予約

患者の診察待ち時間が 40分以内である確率が 0.48以下，

初診患者の診察待ち時間が 120分以内である確率が 0.55以

下となるが，医師を 2人にしたときは，6枠の予約患者の

診察待ち時間が 40分以内である確率と初診患者の診察待

ち時間が 120分以内である確率はともに 0.95以上となり，

それぞれの確率は増えていることが分かる．したがって，

各枠の予約可能人数が組合せ IIIであるとき，医師の数を 2

人にすると，予約患者と初診患者の待ち時間が一定時間以

内である確率がおおむね 2倍になった．

5. 現実の病院における診察待ち時間のデータ
との比較

本章では現実の病院における平均診察待ち時間とモデル

により算出された分布関数から求めた平均診察待ち時間を

比較して，モデルによる平均診察待ち時間がどの程度現実

の病院における平均診察待ち時間を近似しているかを調

べる．現実の病院におけるデータは診察待ち時間調査の研

究 [4]の基礎データを基に設定し，6つの診療科に関して比

較を行った．ここで現実の病院における予約患者の診察待

ち時間は予約時刻から診察開始時刻までの時間，初診患者

の診察待ち時間は枠の開始時刻から診察開始時刻までの時

間として置いた．本論文には 2つの診療科（医師 a，医師

b，医師 c）に対しての結果を載せる．

図 8 モデルによる各患者の平均診察待ち時間と現実の病院におけ

る各患者の平均診察待ち時間の比較（推定の精度が良い場合）

Fig. 8 Comparison between the average waiting times of the

respective patients in the model and an actual hospital

(in case of good accuracy of estimation).

各患者の診察待ち時間を計算する際に必要なパラメータ

は石井ら [4]を基に以下のように設定した．

設定するパラメータ

(1) l枠の予約可能人数 N l（l ∈ L）（人）：

医師 a 1枠から 5枠：3人，6枠：1人

医師 b 1枠：2人，2枠：4人，3枠：3人，4枠：2人，

5枠：1人，6枠：0人

医師 c 1枠：3人，2枠：2人，3枠：3人，4枠：3人，

5枠：3人，6枠：3人

(2) 1枠の時間 T（分）：医師 a，b，c 30分

(3) l枠の終了時刻までに診察可能である初診患者の人数

nl（l ∈ L）（人）：

医師 a，b，c 1枠：1人，2枠：2人，. . .，5枠：5人

データから推定するパラメータ

(4) l枠の初診患者到着率 λl
2（l ∈ L）（人/60分）：

医師 a 1枠：2（人/60分），2枠：4（人/60分），3枠：4

（人/60分），4枠：2（人/60分），5枠以降：0（人/60

分）

医師b 1枠：2（人/60分），2枠：2（人/60分），3枠：0

（人/60分），4枠：4（人/60分），5枠以降：0（人/60

分）

医師 c 1枠：8（人/60分），2枠：4（人/60分），3枠：6

（人/60分），4枠：4（人/60分），5枠以降：0（人/60分）

(5) 各患者の平均診察時間 1/μi（i ∈ I）（分）：

医師 a 予約患者：10.81分，初診患者：11.57分

医師 b 予約患者：15.74分，初診患者：16.84分

医師 c 予約患者：8.18分，初診患者：8.75分

l枠に来院する初診患者の到着時刻 t2（分）は時刻（l − 1）

T としておき，各患者の診察時間の長さが従うアーラン分

布の次数 αi（i ∈ I）は α1 = 3，α2 = 2と設定した．

平均診察待ち時間の比較結果の考察

図 8 にある平均診察待ち時間の比較結果を見ると，モデ

ルによる平均診察待ち時間は現実の病院における平均診察
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図 9 モデルによる各患者の平均診察待ち時間と現実の病院におけ

る各患者の平均診察待ち時間の比較（推定の精度が悪い場合）

Fig. 9 Comparison between the average waiting times of the

respective patients in the model and an actual hospital

(in case of bad accuracy of estimation).

待ち時間の傾向をとらえられている．ただし，モデルによ

る予約患者の平均診察待ち時間が若干長めに算出されてい

る．また初診患者の平均診察待ち時間は現実の病院におけ

る平均診察待ち時間より短めに算出されている．医師 aに

おいては患者の診察順序の入れ替えが少なく，診察時間の

散らばりは小さい．また，1人目の患者の診察の開始時刻

が早かったため，図 8 のような結果となったと考えられる．

図 9 にある平均診察待ち時間の比較結果を見ると，モデ

ルによる平均診察待ち時間と現実の病院における平均診察

待ち時間は乖離が大きい．理由としては，基礎データにお

ける 1人目の患者の診察開始時刻が検査や問診等により極

端に遅くなっているためであると考えられる．それにとも

ない，2人目以降の患者の診察開始時刻も遅くなり，現実

の病院における各患者の平均診察待ち時間がより長く算出

されている．本モデルは診察待ち時間のみに焦点を当てた

モデルであり，これらを考慮できていない．また，医師の

裁量により，診察の順序が入れ替えが多く起こっていたこ

とや，患者の診察時間の長さのばらつきが大きくなってい

たことも原因として考えられる．

図 10 にある予約患者の平均診察待ち時間の比較結果を

見ると，モデルによる平均診察待ち時間と現実の病院にお

ける平均診察待ち時間は乖離が大きい箇所と小さい箇所が

ある．特に 5枠における現実の病院におけるの予約患者の

平均診察待ち時間はモデルによる予約患者の平均診察待ち

時間の倍以上となる．5枠の予約患者の基礎データを見る

と，5枠の 1人目の患者の診察開始時刻と 2人目の患者の

診察開始時刻の間の時間が長い．原因としては 5枠の 1人

目の患者の診察時間が長い，検査や問診等の対応をしてい

たためであると考えられる．また，初診患者の平均診察待

ち時間の比較結果を見ると，現実の平均診察待ち時間とモ

デルにより算出された平均診察待ち時間は乖離が小さいこ

とが分かる．

本論文のモデルの検証では実際の病院における待ち時間

図 10 モデルによる各患者の平均診察待ち時間と現実の病院におけ

る各患者の平均診察待ち時間の比較（推定の精度が一部悪い

場合）

Fig. 10 Comparison between the average waiting times of the

respective patients in the model and an actual hospital

(in case of partially bad accuracy of estimation).

のデータ数が少なかったために，モデルにおける診察待ち

時間との比較において，いずれも乖離があった．データ数

を多くすることにより比較の精度は良くなる可能性はある

が，検査等を考慮していないために現実の待ち時間との乖

離はあり，完全に一致することは期待できない．

6. まとめと課題

本論文では診療予約制を採用している日本の病院におけ

る，診察待ち時間の確率モデルを作成した．このモデルで

は予約患者と初診患者の 2種類の患者が存在し，時間区間

を予約枠として設けるものである．また，各患者を受け入

れる規則はそれぞれ次のようになる．予約患者は同じ枠の

中で優先権を持ち，初診患者は予約患者の診察後に診察が

始まり，各枠の診察終了時刻までに診察可能である人数を

設定するものである．

このモデルにおける各患者の診察待ち時間の分布関数を

導出し，診療予約枠の人数決定問題への応用例を示した．

診療予約枠の人数決定問題を解くことで，遅い時間帯の予

約枠に予約可能人数を多く設定することにより，各枠の患

者の診察待ち時間を短くできることが分かった．さらに，

医師の数を 2人に増やすことにより，診察待ち時間がより

短くなることを示した．

モデルの検証として，モデルにより算出された各患者の

診察待ち時間の平均値と実際の病院の平均診察待ち時間を

比較し，モデルにより算出された値の近似の精度を検証を

した．

検査時間を考慮したモデル化を行って，より現実の病院

における状況に対応できるようにすることと，導出した診

察待ち時間の分布関数を用いることにより，パラメータを

入力すると，診察待ち時間が 60分以内である確率，90分

以内である確率等を自動で計算することのできるツールを

作成することの 2点が今後の課題である．
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付 録

A.1 予約患者の待ち時間の分布関数の変形

ここでは 3.1節の式 (4)の変形の過程を載せる．WT l
1の

分布関数を定義に基づき計算することにより

FWT l
1
(t) = Fmax{El−1+Sl

1,(l−1)T+Sl
1}(t + (l − 1)T )

(A.1)

を得る．式 (A.1)より，max{El−1 + Sl
1, (l − 1)T + Sl

1}の
分布関数を導出することにより，WT l

1 の分布関数を導出

できる．また (El−1, S
l
1)の集合を Dと置くと

D = {(El−1, S
l
1)|El−1 + Sl

1 ≤ t, (l − 1)T + Sl
1 ≤ t}

(A.2)

となるため，x := El−1, y := Sl
1, a := (l − 1)T とすると，

領域 D は図 A·1 の網掛けの領域となる．ここで El−1 と

図 A·1 領域 D，x := El−1, y := Sl
1, a := (l − 1)T とする

Fig. A·1 The area D, let x := El−1, y := Sl
1, a := (l − 1)T .

Sl
1 の独立性より，領域 D上で積分することにより

Fmax{El−1+Sl
1,(l−1)T+Sl

1}(t)

= FSl
1
(t − (l − 1)T )FEl−1((l − 1)T )

+
∫ ∞

(l−1)T

FSl
1
(t − x)fEl−1(x)dx (A.3)

を得る．式 (A.3)を式 (A.1)に代入することにより，WT l
1

の分布関数は次式となる．

FWT l
1
(t) = FSl

1
(t)FEl−1((l − 1)T )

+
∫ ∞

(l−1)T

FSl
1
(t + (l − 1)T − x)fEl−1(x)dx

(A.4)

A.2 確率変数Sl
1の分布関数の導出

ここでは予約枠 l に到着する N l 人の予約患者の中で，

Cl∗
1 より前に並ぶ予約患者の合計サービス時間 Sl

1 の分布

関数を求める．

FSl
1
(t) =

1
N l

+
N l−1∑
j=1

1
N l

F∑j
k=1 S1,k

(t) (A.5)

S1,k は次数 α1，平均 1/μ1 のアーラン分布に従う．アーラ

ン分布の再生性より
∑j

k=1 S1,k は次数 jα1，平均 j/μ1 の

アーラン分布に従う．したがって

F∑j
k=1 S1,k

(t) = 1 − e−α1μ1t

jα1−1∑
n=0

(α1μ1t)n

n!
(A.6)

となる．式 (A.6)を式 (A.5)に代入しまとめると

FSl
1
(t) = 1 − e−α1μ1t

N l

N l−1∑
j=1

jα1∑
k=1

(α1μ1t)k−1

(k − 1)!
(A.7)

となる．
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A.3 Sl,i(t)の計算

3.4節の式 (19)の計算を行う．

Sl,i(t) =
∫ t+(l−1)T

(l−1)T

e−α1μ1(t+(l−1)T−x)

× (α1μ1(t + (l − 1)T − x))k−1

× f∑
∑l−1

l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑i

k=1 S2,k
(x)dx

= e−α1μ1(t+(l−1)T )

k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)

× (α1μ1)k−1(t + (l − 1)T )k−1−j

× (−1)j

∫ t+(l−1)T

(l−1)T

xjeα1μ1x

× f∑
∑l−1

l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑i

k=1 S2,k
(x)dx (A.8)

ここで式 (A.8)における積分が α1μ1 と α2μ2 が等しいと

きと異なるときで形が異なるため，次に示す．

a) α1μ1 �= α2μ2 の場合∫ t+(l−1)T

(l−1)T

xjeα1μ1xf∑
∑l−1

l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑i

k=1 S2,k
(x)dx

=
(α1μ1)

α1
∑l

l1=1 N l1
(α2μ2)α2i

(α1

∑l
l1=1 N l1 − 1)!(α2i − 1)!

×
α1
∑l

l1=1 N l1−1∑
s=0

(
α1

∑l
l1=1 N l1 − 1

s

)

×(−1)s

⎡
⎣
∫ t+(l−1)T

(l−1)T
xj+α1

∑l
l1=1 N l1+α2i−2e(α1μ1−α2μ2)xdx

α1μ1 − α2μ2

+
s+α2i−1∑

w=1

(−1)w(s+α2i−1Pw)

×
∫ t+(l−1)T

(l−1)T
xj+α1

∑l
l1=1 N l1+α2i−2−we(α1μ1−α2μ2)xdx

(α1μ1 − α2μ2)1+w

+

{
(t + (l − 1)T )α1

∑l
l1=1 N l1−s+j

(α1μ1 − α2μ2)s+α2i

− ((l − 1)T )α1
∑l

l1=1 N l1−s+j

(α1μ1 − α2μ2)s+α2i

}

× (−1)s+α2i(s + α2i − 1)!

(α1

∑l
l1=1 N l1 − s + j)

⎤
⎦ (A.9)

ここで∫ t+(l−1)T

(l−1)T

xne(α1μ1−α2μ2)xdx

=
∫ t+(l−1)T

0

xne(α1μ1−α2μ2)xdx

−
∫ (l−1)T

0

xne(α1μ1−α2μ2)xdx (A.10)

である．さらに∫ t

0

xne(α1μ1−α2μ2)xdx

=
tne(α1μ1−α2μ2)t

α1μ1 − α2μ2

+
n∑

w=1

(−1)w(nPw)
tn−we(α1μ1−α2μ2)t

(α1μ1 − α2μ2)1+w

+
(−1)n+1n!

(α1μ1 − α2μ2)n+1
(A.11)

となる．したがって∫ t+(l−1)T

(l−1)T

xne(α1μ1−α2μ2)xdx

=
(t + (l − 1)T )ne(α1μ1−α2μ2)(t+(l−1)T )

α1μ1 − α2μ2

− ((l − 1)T )ne(α1μ1−α2μ2)(l−1)T

α1μ1 − α2μ2

+
n∑

w=1

(−1)w(nPw)
(α1μ1 − α2μ2)1+w

×{(t + (l − 1)T )n−we(α1μ1−α2μ2)(t+(l−1)T )

−((l − 1)T )n−we(α1μ1−α2μ2)((l−1)T )} (A.12)

b) α1μ1 = α2μ2 の場合∫ t+(l−1)T

(l−1)T

xjeα1μ1xf∑
∑l−1

l1=1 Nl1

k=1 S1,k +
∑i

k=1 S2,k
(x)dx

=
(α1μ1)

α1
∑l

l1=1 N l1+α2i

(α1

∑l
l1=1 N l1 + α2i − 1)!

×
∫ t+(l−1)T

(l−1)T

xα1
∑l

l1=1 N l1+α2i+j−1dx

=
(α1μ1)

α1
∑l

l1=1 N l1+α2i

(α1

∑l
l1=1 N l1 + α2i − 1)!

× 1

α1

∑l
l1=1 N l1 + α2i + j

×{(t + (l − 1)T )α1
∑l

l1=1 N l1+α2i+j

−((l − 1)T )α1
∑l

l1=1 N l1+α2i+j} (A.13)

したがって式 (A.8)は α1μ1 と α2μ2 が等しいときと異な

るときで，それぞれ次のようになる．

a) α1μ1 �= α2μ2 の場合

Sl,i(t) = e−α1μ1(t+(l−1)T )

k−1∑
j=0

(
k − 1

j

)

×(α1μ1)k−1(t + (l − 1)T )k−1−j

×(−1)j

[
(α1μ1)

α1
∑l

l1=1 N l1
(α2μ2)α2i

(α1

∑l
l1=1 N l1 − 1)!(α2i − 1)!

×
α1
∑l

l1=1 N l1−1∑
s=0

(
α1

∑l
l1=1 N l1 − 1

s

)
(−1)s
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×
⎧⎨
⎩
∫ t+(l−1)T

(l−1)T
xj+α1

∑l
l1=1 N l1+α2i−2e(α1μ1−α2μ2)xdx

α1μ1 − α2μ2

+
s+α2i−1∑

w=1

(−1)w(s+α2i−1Pw)
(α1μ1 − α2μ2)1+w

×
∫ t+(l−1)T

(l−1)T

xj+α1
∑l

l1=1 N l1+α2i−2−we(α1μ1−α2μ2)xdx

+

{
(t + (l − 1)T )α1

∑l
l1=1 N l1−s+j

(α1μ1 − α2μ2)s+α2i

− ((l − 1)T )α1
∑l

l1=1 N l1−s+j

(α1μ1 − α2μ2)s+α2i

}

× (−1)s+α2i(s + α2i − 1)!

(α1

∑l
l1=1 N l1 − s + j)

}]
(A.14)

b) α1μ1 = α2μ2 の場合

Sl,i(t) = e−α1μ1(t+(l−1)T )

k−1∑
j=0

[

(
k − 1

j

)
(−1)j

× (t + (l − 1)T )k−1−j

(α1

∑l
l1=1 N l1 + α2i − 1)!

× (α1μ1)
α1
∑l

l1=1 N l1+α2i+k−1

α1

∑l
l1=1 N l1 + α2i + j

× {(t + (l − 1)T )α1
∑l

l1=1 N l1+α2i+j

− ((l − 1)T )α1
∑l

l1=1 N l1+α2i+j}] (A.15)
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