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融資を利用した分散投資問題

田川 聖治1,a) 折登 由希子2

概要：本稿では，投資のリータンが目標値を下回る確率で評価したリスクを制約条件とし，固定金利の融
資で得た資金を複数のリスク資産に投資することで，リータンの目標値を最大化する分散投資問題を機会
制約問題に定式化する．次に，融資が利用される金利の範囲を明らかにして，分散投資問題の解法を示す．
最後に，東証 33業種を対象とした業種別インデックス投資において，提案法の有効性を確認する．
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1. はじめに

超低金利時代において，限られた富裕層のみならず，将
来に不安を抱く多くの人々が，株式などリスク資産に高い
関心を持っている [1]．超低金利時代では融資の金利も低
いため，それを利用したリスク資産への投資には現実性が
ある．例えば，不動産担保（自宅，遊休地など）は融資の
審査が通る可能性が高く，資金の使途も自由である．
先行研究 [2]では，金利の低い融資を利用することで，投
資のリータンが増えることを示した．一方，金利が低いと
貸し手は儲からず，金利の高い融資は利用されない．
本稿では，先行研究の内容を発展させ，借り手と貸し手
の双方に有益となる融資の金利の範囲を明らかにする．

2. 分散投資問題の定式化

2.1 ポートフォリオの定義
資産数 nで 1期間のポートフォリオを組む．資産 iへの
投資比率を xi ∈ �，i = 1, · · · , nとすると，

x1 + x2 + · · ·+ xn = 1 (1)

となる．また，空売りは禁止して 0 ≤ xi とする．
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本稿では，ポートフォリオを n 個の資産への投資比率
xi ∈ �のベクトル x = (x1, · · · , xn) ∈ �n で表現する．
資産 iの収益率 ξi ∈ �は，正規分布に従う確率変数とし
てモデル化できる [3]．本稿でも，収益率 ξi ∈ �は，以下
のような平均 μi で分散 σ2

i の正規分布に従うとする．

ξi ∼ Normal(μi, σ
2
i ) (2)

式 (2)の収益率 ξi ∈ �のベクトル ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ �n

は，以下のような平均を μ = (μ1, · · · , μn) ∈ �n，共分散
行列を C ∈ �n×n とした多変量の正規分布に従う．

ξ ∼ Normal(μ, C) (3)

ポートフォリオ x ∈ �n によるリターンは

r(x, ξ) =

n∑
i=1

ξi xi = ξ xT (4)

となる．
ここで，式 (3)の ξ ∈ �n は確率変数であるため，リター
ン r(x, ξ) ∈ �も確率変数となる．さらに，正規分布の線
形性から，r(x, ξ) ∈ �は以下の正規分布に従う．

r(x, ξ) ∼ Normal(μr(x), σ
2(x)) (5)

式 (5)の正規分布の平均（期待値）は

μr(x) =

n∑
i=1

μi xi = μxT (6)
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である．また，式 (5)の正規分布の分散は

σ2(x) = xC xT (7)

である．

2.2 分散投資の機会制約問題
式 (5)のリターンが与えられた目標値 γ0 を下回る確率
を任意の危険率 αで制限し，目標値 γ0 を最大化する分散
投資は，以下のような機会制約問題に定式化できる [4]．

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

max γ0

sub. to Pr(r(x, ξ) ≤ γ0) ≤ α,

x1 + x2 + · · ·+ xn = 1,

0 ≤ xi, i = 1, · · · , n

(8)

ただし，リスクの範囲は α ∈ (0, 0.5]とする．

2.3 融資を利用した分散投資問題
自己資金に対する融資額の比率を x0 ∈ �とする．また，
融資の上限は自己資金の m倍までとする．そこで，融資
比率 x0 ∈ �を加味したポートフォリオの制約条件は⎛

⎝ x0 + x1 + x2 + · · ·+ xn = 1,

−m ≤ x0 ≤ 0, 0 ≤ xi, i = 1, · · · , n
(9)

となる．また，融資比率 x0 ∈ �は x ∈ �n から

x0 = 1− 1lxT (10)

である．ただし，1l = (1, · · · , 1) ∈ �n とする．
融資の金利を L ∈ �，L ≥ 0とする．融資を利用した投
資のリターンは，式 (4)と式 (10)から

g(x, ξ) = r(x, ξ) + Lx0

= ξ xT + L (1− 1lxT )

= (ξ − L 1l)xT + L

(11)

となり，g(x, ξ) ∈ �は以下の正規分布に従う．
g(x, ξ) ∼ Normal(μg(x), σ

2(x)) (12)

式 (12)の正規分布の平均（期待値）は

μg(x) = (μ− L 1l)xT + L (13)

である．また，分散 σ2(x)は式 (7)となる．
式 (9)の制約条件から，式 (10)で求まる融資比率 x0 を
消去すると，融資を利用した分散投資問題は⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

max γ

sub. to Pr(g(x, ξ) ≤ γ) ≤ α,

x1 + x2 + · · ·+ xn ≤ m+ 1,

x1 + x2 + · · ·+ xn ≥ 1,

0 ≤ xi, i = 1, · · · , n

(14)

となる．ただし，リターンの目標値は γ とする．

図 1 式 (17) の分散投資問題の実行可能領域

3. 分散投資問題の解法

3.1 分散投資問題の等価問題
以下のように式 (12)の g(x, ξ)を標準化する．

Pr

(
g(x, ξ)− μg(x)

σ(x)
≤ γ − μg(x)

σ(x)

)
≤ α (15)

式 (15)は標準正規分布の分布関数を Φとすると，

Φ

(
γ − μg(x)

σ(x)

)
≤ α (16)

となる．このため，式 (14)の等価問題は
⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

max γ(x) = μg(x) + Φ−1(α)σ(x)

sub. to x1 + x2 + · · ·+ xn ≤ m+ 1,

x1 + x2 + · · ·+ xn ≥ 1,

0 ≤ xi, i = 1, · · · , n

(17)

となる．γ の値は xに依存するため γ(x)と表記する．
図 1に資産数 n = 2の場合における式 (17)の分散投資
問題の実行可能領域（灰色の部分）を示す．融資を利用し
ない解（ポートフォリオ）x ∈ �n は，融資比率が x0 = 0

であり，超平面 1lxT = 1内に存在する．一方，融資を上
限まで利用する解 x ∈ �n は，融資比率が x0 = −mであ
り，超平面 1lxT = m+ 1内に存在する．
定理 1 式 (17)の分散投資問題は凸計画問題である．
証明 1 参考文献 [2]の定理 1より，式 (17)の目的関数

γ(x)は凸関数である．さらに，式 (17)の制約条件は線形
であるため，実行可能領域は凸集合となる．したがって，
式 (17)の分散投資問題は凸計画問題である． �

3.2 有効な融資金利の範囲
金利の低い融資は利用されるが，金利の高い融資は利用
されない．そこで，融資が利用される金利の範囲を考える．
まず，式 (8)に示した融資を利用しない分散投資問題の等
価問題は，式 (15)と同様に r(x, ξ)を標準化すると，

⎡
⎢⎢⎣

max γ0(x) = μr(x) + Φ−1(α)σ(x)

sub. to x1 + x2 + · · ·+ xn = 1,

0 ≤ xi, i = 1, · · · , n
(18)
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となる．定理 1から，式 (18)も凸計画問題である．
定理 2 式 (18)の融資を利用しない分散投資問題の最適
解を x� ∈ �nとする．金利 Lを式 (19)の範囲で与えると，
式 (17)の分散投資問題の最適解は融資を利用する．

L(α) > L ≥ 0 (19)

ただし，金利 Lの上限を L(α) = γ0(x
�)とする．

証明 2 融資を利用しない分散投資問題の最適解x� ∈ �n

に対して，新たな解 x̂ = κx�，κ > 0 を考える．新たな解
x̂ ∈ �n による式 (10)の融資比率 x0 ∈ �は

x0 = 1− 1l x̂ = 1− κ 1lx� = 1− κ < 0 (20)

であり，新たな解 x̂ ∈ �n は融資を利用する．ここで，解
x̂ ∈ �n のリターンは，式 (13)と 1lx� T = 1より

γ(x̂) = (μ− L 1l) x̂T + L+Φ−1(α)σ(x̂)

= κ (μ− L 1l)x� T + L+ κΦ−1(α)σ(x�)

= κ γ0(x
�) + L (1− κ)

(21)

となる．解 x̂ ∈ �n と x� ∈ �n のリターンの差 ε0 は

ε0 = γ(x̂)− γ0(x
�) = (κ− 1) (γ0(x

�)− L) (22)

となる．式 (19)の範囲で金利 Lが与えられるなら ε0 > 0

となり，解 x̂ ∈ �n の方がリターンは大きくなる． �

式 (18)の分散投資問題の最適解 x� ∈ �n は，指定され
た危険率 αに依存することに注意されたい．また，式 (18)

のリターンが γ0(x
�) ≤ 0なら，投資を行う意味はない．

定理 3 式 (17)の分散投資問題の最適解が融資を利用す
るとき，融資は上限まで利用され，その最適解 x ∈ �n に
よる式 (10)の融資比率は x0 = −mとなる．
証明 3 定理 2より，γ(x) > γ0(x

�)となる式 (17)の分
散投資問題の実行可能解 x ∈ �n が存在する．そこで，新
たな解 x̂ = κx，κ > 0 を考える．式 (10)から，解 x ∈ �n

の融資比率 x0 と解 x̂ ∈ �n の融資比率 x̂0 の関係は

x̂0 = 1− 1l x̂T < 1− 1lxT = x0 < 0 (23)

となり，新たな解 x̂ ∈ �nの方が多くの融資を受けている．
また，解 x̂ ∈ �n と x ∈ �n のリターンの差 εは

ε = γ(x̂)− γ(x) = (κ− 1) (γ(x)− L) (24)

となる．リターンの差 εを係数 κで微分すると，

∂ε

∂κ
= (γ(x)− L) (25)

となる．式 (19)の範囲で金利 Lが与えられるなら，

γ(x) > γ0(x
�) > L (26)

である．すなわち，式 (24)のリターンの差 εは係数 κに
比例して大きくなる．したがって，解 x̂ = κx のリターン

図 2 金利 L に対する危険率とリターンの関係

図 3 金利 L に対する危険率と融資比率の関係

は，融資を上限まで利用するとき最大となる． �

定理 3から，金利 Lが式 (19)に示した範囲で与えられ
るとき，式 (17)の融資を利用する分散投資問題は

⎡
⎢⎢⎣

max γ(x) = μg(x) + Φ−1(α)σ(x)

sub. to x1 + x2 + · · ·+ xn = m+ 1,

0 ≤ xi, i = 1, · · · , n
(27)

となる．定理 1から，式 (27)も凸計画問題である．

4. 適用例

4.1 収益率のモデル
東証 33業種に対する業種別インデックス投資を考える．
過去 5年間（2013年から 2017年）の月足データに基づく
33業種の収益率 [5]を使用する．各収益率 ξi ∈ �の正規性
を Shapiro-Wilk検定 [6]で調べたところ，以下の 7業種に
ついては「収益率は正規分布に従う」という帰無仮説が有
意水準 5%で棄却され，正規性が確認できなかった．

水産・農林 ガラス・土石 医療品 化学
証券・商品先物 その他金融 建設

今回，東証 33業種の大半の収益率では正規性が否定さ
れなかった．また，モデルとは過去の収益率を正確に表現
するためのものではなく，将来の収益率を予測するもので
ある．このため，東証 33業種の全収益率を式 (3)に示した
正規分布でモデル化しても支障はないと思われる．
しかし，本稿では，上記の 7業種を除いて資産数を n = 26

とし，式 (3)の正規分布で収益率のモデルを構築した．
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表 1 危険率 α に対する金利 L の設定
α 0.35 0.4 0.45 0.5

L(α) 0.0028 0.0081 0.0138 0.0210

L 0.001 0.004 0.006 0.010

図 4 融資の上限 m に対する危険率とリターンの関係

図 5 融資の上限 m に対する危険率と融資比率の関係

4.2 分散投資問題に対する最適化手法
各分散投資問題の求解には，MATLAB の最適化ツー
ル [7]から，凸計画問題に有効な内点法を使用した．また，
内点法の探索性能を向上させるため，各分散投資問題の目
的関数の勾配ベクトルを解析的に導出して利用した．
式 (17)と式 (27)の目的関数の勾配ベクトルは

∇γ(x) = (μ− L 1l) + Φ−1(α)
xC√
xC xT

(28)

となり，式 (18)の目的関数の勾配ベクトルは

∇γ0(x) = μ+Φ−1(α)
xC√
xC xT

(29)

となる．さらに，内点法で得られた解 x ∈ �nの最適性は，
最適解が以下の何れかを満たすことから確認した [8]．
• ∇γ(x) = 0，または，∇γ0(x) = 0である．
• 活性な制約条件が存在する．

4.3 融資による効率的フロンティアの改善
式 (17)の分散投資問題において，融資の金利を L = 0，

L = 0.005，L = 0.015とし，融資の上限をm = 2とした．
図 2に危険率 αを変えて得られたポートフォリオに対する
リターンを示す．図 2には融資を利用しない式 (18)の分
散投資問題におけるリターン（None）も示す．図 2はリス

クとリターンのトレードオフの関係を示した効率的フロン
ティア [9]と同等である．図 2から，融資を利用すること
で，効率的フロンティアが改善することが確認できる．
図 2の各解 x ∈ �n における融資比率 x0 ∈ �を図 3に
示す．図 3から，金利 Lが低い場合は x0 = −mであり，
融資が上限まで利用される．一方，金利 Lが高く危険率 α

が小さい場合は x0 = 0であり，融資は利用されない．

4.4 金利の調整による融資の活用
図 2に示した融資を利用しない場合のリターン（None）
から，各危険率 αに対する金利の上限 L(α) = γ0(x

�) を求
めた．表 1に金利の上限 L(α)と選択した金利 Lを示す．
α = 0.3では γ0(x

�) < 0から投資は無意味である．
式 (27)の分散投資問題において，融資の上限をm = 1，

m = 2，m = 3とし，表 1の金利 Lを使用した．図 4に各
危険率 αと金利 Lの下で得られたポートフォリオに対す
るリターンを示す．図 4から，金利が同じでも融資の上限
が大きいほど効率的フロンティアが改善している．
図 4の各解 x ∈ �n における融資比率 x0 ∈ �を図 5に
示す．図 5から，危険率 αの大きさに関わらず x0 = −m

であり，融資が上限まで利用されることが確認できる．

5. おわりに

本稿では，融資を利用した分散投資問題を機会制約問題
に定式化するとともに，融資が利用される金利 Lの範囲を
明らかにした．また，分散投資問題の解法を示した．
今後の課題は，以下の通りである．
• 定理 2が示す金利 Lの範囲から，妥当な金利 Lを決
めるためのシステマティックな手法を考案する．

• 収益率に正規性が認められない資産を含むポートフォ
リオを対象とした分散投資について検討する．

参考文献
[1] 日本証券業協会：個人投資家の証券投資に関する意識調

査，, 入手先 〈http://www.jsda.or.jp/〉（参照 2019-12-13）.
[2] 田川聖治：銀行預金と銀行融資を利用した機会制約ポート

フォリオ最適化問題の適応型差分進化に基づく解法，情報
処理学会論文誌・数理モデル化と応用，Vol. 12, No. 2, pp.
59–68 (2019).

[3] Luenberger, D. G.: Investment Science, International
Edition, Oxford University Press (2009).

[4] Kataoka, S.: A stochastic programming model, Econo-
metrica, Vol. 31, No. 1-2, pp. 181–196 (1963).

[5] 株式会社ミンカブ・ジ・インフォノイド：株式の銘柄探索
サイト，https://kabutan.jp/.

[6] Shapiro, S. S. and Wilk, M. B.: An analysis of vari-
ance test for normality (complete samples), Biometrika,
Vol. 52, No. 3/4, pp. 591–611 (1965).
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