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単位円グラフのL(2,1)-ラベリングのための
8近似アルゴリズム

小野 廣隆1,a) 山中 寿登†1,b)

概要：グラフの L(2, 1)-ラベリングは，距離 2以内の頂点間のラベル値に制約が課されたラベル付けであ

り，特に使用ラベル範囲の最小化問題は無線周波数割当に応用がある．単位円グラフは平面上に配置され

た単位円の集合を頂点とみなし，重なりがある単位円同士に辺を引いて作られるグラフである．本発表で

は単位円グラフの L(2, 1)-ラベリングに対する 8近似アルゴリズムを提案する．

1. はじめに

与えられたグラフの頂点への非負整数の割り当てをラベ

リングという. 特に, 任意の頂点 u, v に対して, uと v が

隣接するとき |ℓ(u) − ℓ(v)| ≥ 2を, uと v の距離が 2のと

き ℓ(u) ̸= ℓ(v)を満たすような, 頂点への非負整数の割り

当て ℓを L(2, 1)-ラベリングという. 本論文で扱う L(2, 1)-

ラベリング問題とは, 割り当て ℓのラベル値の範囲 (つま

りmaxu∈V (ℓ(u))−minu∈V (ℓ(u))+1)を最小化するもので

ある.

この問題の背景として無線の周波数割り当て問題があ

る [1], [2]. 無線の基地局 A, B, Cがあったとして, Aと B,

Bと Cはそれぞれ交信しているとする. また, Aと Cは直

接的な交信はないとする. このような場合, Aと B, Bと C

は交信するために十分離れた周波数を使用しなければなら

ない. また, Bにおける混信を避けるため, 直接交信しない

Aと Cも異なる周波数を使用する必要がある. 基地局を頂

点とみなし, 直接交信している基地局間に辺を結ぶことで,

このような状況をグラフとしてモデル化することができる.

直接交信している場合を (直接辺で結ばれていることを意

味する)距離 1, 直接的な交信はないが, 一つの基地局のみ

を介して交信する場合を (辺を 2本たどることで結ばれて

いることを意味する)距離 2とみなすことで, 無線の周波数

割り当て問題を L(2, 1)-ラベリング問題として定式化する

ことができる.

この問題は一般には NP困難 [3]であり, 対象とするグラ
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フを最大次数 4の平面グラフに限定したとしても NP困難

である [4]. さらに直並列グラフに限定しても NP困難であ

るが [5], 外平面グラフに対しては多項式時間アルゴリズム

が [6], 木グラフに対しては線形時間アルゴリズムが知られ

ている [7].

また, 本論文で扱う単位円グラフに対する L(2, 1)-ラベリ

ング問題は, 単位円グラフに対する L(1, 1)-ラベリング問題

が NP困難であることから [8], NP困難であると予想され

ており, Fialaらによって 12-近似アルゴリズム, 10.6-近似

アルゴリズムが提案されている [9].

本論文ではこの問題に対する 8-近似アルゴリズムを提案

する．提案アルゴリズムは Fialaらの 12-近似アルゴリズ

ムと同様の分割統治法に基づくが, Fialaらのアルゴリズム

が平面を短冊状に分割するのに対し, 提案アルゴリズムで

は平面を正方形のブロック状に分割する. それに加え, ラ

ベリングスパンの下界に注目し, 下界に応じて 2種類のラ

ベリング手法を使い分けることにより, 提案アルゴリズム

は近似率を 8まで改善する.

本アルゴリズムの基本的な枠組みは, 同じ著者らによ

る [10]で提案された 116/13-近似アルゴリズムで使用され

ているものと同一である．近似率の改善は, 分割統治法で

使用するラベル値の集合をより良いものに改善することに

よって達成されている.

以下では 2節で単位円グラフや L(2, 1)-ラベリングなど

関連する用語, 基礎的な結果について説明し，3節で提案ア

ルゴリズムの詳細を説明する．

2. 準備

2.1 単位円グラフ

Dをユークリッド平面上の円盤の集合とする. 全ての円
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盤はその中心の位置と直径の値によって定義される. Dの

円盤からなる交差グラフ Gを円グラフと呼び, Dをその円

盤表現と呼ぶ. D の円盤の直径の値に関して, 最大のもの

を dmax, 最小のものを dmin とし, dmax/dmin の値をDの

直径比率と呼び, ρ(D)と定義する. ρを定数とし, 直径比

率 ρ(D) ∈ (1, ρ]となるような円盤表現 D が存在するとき

円グラフGを ρ-円グラフと呼ぶ. ρ(D) = 1のとき, グラフ

Gのことを単位円グラフと呼ぶ [9]. 本論文では, 便宜上,

単位円盤の直径の値を 1とする.

定義より, 円盤表現からグラフを構成することは容易で

あるが, その逆は自明ではない. 実際には, 単位円グラフの

認識問題は NP困難であることが知られている [11]. しか

しながら, 本研究の背景として周波数割り当て問題があり,

基地局からの通信可能範囲は入力として与えられる. ゆえ

に, 本研究においては基地局からの通信可能範囲を円盤表

現と見ることができるため, グラフ表現または円盤表現が

与えられるものとする. 以上より, 本研究では単位円グラ

フは頂点の座標データとともに, その隣接リストの形で与

えられるものとする.

2.2 L(2, 1)-ラベリング

本研究が対象とするグラフは無向グラフとする. 与えら

れたグラフに対する L(2, 1)-ラベリングを次のように定義

する.

定義 1. ([7]) グラフG = (V,E)の L(2, 1)-ラベリングとは

頂点集合 V (G)に対して非負整数を割り当てる関数 ℓで以

下のすべてを満たすもののことを言う : 任意の頂点 u, vに

対して, uと v が隣接する (uと v の距離が 1となる)とき

|ℓ(u) − ℓ(v)| ≥ 2, uと v とは隣接しておらず, それぞれが

共通の隣接する頂点を持つ (uと vの距離が 2となる)とき

|ℓ(u) − ℓ(v)| ≥ 1. また, この 2つの条件のことを L(2, 1)-

制約と呼ぶ.

また, グラフGに対する L(2, 1)-ラベリングにおいて, 使

用するラベルの範囲を最小化するラベリングを最適なラベ

リングと呼ぶ. 使用するラベルの範囲の最小値を σ2,1(G)

で表し, ラベリングスパンと呼ぶ. また, 最適なラベリング

をしたときのラベルの最大値を λ2,1(G)で表し, ラベリン

グ数と呼ぶ. 定義より, σ2,1(G) = λ2,1(G) + 1である.

本論文では近似アルゴリズムを考えており, ラベルの最

小値に 0を使うため, 近似率の計算にラベリング数 λ2,1(G)

を用いることはふさわしくない. したがって近似率の計算

にはラベリングスパン σ2,1(G)を用いる. また, 以下では

σ2,1(G)を σ(G)で表す.

与えられたグラフG = (V,E)に対して,頂点集合K ⊆ V

の任意の 2 頂点全てが隣接しているとき, K をグラフGの

クリークと呼ぶ. また, グラフ Gにおける最大クリークの

サイズを ω(G)とする. 一般に最大のクリークを求める問題

は NP困難であるが, 単位円グラフが座標により与えられ

たときは, その最大クリークのサイズは多項式時間で得ら

れることが Clarkと Colbournによって示されている [12].

3. 提案アルゴリズム

この節では主結果である単位円グラフに対する L(2, 1)-

ラベリングの 8-近似アルゴリズムについて説明する. 提案

アルゴリズムは, 最大次数 ∆が小さいときには Changと

Kuoによるアルゴリズム ([13], [14])を適用し，∆が大き

いときには正方形のブロック状に平面を分割したアルゴリ

ズム (正方分割アルゴリズム)を適用するもので, それぞれ

の近似率が 8以下であることを示すことができる．本論文

では後者の正方分割アルゴリズムを中心に説明する．

3.1 正方分割アルゴリズム

正方分割アルゴリズムについて説明する. まず, 図 1

のように平面を一辺の長さが
√
2/2の正方形 Si,j(ただし

i = 0, 1, 2, . . . , j = 0, 1, 2, . . .)に分割する (正方分割). その

際, 分割する辺上には頂点が存在しないものとする (辺上に

頂点が存在した場合は, 微小に軸をずらすことによりこの

条件を満たすようにすることができる)．

図 1: 正方分割

次に, Gi,j を正方形 Si,j 上の square-UDGとして, Gi,j

に対するラベリングを考える. 最大クリークのサイズが

ω であることと, Si,j の対角線の長さが 1であることから,

Gi,j は完全グラフとなっており, 頂点数は高々 ω個である.

したがって, square-UDGに対して L(2, 1)-ラベリングする

のに必要なラベルは 0, 2, 4, 6, . . . , 2ω − 2である.

ここで, a, b をそれぞれ非負整数として, 正方形 S4a,4b

から正方形 S4a+3,4b+3 までの 16個の正方形 Si,j を基準に

再帰的にラベリングする. 正方形 Sa+1,b+1 の対角線の長

さが 1 であることから Ga,b の全頂点と Ga+2,b+2 の全頂

点とのユークリッド距離は全て 1 よりも大きくなる. し

(a) Gi+1,j+1 (b) Gi+1,j+2 (c) Gi+2,j+1 (d) Gi+2,j+2

図 2: 図 1の Square-UDG
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たがって頂点間の距離は 2 よりも大きくなり, Ga,b に対

して 0, 2, 4, 6, . . . , 2ω − 2でラベリングしたとき, Ga+2,b+2

に対しては 1, 3, 5, 7, . . . , 2ω − 1でラベリングすることが

可能となる. 同様に距離に注目すると, Ga,b の全頂点と

Ga+4,b(Ga,b+4)の全頂点とのユークリッド距離は全て 2よ

りも大きくなる. したがって頂点間の距離は 3よりも大き

くなり, Ga,b に対して 0, 2, 4, 6, . . . , 2ω − 2でラベリングし

たとき, Ga+4,b(Ga,b+4)に対しても 0, 2, 4, 6, . . . , 2ω − 2で

ラベリングすることが可能となる.

以上を踏まえ, 以下では与えられたインスタンスに対す

る σの下界の値に応じた 2つのラベリングを提案する.

まず, 2ω が σ の下界となるインスタンスの特徴付けを

行う.

補題 1. 独立したサイズ ωのクリークKω,K
′
ω があったと

き, Kω の全ての頂点との距離が 2以下となる頂点が K ′
ω

に存在するならば, 2ωは σの下界である.

証明. まず, サイズ ω のクリークに対して L(2, 1)-ラベリ

ングを行うとき, 2ω − 1が下界となるためには ω個のラベ

ル 0, 2, 4, 6, . . . , 2ω− 2を各頂点に割り当てなければならな

い. このとき, Kω の全ての頂点との距離が 2以下となる

頂点 xがK ′
ω に存在するならばその頂点は距離 2の制約か

ら 0, 2, 4, 6, . . . , 2ω− 2をラベリングすることが不可能とな

る. また, xを除く ω− 1個の全ての頂点に対しては少なく

とも 0, 2, 4, 6, . . . , 2ω− 4のラベルが割り当てられているた

め, xに対する最小のラベルは 2ω − 1となる. したがって

この場合の解は 2ωとなり, これを部分グラフとして含むグ

ラフに対する L(2, 1)-ラベリングの下界は 2ωとなる.

この結果から 2ωが σの下界でないならば, クリークKω

のある頂点からの距離が 3以上の頂点がクリークK ′
ω の頂

点の中に少なくとも 1つ存在することがわかる.

これをもとに, インスタンスの下界が 2ω以上の場合には

3.1.1節の基本ラベリングを, インスタンスの下界が 2ω− 1

の場合には 3.1.2節の 2段階ラベリングを用いる.

基本ラベリング, 2段階ラベリングともに, ラベルセット

をそれぞれ定義し, 各 Si,j に割り当てる. それにともない,

ラベルセットを各 Si,j に割り当てるための関数 f(i, j)を

式 (1)のように定義する.

f(i, j) =



j (mod 4) i ≡ 0 (mod 4),

j (mod 4) + 4 i ≡ 1 (mod 4),

j + 2 (mod 4) i ≡ 2 (mod 4),

j + 2 (mod 4) + 4 i ≡ 3 (mod 4).

(1)

3.1.1 基本ラベリング

基本ラベリングの概要として, まず始めに square-UDG

の全ての頂点に対してラベルセットを用いてラベリングを

行う. ここで, 一度のラベリングでは L(2, 1)-制約を満たさ

ない可能性があるので, その場合には適切にラベルを入れ

替える操作を行い, ラベリングを終了する.

以下では基本ラベリングを行うアルゴリズムについて説

明する. まず a = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7として, ラベルセット

LB(a) = {2ωa, 2ωa + 2, . . . , 2ωa + 2ω − 2}とラベルセッ
ト LB(a) = {2ωa+1, 2ωa+3, . . . , 2ωa+2ω− 1}を定義す
る. 表 1はラベルセットを表の形でまとめたものである.

これをもとに, 各 Gi,j にラベルセット LB(f(i, j))を割

り当て, Gi,j 上の全ての頂点をラベリングする. このとき,

LB(a)は大きいラベルから, LB(a)は小さいラベルから順

に割り当てていく. Gi,j の頂点数が ω である場合, ラベル

セットのラベルをただ割り当てただけでは L(2, 1)-制約を

満たさないことがありうるが, 命題 2で示すように適切に

ラベルの再割り当てを行うことで L(2, 1)-制約を満たした

割り当てにすることが可能である.

補題 2は基本ラベリングの正当性を示している.

補題 2. 基本ラベリングを行うアルゴリズムが出力するラ

ベリングは L(2, 1)-制約を満たしており, 16ωは使用ラベル

数の上界である.

証明. Gi,j の頂点数は高々 ωであり, 各ラベルセットは偶

数のみまたは奇数のみからなるラベルが ω個用意されてい

るので, ラベルセットのラベルを Gi,j に割り当てられるこ

とは自明である. したがって, ここで証明すべきことは任

意の 2つの square-UDGへのラベルがそれぞれ L(2, 1)-制

約を満たしているかどうかである.

式 (1) によって square-UDG にどのラベルセットを割

り当てるか決まるが, これの位置関係を表したものが図 3

である. LB(0) と LB(0) に注目してみると図 4 のように

LB(0)同士のユークリッド距離は 3
√
2/2で 2よりも大き

く, LB(0)と LB(0)とのユークリッド距離は 1である. こ

れにより LB(a)同士のグラフの距離は必ず 3以上となるの

で同じラベルを用いても大丈夫であり, LB(a)と LB(a)と

のグラフの距離は 2以上となるので LB(a)と LB(a)のラ

ベルは 1ずつ異なるものを使っているので大丈夫である.

次に, LB(1) の最小ラベル 2ω と LB(0) の最大ラベル

2ω − 1の関係性について考える. LB(1)と LB(0)に関し

ては先ほどのように, ユークリッド距離の観点で見ると

L(2, 1)-制約を満たさない可能性が出てくる. ここで Gi,j

の頂点数と最大クリークサイズ ω の関係性について考え

る. LB(1)を割り当てた Gi,j において, ラベル 2ω を使用

するということは, LB(1)のラベルは大きい数からラベル

を使用するはずなので, Gi,j の頂点数が ω であることを示

している. 同様に LB(0)を割り当てた Gi′,j′ において, ラ

ベル 2ω− 1を使用するということは, LB(0)のラベルは小

さい数からラベルを使用するはずなので, Gi′,j′ の頂点数も

ω であることを示している. また, ラベル 2ω と 2ω − 1が
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1:

LB(0) 0, 2, . . . , 2ω − 2 LB(0) 1, 3, . . . , 2ω − 1

LB(1) 2ω, 2ω + 2, . . . , 4ω − 2 LB(1) 2ω + 1, 2ω + 3, . . . , 4ω − 1

LB(2) 4ω, 4ω + 2, . . . , 6ω − 2 LB(2) 4ω + 1, 4ω + 3, . . . , 6ω − 1

LB(3) 6ω, 6ω + 2, . . . , 8ω − 2 LB(3) 6ω + 1, 6ω + 3, . . . , 8ω − 1

LB(4) 8ω, 8ω + 2, . . . , 10ω − 2 LB(4) 8ω + 1, 8ω + 3, . . . , 10ω − 1

LB(5) 10ω, 10ω + 2, . . . , 12ω − 2 LB(5) 10ω + 1, 10ω + 3, . . . , 12ω − 1

LB(6) 12ω, 12ω + 2, . . . , 14ω − 2 LB(6) 12ω + 1, 12ω + 3, . . . , 14ω − 1

LB(7) 14ω, 14ω + 2, . . . , 16ω − 2 LB(7) 14ω + 1, 14ω + 3, . . . , 16ω − 1

3: 4: L(0) L(0̄)

L(2, 1)- 1

.

, LB(0) , LB(1)

. LB(1)

, 2ω , LB(0)

2ω − 1

LB(1) Gi,j 1 .

, ω + 1

, ω .

LB(0) 2ω − 1

2 LB(1) Gi,j

1 . ,

2ω − 1

2 2ω

.

a = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 LB(a)

LB(a− 1) ,

,

,

. L(2, 1)-

.

0, 16ω−1

16ω .

. Gi

Gi = Gi,0 ∪ Gi,1 ∪ · · · . ,

square-UDG

,

.

Algorithm 1

1: Gi,j LB(f(i, j)) .

2: a = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 , LB(a) ,

LB(a) Gi,j

.

3: 4 k = 2 , , k 1

. k k = max i+ 1

.

4: Gk L(2, 1)-

, Gk−2 Gk−1

L(2, 1)- Gk,j

.

3.1.2 2

2 , square-UDG

ω , 1

. 4

L(2, 1)- . L(2, 1)-

,

, . L(2, 1)-

2ω ,

. 4 ,

square-UDG ω−1

,

.

, L(2, 1)-

,

.
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2段階ラベリングを行うアルゴリズムについて説明する

前に, このアルゴリズムで用いる言葉の定義を行う. まず,

Si = Si,0 ∪ Si,1 ∪ · · · とする. 次に, Gi,j の頂点が ω 個の

ときに限り選択される Gi,j の任意の頂点を vi,j とする. ま

た, Si 上の vi,j の集合を Vi で表す.

以下では 2段階ラベリングを行うアルゴリズムについて

説明する. k を自然数として, Vi の中で j の値が k 番目に

小さいものを u, k + 1番目に小さいものを u′ とする. uと

u′ の距離が 2以下の場合 u′ の再選択を行う. このとき, も

との u′ を含む Gi,j の中から uとの距離が 3以上となるよ

う再選択する. (ここで距離が 3以上となるような u′ を再

選択できない場合は補題 1より 2ωが σの下界となるため

基本ラベリングを用いる. )したがって, Viの全ての頂点同

士の距離が 3以上に選択できたとき, 2ω は下界にならず,

Vi には同一のラベルを割り当てることができる. これをも

とに, 第 1段階として xを正の整数, y = 0, 1, 2, 3として,

V4x+y のすべての v4x+y,j に yをラベリングする.

ここで a = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 として, ラベルセット

L2(a) = {2(ω−1)a+5, 2(ω−1)a+7, . . . , 2(ω−1)a+2ω+1}
とラベルセット L2(a) = {2(ω − 1)a + 6, 2(ω − 1)a +

8, . . . , 2(ω − 1)a + 2ω + 2} を定義する. 表 2 はラベル

セットをリスト化したものである.

これをもとに, 第 2 段階として各 Gi,j にラベルセット

L2(f(i, j))を割り当て, Gi,j 上の vi,j 以外の全ての頂点を

ラベリングする.

補題 3は 2段階ラベリングの正当性を示している.

補題 3. 2段階ラベリングを行うアルゴリズムが出力する

ラベリングは L(2, 1)-制約を満たしており, 16ω − 11は使

用ラベル数の上界である.

証明. vi,j を除いた Gi,j の頂点数は高々 ω − 1であり, 各

ラベルセットは偶数のみまたは奇数のみからなるラベルが

ω − 1個用意されているので, ラベルセットのラベルを vi,j

以外の Gi,j に割り当てられることは自明である. また, 先

ほどのように a = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7として LB(a)の最小ラベ

ルと LB(a− 1)の最大ラベルに関しては 2離れるようにラ

ベルセットの用意をしているのでこれに関しても割り当て

られることは自明である. したがって, ここで証明すべき

ことは 1段階目の Si 上の vi,j に対して同一のラベルが割

り当てれるかを示せばよい. これについてはアルゴリズム

の説明にもあった通り, kを自然数として, Viの中で jの値

が k 番目に小さいものを u, k + 1番目に小さいものを u′

としたとき, uと u′ の距離が 2以下の場合, もとの u′ を含

む Gi,j の中から uとの距離が 3以上となるよう再選択す

るが, ここで距離が 3以上となるような u′ を再選択できな

い場合は補題 1より 2ωが σの下界となることが示されて

いるため, これに関しても正当性が保証されている.

このアルゴリズムの最小ラベルは 0, 最大ラベルは

16ω − 12 であることから 16ω − 11 が使用ラベル数の上

界となる.

以上をまとめると 2段階ラベリングは次のアルゴリズム

によって実行される. ただし, このアルゴリズムも基本ラベ

リングを実行するアルゴリズムと同様に, square-UDGに

対するラベリングのアルゴリズムである.

Algorithm 2 2段階ラベリング

1: 頂点数が ω である Gi,j から vi,j を選択する.

2: 各 Vi において, すべての頂点同士の距離が 3 以上であるときは
5 へ, そうでないときは 3 へ進む.

3: 各 Vi において, すべての頂点同士の距離が 3 以上となるように
vi,j を再選択できるときは 5 へ, そうでないときは 4 へ進む.

4: 基本ラベリングを実行し, 終了.

5: x を正の整数, y = 0, 1, 2, 3 として, 各 V4x+y のすべての頂点に
ラベル y を割り当てる.

6: 各 Gi,j にラベルセット L2(f(i, j)) を割り当てる.

7: Gi,j 上の vi,j 以外のすべての頂点にラベルセットのラベルを割
り当て, 終了.

3.2 アルゴリズムと近似率

この節では正方分割アルゴリズムと CKアルゴリズムを

組み合わせたアルゴリズムを提案し, その近似率の解析を

行う. 次のアルゴリズム中の Vi は 3.1.2節で定義したもの

である.

Algorithm 3 提案アルゴリズム

1: 最大次数 ∆と最大クリークサイズ ω を求める. ∆ ≤ 9の場合は
2 へ, そうでない場合は 3 へ進む.

2: Shao らのアルゴリズムを用いて終了.

3: 与えられた単位円グラフを square-UDG に分割する.

4: Vi の全ての頂点同士の距離が 3以上に選択できたときは 5へ, そ
うでないときは 6 へ進む.

5: 2 段階ラベリングを実行し, 7 に進む.

6: 基本ラベリングを実行し, 7 に進む.

7: ラベリングされた square-UDG を組み合わせて終了.

以下ではアルゴリズムの各操作ごとの近似率の解析を

行う.

line 2. ∆ ≤ 9のときの近似率は式 (2)のようになる.

4∆2/5 + 2∆ + 1

∆+ 2
=

4∆2 + 10∆ + 5

5∆ + 10
≤ 419

55
= 7.618 · · · .

(2)

line 5. このときの下界は max{2ω − 1,∆ + 2} である.

∆ ≥ 10より, ω ≤ 6のときの近似率は式 (3)のようになる.

16ω − 4

max{2ω − 1,∆+ 2}
≤ 16ω − 4

∆ + 2
≤ 92

12
= 7.667 · · · .

(3)

ω ≥ 7のときの近似率は式 (4)のようになる.

16ω − 11

max{2ω − 1,∆+ 2}
≤ 8− 3

2ω − 1
≤ 101

13
= 7.769 · · · .

(4)

5ⓒ 2020 Information Processing Society of Japan

Vol.2020-AL-176 No.7
2020/1/30



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

表 2: 2段階ラベリングのラベルセット

ラベルセット ラベル ラベルセット ラベル

L2(0) 5, 7, . . . , 2ω + 1 L2(0) 6, 8, . . . , 2ω + 2

L2(1) 2ω + 3, 2ω + 5, . . . , 4ω − 1 L2(1) 2ω + 4, 2ω + 6, . . . , 4ω

L2(2) 4ω + 1, 4ω + 3, . . . , 6ω − 3 L2(2) 4ω + 2, 4ω + 4, . . . , 6ω − 2

L2(3) 6ω − 1, 6ω + 1, . . . , 8ω − 5 L2(3) 6ω, 6ω + 2, . . . , 8ω − 4

L2(4) 8ω − 3, 8ω − 1, . . . , 10ω − 7 L2(4) 8ω − 2, 8ω, . . . , 10ω − 6

L2(5) 10ω − 5, 10ω − 3, . . . , 12ω − 9 L2(5) 10ω − 4, 10ω − 2, . . . , 12ω − 8

L2(6) 12ω − 7, 12ω − 5, . . . , 14ω − 11 L2(6) 12ω − 6, 12ω − 4, . . . , 14ω − 10

L2(7) 14ω − 9, 14ω − 7, . . . , 16ω − 13 L2(7) 14ω − 8, 14ω − 6, . . . , 16ω − 12

line 6. このときの下界はmax{2ω,∆+2}である. ∆ ≥ 10

より, ω ≤ 6のときの近似率は式 (5)のようになる.

16ω

max{2ω,∆+ 2}
≤ 16ω

∆+ 2
≤ 96

12
= 8. (5)

ω ≥ 7のときの近似率は式 (6)のようになる.

16ω

max{2ω,∆+ 2}
≤ 8. (6)

したがって, いずれの場合も近似率は 8以下となる.

これにより定理 1が示された.

定理 1. 単位円グラフ Gが与えられたとき, 近似率が高々

8である L(2, 1)-ラベリングの解を与える多項式時間近似

アルゴリズムが存在する.
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