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グラフの2等分割問題に対するアルゴリズムと計算複雑性

小林 靖明1 曽根 大雅1,a) 土中 哲秀2

概要：グラフの 2 等分割問題は，辺重み付きグラフが与えられたときに，その頂点集合を (ほぼ) 同じサ

イズの 2つの部分集合に分割したときに，その間の辺の重みの総和を最大化/最小化する問題である．こ

の問題は一般的に NP 困難であることが知られているが，グラフの木幅が定数であるときに効率的な動

的計画法アルゴリズムが存在する．幅が w の木分解が与えられたとき，Jansen ら (SIAM J. Comput.

2005)は O(2wn3)時間で動作する動的計画法を与えた．ここで nはグラフの頂点数である．最近になっ

て Eibenら (ESA 2019)が 3乗の依存度を木分解の幅の依存度を犠牲にすることで改善した．具体的には，

O(8ww5n2 logn)時間のアルゴリズムを与えた．本稿では，この問題に対する O(2ww4n2)時間アルゴリ

ズムを与える．この結果は Eibenらが示した nに関する依存度の条件付き下界と木分解の幅 w に関する

依存度の強指数時間仮説を仮定した下界に漸近的に一致する．また，いくつかのグラフクラスにおける困

難性や容易性を議論する．

1. はじめに

グラフ G = (V,E)の 2等分割 (bisection)とは頂点集合

V の 2分割 (A,B)で要素数の差が高々 1であるものであ

る．Gの辺重み関数 w : E → R+ を考えたとき，Aと B

にまたがる辺の重みの総和を最大化または最小化する問題

は，最大 2等分割問題または最小 2等分割問題と呼ばれ，

様々な観点からよく研究されている問題である．よく知ら

れている最大カット問題と最小カット問題とは状況が異な

り，最大/最小 2等分割問題のいずれもNP困難であること

が知られている．しかしながら，その状況は最大化と最小

化のどちらかかによって若干異なる．注目すべきは，最大

化問題が平面グラフに限っても NP困難である [12]のに対

し，最小化問題の平面グラフでの複雑性は長年未解決問題

である．また，重みなしのグラフにおいて，またがる辺の

数を最大化および最小化する問題も NP困難であるが，そ

の数がパラメータ k以上，または k以下になるかどうかで

も状況についても異なり，最大化問題が固定パラメータ容

易 (Fixed-Parameter Tractable，FPT)であることは簡単

に確認できるが *1，最小化問題については非自明であり，

固定パラメータ容易性は [5], [6]によって解決された．

2等分割問題は木幅限定グラフ *2においても効率よく解
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*1 大きさ ⌈|E|/2⌉の 2等分割が常に存在することが証明できる [10]．
さらに，[10], [16] は大きさ ⌈|E|/2⌉+ k 以上の 2 等分割がある
かどうかを判定する問題の固定パラメータ容易性を示している．

*2 木幅限定グラフよりも広いクラスであるクリーク幅限定グラフに

くことができる．Jansenら [12]は，木幅が wであるよう

なグラフに対して，O(2wn3)時間アルゴリズムを与えた．

Eibenら [7]は，実行時間における頂点数 nに関する依存度

を減らすことに成功した．具体的には，最小重み 2等分割

問題に対し，O(8ww5n2 log n)時間アルゴリズムを与えた．

また，実行時間の条件付き下界に関しても議論を行い，要

素数 nの (min,+)-半環上での畳込み演算に関する問題が

O(n2−ε)時間で解くことができない限り，木の最小 2等分

割問題がO(n2−δ)時間で解けないことを示した．この畳込

み演算の問題は n要素の 2つの数列 (ai)0≤i<n，(bi)0≤i<n

が与えられたとき，ci = min0≤j≤i(aj + bi−j)によって定

義される数列 (ci)0≤i<nを計算する問題である．このため，

木幅が定数であるようなグラフに対しては，計算時間の上

界と (条件付き)下界の間に log nのギャップが存在する．

本稿では，木幅限定グラフに対して最大/最小 2等分割

問題に対する “最適な”アルゴリズムを与える．具体的に

は，木幅が w であるようなグラフとその木分解が与えら

れたとき，O(2ww4n2)時間のアルゴリズムを与える．実

行時間の nに対する依存度は n2 であるため，Eibenら [7]

の log nのギャップを解消している．このアルゴリズムは

Jansenら [12]の動的計画法と本質的に同じであるが，よ

り正確な実行時間の解析を与えることで改善を達成してい

る．また，最大重み 2等分割問題に対して，強指数時間仮

説 (Strong Exponential Time Hypothesis，SETH) のもと

で 2w−εnO(1) 時間アルゴリズムが存在しないことを示す．

これらの結果により，(正とは限らない任意の重み関数に

おいても多項式時間可解である [8]．

1ⓒ 2019 Information Processing Society of Japan

Vol.2019-AL-175 No.9
2019/11/28



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

おいて) 本稿で与えたアルゴリズムは木幅に対する指数部

分の依存度と頂点数に対する多項式部分の依存度がともに

(SETHおよび (min,+)畳み込み問題の下界を仮定すると)

最適であると言える．

また，2等分割問題に対するグラフクラスに関する困難

性や多項式時間可解性についても議論する．特に，いくつ

かのグラフクラスにおける最大/最小 2等分割の困難性を

示す．既存の困難性の帰着を用いることで，スプリットグ

ラフ，比較可能グラフ，AT-freeグラフ，claw-freeグラフ

においての最大 2等分割問題がNP困難であることを示し，

これらによってスプリットグラフ，比較不能グラフにおけ

る最小 2等分割問題の NP困難性を示す．さらに，2部グ

ラフと補 2部グラフにおいては，どちらの問題も NP困難

であることを示す．この結果については新しいアイデアに

基づく帰着によって証明する．その一方で，ライングラフ

においては最大 2等分割問題は多項式時間可解であること

を示す．

2. 準備

G = (V,E)を無向グラフとする．以降では，nは与えら

れたグラフの頂点数を表すとする．頂点 v ∈ V について，

N(v)は v の隣接点集合とする．頂点集合 X ⊆ V につい

て，G[X]で X によって誘導される Gの部分グラフを表

す．Gの 2等分割とは V の 2分割 (A,B)で ||A|− |B|| ≤ 1

であるようなもののことである．辺に重みのないグラフに

おいては，2等分割の大きさまたはサイズを Aと B にま

たがる辺の数，つまり，|{{a, b} ∈ E : a ∈ A, b ∈ B}|と定
義する．また，重み付きグラフの場合においては，Aと B

にまたがる辺の重みの総和でサイズを定義する．

本稿の次の節では，木分解を用いた動的計画法について取

り組む．グラフGの木分解とは，頂点集合が Iである根付き

木 T と V の部分集合族 {Xi : i ∈ I}の対 (T, {Xi : i ∈ I})
で，以下の性質を満たすものである．

•
∪

i∈I Xi = V．

• 任意の e ∈ Eについて，e ⊆ Xiを満たす i ∈ Iが存在．

• 任意の v ∈ V について，v ∈ Xi を満たす添字の集合

{i ∈ I : v ∈ Xi}は T において部分木を誘導する．

G の頂点と木分解の頂点を区別するために，木分解につ

いてはノードと呼ぶことにする．また，文脈から集合族

{Xi : i ∈ I}が明らかなときは，単に T を木分解と呼ぶこ

とにする．木分解 T の幅とは，|Xi|の最大値から 1減じた

値であり，Gの木幅とは，Gが幅 wの木分解を持つような

最小の非負整数 wのことである．

集合X と要素 vについて，X ∪ {v}やX \ {v}の代わり
に，それぞれX + vやX − vと書くことにする．木分解 T

が好適であるとは，T の各ノード i ∈ I が次のいずれかの

性質を満たすことである．

• 葉ノード: iが葉であるならば，Xi = ∅．

• 導入ノード: iはちょうどひとつの子 j ∈ I を持ち，あ

る v ∈ V \Xj について Xi = Xj + vを満たす．

• 忘却ノード: iはちょうどひとつの子 j ∈ I を持ち，あ

る v ∈ V \Xi について Xj = Xi + vを満たす．

• 結合ノード: iはちょうどふたつの子 j, k ∈ I を持ち，

Xi = Xj = Xk を満たす．

与えられた木分解から好適な木分解への変換は効率良く

行うことができる．

補題 1 ([13]). Gの幅 wの木分解が与えられたとき，Gの

幅 wの好適な木分解を求めるO(w2n)時間アルゴリズムが

存在する．さらに，その好適な木分解は O(wn)個のノー

ドを持つ．

3. 木幅限定グラフ

本節では，辺重み付きグラフ G = (V,E)と Gの木分解

T が与えられたときに，2等分割問題に対する木分解に基

づく動的計画法を与える．この節においては任意の辺重み

関数 w : E → Rを許すこととする．この設定においては
最大 2等分割問題と最小 2等分割問題は等価であるため，

本節では最大化問題として取り扱う．

3.1 FPTアルゴリズム

本節では (T, {Xi : i ∈ I})を幅が w の Gの好適な木分

解とする．ノード i ∈ I について，Vi を Xi または iの子

孫 j ∈ I において Xj に出現するような Gの頂点からなる

集合とする．

以下で示すアルゴリズムは Jansenら [12]が与えたもの

と本質的に等価である．そのため，アルゴリズムの正しさ

については [12]に従う．

T の各ノード i ∈ I と S ⊆ Xi，0 ≤ d ≤ |Vi| につい
て，bs(i, S, d)をG[Vi]の 2等分割 (Ai, Bi)でAi ∩Xi = S,

|Ai| = dであるようなものの中の最大サイズと定義する．

ここで，Ai と Bi それぞれは空であることを許す．以下で

示す動的計画法は bs(i, S, d)の値を木分解に沿ってボトム

アップに計算する．

葉ノード

i ∈ I を葉ノードとする．Vi = Xi = ∅ であるため，
bs(i, ∅, 0) = 0である．

導入ノード

i ∈ I を導入ノードとする．v ∈ Xi \Xj を Xi で導入さ

れる頂点とする．ここで j ∈ I はノード iの唯一の子であ

る．G[Vi]における v の隣接点はすべて Xi に含まれるた

め，各 S ⊆ V と 0 ≤ d ≤ |Vi|について

bs(i, S, d) =

bs(j, S − v, d− 1) + w({v}, Xi \ S) (v ∈ S)

bs(j, S, d) + w({v}, S) (それ以外)
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という再帰式で bs(i, S, d)が計算可能である．ここで，互

いに素な頂点集合 X,Y ⊆ V において w(X,Y )は X と Y

にまたがる辺の重みの総和であるとする．

忘却ノード

i ∈ I を忘却ノードとする．v ∈ Xj \Xi を Xi で忘却さ

れる頂点とする．ここで j ∈ I はノード iの唯一の子であ

る．G[Vi] = G[Vj ]であるため，bs(i, S, d)は以下の再帰式

によって計算できる．

bs(i, S, d) = max(bs(j, S + v, d), bs(j, S, d)).

結合ノード

i ∈ I を結合ノードとし，j, k ∈ I をその子ノードとする．

T の定義よりXi = Xj = Xk である．導入，忘却ノードと

は異なり，bs(i, S, d)をわずかながらに違う考え方に基づ

き計算を行う．この違いはアルゴリズムの正しさについて

は影響を与えないが，計算時間の解析にとっては重要であ

る．各 S ⊆ Xi と 0 ≤ d ≤ |Vi|について，

bs(i, S, d) = max
0≤d′≤d

(bs(j, S, d′)+bs(k, S, d−d′))−w(S,Xi\S)

が成り立つことは Jansenらによって示されている．ここ

では，各 d について上の再帰式を計算するのではなく，

0 ≤ dj ≤ |Vj |と 0 ≤ dk ≤ |Vk|を満たすすべての対 (dj , dk)

について，(i, S, dj + dk)をインデックスに持つ表の値を更

新する動的計画法を考える．このとき，各 S ⊆ Xi につい

て bs(i, S, ∗)の形をした値がO(|Vj ||Vk|)で計算できること
が鍵である．

実行時間の解析

各導入ノードまたは忘却ノード i ∈ Iについてはbs(i, ∗, ∗)
のすべての値を O(2wwn)時間で計算可能である．また，

各結合ノード i ∈ I については bs(i, ∗, ∗)のすべての値を

O(2ww2) +
∑
S⊆Xi

O(|Vj ||Vk|) = O(2w|Vj ||Vk|)

で計算可能である．ここで，左辺の 1 項目はすべての

S ⊆ Xi について w(S,Xi \ S)を求める計算時間である．

再び，j, k ∈ I はノード iのふたつの子であるとする．|Vj |
と |Vk|に対する自明な上界は nであるため，動的計画法全

体の実行時間はO(2wwn3)である．これは補題 1より得る

ことができる．

この素朴な計算時間の見積もりを改善するために，結

合ノードについては別の解析を行う．すべての導入ノー

ドとすべての忘却ノードの計算時間の総和は O(2ww2n2)

である．以下では，全結合ノードについて総計算時間が

O(2ww4n2)で上から抑えられることを示す．各結合ノー

ド i ∈ I について ni =
∑

j⪯i |Xj |とする．ここで，ノー
ド j ⪯ iはノード iまたは iの子孫全体での |Xj |の総和と
する．つまり，ni は |Vi|と一致するとは限らず，一般に

|Vi| ≤ ni である．よって，以下では，∑
Xi: 結合ノード Xi

njnk = O(w4n2). (1)

が成り立つことを示す．このことを確かめるために，各ノー

ド i ∈ IのXiの頂点についてラベル v1,i, v2,i, . . . , v|Xi|,iを

割り当てる．ここで重要なことは，Gのひとつの頂点にふ

たつ以上の異なるラベルが割り当てられることがあり，こ

こでは，それらを異なる頂点とみなすこととする．以下で

は，これらを区別するために，ラベル付き頂点と呼ぶこと

とする．ここで，T が O(wn)ノードもつことと，各ノー

ド i ∈ I について |Xi| ≤ w + 1であることに着目すると，

異なるラベルを持つ頂点の個数は O(w2n)である．これら

に従って式 1を評価すると，各結合ノード i ∈ I について，

njnk の項は，nj 頂点と nk 頂点の異なるラベルを持つ 2部

グラフ上における辺の個数であると解釈できる．また，各

ラベル付き頂点対は (それらを含むノードの最近祖先ノー

ドにおいて)高々 1度しかカウントされないため，式 1は

全体として，O((w2n)2)で上から抑えられる．よって，式

1が得られる．

定理 1. 幅がwのGの木分解が与えられたとき, O(2ww4n2)

時間で最大 2等分割を計算することができる．

3.2 アルゴリズムの最適性

Eibenら [7]は最初の節で説明した (min,+)畳み込み計

算がO(n2−ε)時間で計算できない限り，木の最小 2等分割

問題に対してO(n2−δ)時間アルゴリズムが存在しないこと

を証明した．この結果は，前節のアルゴリズムの nに関す

る依存度が条件付きで最適であることを示している．

この節では，前節のアルゴリズムが木幅に関する依存

度についても，強指数時間仮説 (SETH)[11]のもとで最適

であることを示す．SETH は精細な複雑性 (fine-grained

complexity)の研究においてよく用いられる計算量理論の

仮定であり，その帰結のひとつとして，SETHが正しいと

仮定すると n変数の CNFSATに対する (2− ε)n 時間アル

ゴリズムの非存在性を導くことができる．このことを用い

ることで様々な条件付き計算時間の下界を得ることができ

る．この節の主張を示すために以下の事実を利用する．

定理 2 ([15]). SETHが正しいと仮定すると，幅が wの木

分解が入力として与えられたとき，任意の ε > 0について，

最大カット問題を解く (2 − ε)wnO(1) 時間アルゴリズムは

存在しない．

最大カット問題から最大 2等分割問題へは標準的な帰着

によって下界を示すことができる．最大カット問題のイン

スタンスが与えられたとき，n個の孤立点を加える．この

とき，最大カット問題の最適値の最大 2等分割問題の最適

値は一致する．また，最大 2等分割問題の最適解から最大
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カット問題の最適解を追加して孤立点を除くことで容易に

得られる．この帰着は木幅を保存するため，以下の定理が

得られる．

定理 3. SETHが正しいと仮定すると，幅が wの木分解が

入力として与えられたとき，任意の ε > 0について，最大

2等分割問題を解く (2 − ε)wnO(1) 時間アルゴリズムは存

在しない．

辺の重みを正に限定した場合，最小 2等分割問題に対し

ては上の帰着を利用することはできない．最小 2等分割問

題と最大 2 等分割問題とはいずれも NP 困難であるもの

の，グラフクラスにおける困難性に関しては必ずしも困難

性が一致するとは知られていない．特に平面グラフにおい

ては，最大 2等分割問題が NP困難であるのに対し，最小

2等分割問題の困難性が未解決である，このように疎なグ

ラフにおいての最小 2等分割問題の困難性を証明すること

がそれほど容易ではない．正の重みの最小 2等分割問題に

対する (2 − ε)wnO(1) 時間アルゴリズムの条件付き非存在

性に関しては依然として未解決である．

4. 様々なグラフクラスにおける困難性

本節では，重みなしの無向グラフにおいて，いくつかの

グラフクラスにおいても最大および最小 2 等分割問題が

NP困難であることを示す．第 3.2節においては，最大カッ

ト問題から最大 2等分割問題への帰着を与えた．この帰着

から導かれることとしては，グラフクラス C が，
• C において最大カット問題が NP困難

• 任意のG ∈ C について，Gに任意の個数の孤立点を追

加したグラフ G′ が G′ ∈ C である
を満たせば最大 2等分割問題がグラフクラス C において
NP困難である．よって以下のことがわかる．

定理 4. 最大 2等分割問題はグラフをスプリットグラフ，

比較可能グラフ，AT-freeグラフ，claw-freeグラフに限っ

ても NP困難である．

最大カット問題はスプリットグラフ [1]，比較可能グラ

フ [17]でも NP困難であることが知られている．AT-free

グラフや claw-freeグラフの部分クラスである補 2部グラ

フ (co-bipartite graph)でも最大カット問題が NP困難で

あることが知られている [1]が，このグラフクラスは上の

2番目の条件を満たさない．2部グラフおよび補 2部グラ

フにおける 2等分割問題の困難性は次節で議論する．

与えられたグラフ Gの頂点数が偶数 2nであると仮定す

る．Gの補グラフを Gとすると，Gが大きさ k 以上 2等

分割を持つことと，Gが大きさ n2 − k 以下の 2等分割を

持つことが等価である．よって以下の定理が成立する．

定理 5. 最小 2等分割問題はグラフをスプリットグラフ，

比較不能グラフに限っても NP困難である．

⋯

𝑛#𝑛#

𝑉

𝑉%

図 1 帰着グラフ G′

4.1 2部グラフ

定理 6. 最小 2等分割問題はグラフを 2部グラフに限って

も NP困難である．

証明. 頂点数が偶数である 4-正則グラフにおける最小 2等

分割問題は NP困難であることが知られている [3]．よっ

て，4-正則グラフにおける最小 2等分割問題から帰着する．

4-正則グラフ G = (V,E) が与えられたとする．ただし，

|V | = 2nとする．まず，各辺 e = {u,w}を細分する，すな
わち，eに対応する頂点 ve を用いて，辺 {u, v}を {u, ve},
{ve, w}に置き換える．その後，各 v ∈ V に対して，n3個の

ペンダント点をつける．ペンダント点の集合を V pとする．

このようにして得られたグラフをG′ = (V ∪VE ∪V p, E′)，

ただし VE = {ve : e ∈ E}とする（図 1）．今，Gは 4-正

則グラフなので，|VE | = |E| = (4 · 2n)/2 = 4n であり，

|V ∪ VE ∪ V p| = 2n + 4n + 2n4 = 6n + 2n4 である．ま

た，図 1からわかるように，G′ は 2部グラフである．以

下では，Gが大きさ k以下の 2等分割を持つ必要十分条件

は，G′ が大きさ k 以下の 2等分割を持つことであること

を示す．

Gが大きさ k以下の 2等分割 (V1, V2)を持つとする．こ

こで，|V | = 2nより，|V1| = |V2|である．各 i ∈ {1, 2}に
対して，V ′

i = Viとする．さらに，v ∈ Viのペンダント点も

V ′
i に全て加える．また，u, v ∈ Viとなる辺 e = {u, v}に対
して，ve を V ′

i に加える．ここで，G′ において，V ′
1 , V

′
2 に

含まれていない点は，Gにおけるカット辺 eに対応する点

ve である．これらの点は，V ′
1 ∩ V に含まれる点と V ′

2 ∩ V

に含まれる点を 1点ずつ持つので，ve を V ′
1 と V ′

2 のどち

らに入れても G′ においてカット辺はちょうど 1しか増え

ない．ここで，|V ′
1 | = |V ′

2 |となるように適当にカット辺に
対応する ve を V ′

1 , V
′
2 にそれぞれ加える．

主張 1. |V ′
1 | = |V ′

2 |を満たすように残りの頂点を振り分け
ることができる．

証明. もし，そのように振り分けることができないとする

と，すでに V ′
1 または V ′

2 に属する VE の頂点が 2n + 1以

上であることが観察できる．これは |VE | = 4nより得るこ

とができる．一方で，G[V1]および G[V2]は 4-正則である

ため，高々 2n本の辺しか持てない．これは上で述べた事

実と反するため，主張が成り立つ．
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よって，(V ′
1 , V

′
2)はG′における 2等分割であり，大きさ

は kである．

逆に，G′ における大きさ k の 2等分割 (V ′
1 , V

′
2)が与え

られたとする．

主張 2. 2等分割 (V ′
1 , V

′
2)は，|V ′

1 ∩V | = |V ′
2 ∩V |を満たす．

証明. 背理法で示す．|V ′
1 ∩V | > |V ′

2 ∩V |であると仮定す
る．このとき，|V ′

1 ∩ V | ≥ n+ 1である．今，(V ′
1 , V

′
2)は 2

等分割であるから，|V ′
1 | = 3n+n4である．|V ′

1 ∩V | ≥ n+1

と |V ′
1 | = 3n+n4から，v ∈ V1∩V のペンダント点の中で，

V2 に含まれるものが少なくとも n3 − 2n + 1個存在する．

任意の n ≥ 5に対して，n3 − 2n + 1 > 4n2 > k であるか

ら，(V ′
1 , V

′
2)の大きさが k以下であることに矛盾する．

主張 2より |V ′
1 ∩V | = |V ′

2 ∩V |であるから，V1 = V ′
1 ∩V，

V2 = V ′
2 ∩ V とすると，(V1, V2)は Gにおける 2等分割で

ある．また，その大きさは G′ におけるカット辺かつ V と

VE の間にある辺の総和より小さいので k以下である．

定理 7. 最大 2等分割問題はグラフを 2部グラフに限って

も NP困難である．

証明. 4-正則グラフにおける最小 2等分割問題から帰着す

る．定理 6の G′ を用いて，Gが k以下の 2等分割を持つ

必要十分条件は，大きさ G′ が 2n4 + 8n− k以上の 2等分

割を持つことであることを示す．Gにおける大きさ k の

2等分割 (V1, V2)が与えられて，V ′
1 = V1，V ′

2 = V2 とす

る．さらに，各 v ∈ V1 のペンダント点を V ′
2，各 v ∈ V2 の

ペンダント点を V1 に加える．各 v ∈ VE に関して，もし

N(v) ⊆ V1なら v ∈ V2, N(v) ⊆ V2なら v ∈ V1とする．そ

れ以外の ve ∈ VE に関して，ve は V1 と V2 の点をそれぞ

れ 1点ずつ隣接点として持つので，eは (V1, V2)における

カット辺である．Gは 4-正則グラフなので，辺数は偶数で

あり，|V ′
1 | = |V ′

2 |となるように VE の点を V ′
1，V ′

2 に適当

に加える．今，(V1, V2)の大きさは kなので，(V ′
1 , V

′
2)の大

きさは，2n4 +2 · 4n− kとなる．ここで，|VE | = |E| = 4n

である．

逆に，G′ における大きさ 2n4 + 8n− k 以上の 2等分割

(V ′
1 , V

′
2)が与えられたとする．定理 6と同様に以下を示す．

主張 3. 2等分割 (V ′
1 , V

′
2)は，|V ′

1 ∩V | = |V ′
2 ∩V |を満たす．

証明. 背理法で示す．|V ′
1 ∩ V | > |V ′

2 ∩ V | であると
仮定する．このとき，|V ′

1 ∩ V | ≥ n + 1 である．今，

(V ′
1 , V

′
2)は 2等分割であるから，|V ′

1 | = 3n + n4 である．

|V ′
1 ∩ V | ≥ n + 1 と |V ′

1 | = 3n + n4 から，v ∈ V1 ∩ V

のペンダント点の中で，V1 に含まれるものが少なくとも

n3 − 4n − 1個存在する．このとき，カット辺の数は高々

2·4n+2n4−(n3−4n−1) = 2n4−n3+12n+1となる．k ≤
4n2と 2n4+2·4n−n2−(2n4−n3+12n+1) = n3−n2−4n−1

から，n ≥ 5のとき 2n4 + 2 · 4n− k > 2n4 − n3 + 12n+ 1

となる．これは，(V ′
1 , V

′
2)の大きさが 2n4 + 8n− k以上で

あることに矛盾する．

主張 3より，|V ′
1 ∩ V | = |V ′

2 ∩ V |であり，V とペンダ

ント点の間の辺は 2n4 しかないので，少なくとも 8n − k

本のカット辺が V と VE の間に存在する．もし，VE にお

いて，V1 ∩ V と V2 ∩ V の隣接点を 1つずつ持つ点が kよ

り多いならば，カット数は 8n − k よりも少なくなる．し

たがって，そのような点は高々 k 個しか存在しない．今，

V1 = V ′
1 ∩V，V2 = V ′

2 ∩V とすると，V1∩V と V2∩V の隣

接点を 1つずつ持つ点 ve ∈ VE に対して，eは Gにおける

(V1, V2)のカット辺である．主張 3より |V ′
1 ∩V | = |V ′

2 ∩V |
なので，(V1, V2)は大きさ k以下の 2等分割である．

定理 6，7より，以下の系も得られる．

系 1. 最小 2等分割問題と最大 2等分割問題はグラフを補

2部グラフに限っても NP困難である．

5. ライングラフ

Guruswami [9]は，辺に重みの無いライングラフにおい

て最大カット問題が多項式時間で解けることを示した．本

節では，その方法が最大 2等分割問題にも適用できること

を示す．

G = (V,E)をグラフとする．Gのライングラフとは無

向グラフ L(G) = (VL, EL)で，VL = E，e, f ∈ E が端点

を共有するとき，かつそのときに限り e, f が隣接するよう

なグラフのことである．Guruswamiは頂点の 2分割が最

大カットとなるための十分条件を示し，任意のライングラ

フはその条件を満たす分割をもつことを示した．

補題 2 ([9]). G = (V,E)を (ライングラフとは限らない)

無向グラフとする．C1, C2, . . . , Ck を辺素なクリークの集

合とし，その和集合は E全体を被覆すると仮定する．この

とき，任意の 1 ≤ i ≤ kについて ||A ∩ Ci| − |B ∩ Ci|| ≤ 1

を満たすような V の 2分割 (A,B)が存在するとき，その

(A,B)は最大カットである．

最大 2等分割の大きさは最大カットの大きさ以下である

ため，この補題の 2 分割が 2 等分割であればその最大性

を保証できることがわかる．Guruswamiは以下のように

2分割を構成した．与えられたライングラフ L(G)の基礎

グラフを Gとする．Gにひとつの頂点 r を追加し，その

頂点と Gのすべての奇数次数の頂点と隣接させたグラフ

を G′ とする．まず，G′ が連結である場合を考えると，G′

は閉じたオイラー路を持つ．G′ のオイラー路をひとつ固

定して，rからそのオイラー路に沿って辺を aと bで交互

にラベル付けする．aのラベルがついた辺集合を Aとし b

のラベルがついた辺集合を B とする．このように定義し

た E の 2分割 (A,B)はライングラフ L(G)において補題
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2の条件を満たす．これは，Gの各頂点に接続する辺集合

は L(G)においてクリークを成し，各頂点においてラベル

が aである辺と bである辺の数の差が高々 1であることか

らわかる．次に，(A,B)が 2等分割であることを示す．G′

のオイラー路において rに接続される辺を考えると，最初

に通る辺と最後に通る辺を除けば，aと bのラベルを持つ

辺数が同数である．また，最初の辺は必ず aである．最後

の辺のラベルが aであるとき，全体の辺数は奇数であるた

め最終的に得られる分割は |A| + 1 = |B|である．最後の
辺のラベルが bであるときは，辺数が偶数かつ rに接続す

る辺は同数のラベルを持つため，|A| = |B|である．いず
れの場合も Gにおける aと bのラベルを持つ辺数の差は

高々 1のため，(A,B)は 2等分割である．

G′が連結でない場合にも，各連結成分で閉じたオイラー

を考え，それらの辺集合を適切に分割することで，全体の

辺集合を補題 2を満たすような 2等分割を得ることがで

きる．

ライングラフが与えられたとき，その基礎グラフは線形

時間で計算可能であり [14], [18]，その基礎グラフにおける

オイラー路も線形時間で計算可能であるため，ライングラ

フ上の最大 2 等分割問題は線形時間で解くことが可能で

ある．

6. おわりに

本稿では，最大/最小 2等分割問題に対して，グラフの幅

w の木分解が入力して与えられたとき，O(2ww4n2)時間

で動作する動的計画法を与えた．これは Eibenら [7]らの

実行時間 O(8ww5n2 log n)を完全している．また，Eiben

らの下界の結果と SETHから導かれる下界を用いること

で，本結果の実行時間は幅 w と頂点数 nのいずれについ

ても (条件付きで)最適であることがわかった．また，グ

ラフクラフを制限した場合の 2等分割問題の容易さ/困難

さは未解決であるものが多い．特に，平面グラフにおける

最小 2等分割問題の複雑性は未解決である．さらには，最

大カット問題の複雑性が未解決であるグラフクラスにおい

て，最大/最小 2等分割が効率よく解けるかどうかは興味

深い問題である．特に，順列グラフや区間グラフにおける

最大カット問題の複雑性は長年未解決であり，2等分割の

ようにさらなる制約が付与されたときに問題を簡単にし得

るかどうかは未知である．
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