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高スケーラブル・安定的なSA-AMG法に向けた
ニアカーネルベクトル自動抽出手法に関する研究
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概要：本論文では，マルチレベルな解法である多重格子（Multigrid）法の 1種である SA-AMG（Smoothed
Aggregation-Algebraic MG）法の，一般の問題に対する高スケーラブル・安定化に向け，粗いレベルでニ
アカーネルベクトルを抽出，さらに適切な抽出本数を予測する手法を提案する．Multigrid法は，高速で安
定な収束性やスケーラブル性を持つ解法として広く知られているが，悪条件の問題においては収束性が悪
化する傾向にあることが知られている．著者らの先行研究などから，SA-AMG法において粗い問題生成時
に，問題に応じたニアカーネルベクトル e（Ae ≈ 0となる非ゼロベクトル）の設定により，より高速で安
定な収束が実現できることが分かっている．このベクトルに関して，αSA法や著者らによる先行研究があ
る．αSA法は，全階層の問題行列を網羅するようなニアカーネルベクトルを，1本ずつ抽出する手法であ
る．著者らは 1本のベクトルのみに基づいて，全階層を完全に網羅することは難しいと考えた．そこで先
行研究では，与えられた問題行列が置かれる 1階層目のみ抽出を行う手法を提案した．数値実験により，
適切な本数のニアカーネルベクトルを用いることで，先行研究の手法は有用となることを示した．本論文
では新たな抽出手法として，粗いレベルのニアカーネルベクトルは，独立に粗いレベルで新たに複数本抽
出および追加し，さらに抽出時点で適切な抽出本数を予測する手法を提案する．数値実験により，用途に
応じて適切なパラメータを設定することで，本手法が従来手法と比べ，有用となることが分かった．
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Abstract: In this paper, we propose the extraction method of near-kernel vectors at coarser levels and the
prediction method of the optimum extraction number for high scalable and stable SA-AMG method at gen-
eral problem. SA-AMG method is one of the Multigrid method. Multigrid method is known as the method
which has fast and stable convergence and scalability. But, the convergence tends to deteriorate in bad
condition problem. From our previous study, by using optimum near-kernel vectors when the multilevel
matrices are made, the convergence of SA-AMG becomes good. There are some study about near-kernel
vectors, like αSA and our previous study. αSA is the extraction method of near-kernel vectors that covers
all level’s matrices. We consider that it is difficult to cover all level’s matrices completely. Therefore, in our
previous study, we propose the extraction method of near-kernel vectors at only level 1 where the original
matrix is placed. By numerical experiments, this method is good by setting optimum number of near-kernel
vectors. In this paper, we propose new extraction method that extracts at coarser levels and predict the
optimum number of near-kernel vectors. By numerical experiments, our proposed method is good by setting
optimum parameters according to the application.
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1. はじめに

有限要素法，差分法のようなコンピュータによるシミュ

レーションに基づく計算科学は，最終的に連立 1次方程式

Ax = bを解くことに帰着されることが多い．近年では，

より複雑な問題を正確にシミュレートすることが求められ

ており，それにより問題の大規模化が進んでいる．そのた

め，大規模連立 1次方程式を高速かつ安定に解く手法の開

発は急務となっている．

そこで，大規模連立 1次方程式を高速に解く手法として

Multigrid法が使用されている．Multigrid法は，与えられ

た問題行列から粗い問題を再帰的に生成する問題生成部

（以下，構築部）と，それらを用いて問題を解く反復解法部

（以下，解法部）に分かれている．これにより，Multigrid法

は様々な波長の誤差成分を効率良く減衰させ，高速で安定

な収束やスケーラビリティを実現している．Multigrid法

は大きく分けて，幾何的Multigrid（GMG）法と，代数的

Multigrid（AMG）法 [1]に分かれており，本研究ではAMG

法を対象とする．AMG法の中でも階層行列の生成方法に

より，さらに様々な派生解法が存在する [2]．本研究では

特に，Smoothed Aggregationに基づく AMG（SA-AMG）

法と呼ばれる手法を対象とした [3], [4], [5]．この手法は多

くの問題に対して有用であることが知られており，広く用

いられている解法となっている．

SA-AMG法における構築部では，問題行列に基づくグ

ラフ構造を作成し，それを基にアグリゲートと呼ばれる節

点集合を作成する．これを再帰的に行うことで，次元数の

より小さい複数の行列を作成する．解法部では，構築部で

階層的に生成された行列を用い，Gauss-Seidel法などの緩

和法を用いて問題行列を解く．このとき，Multigrid法で

は主に，V-cycleと呼ばれる手法を用いて階層的に解いて

いく（詳細は 2.2.2 項で述べる）．元の問題行列などの大規

模な問題が設置される階層（レベル）を細かいレベル，問

題行列から生成された小規模な行列が設置される階層（レ

ベル）を粗いレベルと呼ぶ．

SA-AMG法は，収束しにくい誤差成分を粗いレベルで効

率良く減衰させることで，高い収束性を実現している．こ

こで，収束しにくい成分とは，一般にニアカーネルベクト

ルと呼ばれ，問題行列 Aとの行列ベクトル積が 0に近くな

るような非ゼロベクトルをいう．Gauss-Seidel法のような

通常の定常反復解法で解いた際，この成分が収束の停滞を

引き起こす要因となることが知られている．SA-AMG法

ではこのような誤差成分を効率良く減衰させるため，構築

部においてニアカーネルベクトルを用いて粗いレベルの行

列を生成する．これにより，粗いレベルの行列に誤差成分

が射影され，誤差成分を効率良く減衰させることが可能と

なる．その結果，残差を効率良く収束させることができる．

本研究の手法は一般の問題を対象としている．本研究で

はその中で，3次元弾性体の問題を用いて実験を行い，本

研究の手法の有用性を検証した．この問題では平行移動成

分と回転成分がニアカーネルベクトルとして知られている

（詳細は 3.1 節で述べる）．著者らによる先行研究により，

SA-AMG法においてこれらのニアカーネルベクトルを設

定することにより，反復回数と実行時間双方で改善がみら

れることが分かっている（3.2 節で示す）．しかし，これは

問題設定に依存したものであり，すべての問題において適

用できるものではない．すべてのユーザが，対象とする問

題の物理的性質に基づいた，適切なニアカーネルベクトル

の設定を行うことができるとは限らない．SA-AMG法の

高い収束性をより多くの問題に対して生かすために，係数

行列 Aから適切な数のニアカーネルベクトルを，代数的に

効率良く抽出する手法の開発が急務である．そこで著者ら

は，問題行列に応じた適切なニアカーネルベクトルの設定

方法と，その効果についての研究を行ってきた．著者らの

現在までの研究では，αSA法 [6]と呼ばれる手法を基に，

ニアカーネルベクトル抽出の効率化のため，V-cycleを用

いてレベル 1（元の問題行列が置かれる最も細かいレベル）

のみにおいて，問題行列からニアカーネルベクトルを複数

本抽出する手法の提案，および有用性の検証を行った（詳

細は 4 章で述べる）．そして，その手法で抽出したニアカー

ネルベクトルを SA-AMG法に適切な本数設定する（適切

な本数の設定については，4.2.3 項で実験結果を交え，詳細

を述べる）ことで，平行移動成分と回転成分を設定した場

合よりも，反復回数と実行時間双方で改善がみられること

が分かった [7]．

文献 [6]や [7]を含め，従来の関連研究では，階層の全レ

ベルにおいて同一本数のニアカーネルベクトルを用いて設

定を行っている（たとえば，細かいレベルで 3本設定した

場合，粗いレベルでも 3本用いて計算を行っている）．こ

れは SA-AMG法では通常，細かいレベルのニアカーネル

ベクトルをもとに，次の粗いレベルのニアカーネルベクト

ルを生成しているためである．しかし著者らは，細かいレ

ベルから生成されたニアカーネルベクトルだけでは，粗い

レベルの行列におけるニアカーネルベクトル成分の減衰が

不十分であり，高い収束性を生かしきれていないのではな

いかと考えた．また文献 [7]において，ニアカーネルベク

トルを「適切な」本数設定することができれば，改善がみ

られることが分かった．しかし文献 [7]でさらに，多く設

定することで必ずしも改善するとは限らないことも分かっ

た．そのため，適切なニアカーネルベクトル設定本数の検

証が必要であるが，従来では抽出本数のとりうるすべての

パターンを網羅する必要があり，検証に膨大な時間を必要

としてしまうという問題があった．そのため，より高い実

行効率を得るためには，適切な本数を抽出時点で判明させ

ることが理想である．

本研究の最終目標は，SA-AMG法の適用性（Applicabil-
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ity）の拡張である（適用性について，本研究では，SA-AMG

法の適用可能な問題の範囲とする）．上記で述べたように，

SA-AMG法の高い収束性を多くの問題で生かすためには，

適切な数のニアカーネルベクトルを，効率良く抽出する手

法の開発が急務である．そこで本研究では文献 [7]の手法

を改良し，粗いレベルでニアカーネルベクトルを複数本抽

出し，抽出時において適切な設定本数を予測する手法の提

案を行う．そして，SA-AMG法において本手法を用いる

ことによる有用性を，従来手法と比較することで検証した．

本論文は 6つの章にわかれている．まず 2章でMultigrid

法の概要，およびMultigrid法の派生解法であり，本研究

で用いている SA-AMG 法の概要を示す．次に，3 章で，

ニアカーネルベクトルについての詳細な説明を行う．その

後，4 章において，本研究で用いたニアカーネルベクトル

抽出手法の概要，5 章で適切なニアカーネルベクトル設定

本数予測手法付き抽出手法の概要および数値実験を交えた

有用性の検証をそれぞれ行う．最後に，6 章で本論文のま

とめとする．

2. Multigrid法

2.1 Multigrid法の概要

有限要素法のような格子を用いて離散化した問題に対

し，Gauss-Seidel法のような定常反復解法を適用すると，

メッシュサイズと同じサイズの誤差が早く減衰し（空間的

高周波成分），長い波長の誤差は減衰しにくい（空間的低

周波成分）ことが知られている．そこで，Multigrid法で

はこの性質に着目し，粗い格子を階層的に生成し，それら

を用いることで，低周波成分を効率良く減衰させ，高速で

安定な収束やスケーラビリティを実現している．Multigrid

法の大きな特徴として，収束性が問題サイズによらないス

ケーラブル性があり，大規模問題に対して非常に有効な

解法となっている．Multigrid法にはさらに，空間離散化

の情報に基づき粗い格子を生成する幾何的マルチグリッ

ド（Geometric Multigrid，GMG）法と，一般の連立 1次

方程式 Ax = bの係数行列 Aの情報のみに基づき粗い格

子を生成する，代数的考察に基づいた代数的マルチグリッ

ド（Algebraic Multigrid，AMG）法が存在する．GMG法

は粗い格子の生成に空間離散化の情報が必要となる．一

方，AMG法は係数行列 Aのみでよく，不規則メッシュ状

の問題やメッシュそのものが存在しない問題まで適用で

きるため，一般に AMG法のほうが対象とする問題の適用

可能範囲が広い．そのため本研究では，AMG法を対象と

し研究を行っている．AMG法の中でも，粗い格子の生成

方法により，さらに様々な解法が存在する [2]．本研究で

は，その中で特に SA-AMG法に着目して研究を行ってい

る [3], [4], [5]．次節より，AMG法についてより詳細な説

明を行い，次に SA-AMG法についての説明を行う．

図 1 構築部の概要

Fig. 1 Setup part.

2.2 AMG法

AMG法は上記でも述べたとおり，一般の連立 1次方程

式 Ax = bの係数行列 Aの情報のみに基づき粗い格子を生

成する Multigrid法である．Multigrid法では一般に大き

く分けて，与えられた問題行列を複数段階に分けて小規模

な行列を生成し（構築部），これらを用いて問題行列を解く

（解法部），2つの処理からなる．以下の 2.2.1 項と 2.2.2 項

において，AMG法における構築部と解法部の流れを説明

する．

2.2.1 構築部

AMG 法の構築部の概要を図 1 に示す．構築部では細

かいレベルの問題行列を基に，未知数間のグラフ構造を作

り，次のレベルに残す未知数を選択する．そして，粗いレ

ベルの問題行列や，階層移動の際に必要となる補間演算子

Prolongation（P）行列と Restriction（R）行列を生成す

る．これを再帰的に行うことで，階層的に行列を生成する．

図 1 のように，1レベル目は与えられた問題行列が置かれ，

階層が下がるにつれて問題行列より小規模な行列を生成す

る．階層数は問題サイズによって可変となる．AMG法で

は一般に，粗いレベルの問題行列は，横長の Restriction行

列と縦長の Prolongation行列，さらに現階層の問題行列

とで行列行列積（RAP）を行うことで作成する．また一般

に，R = P t と設定する．

2.2.2 解法部

次に，解法部の構造を図 2 に示す．解法部は，主に行列

ベクトル積と緩和法から成り立つ．この図のように，最上

層に与えられた問題行列（A1）が設置され，階層が下がる

につれて，問題行列より小規模な行列（A2, A3, . . .）が設

置される．階層数は問題サイズによって可変となる．解法

部の計算を Algorithm 1に示す．

階層移動（Coarse grid correctionの箇所）では，構築部で

作成された補間演算子の Prolongation行列と Restriction

行列を使う．階層を下りる際には，現階層の残差を計算し，

横長の Restriction行列と行列ベクトル積を行うことで短
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図 2 解法部の概要（V-cycle）

Fig. 2 Solution part (V-cycle).

Algorithm 1 解法部（V-cycle）
Pre-smoothing: x̃l ← Sl(xl, bl)

Coarse grid correction:

rl ← bl −Alx̃l

bl+1 ← Rlrl

if l + 1 = L then

ALxL = bL を直接法（例；LU 分解）で解く．
else

l + 1 において xl+1 = 0 とし Pre-smoothing から計算．
end if

xl ← xl + Plxl+1

Post-smoothing: xl+1 ← Sl(xl, bl)

S(x, b): Ax = bに対するスムーザの適用
l = 1, 2, . . . , L: レベル

いベクトルを生成し，1つ下の階層で利用する．階層を上

る際は，現階層の解と縦長の Prolongation行列との行列ベ

クトル積を行うことで長いベクトルを生成し，1つ上の階

層の補正解として利用する．複数の階層を行き来する様子

が V字を連想させるため，このような解法部を V-cycleと

呼ぶ．

補間演算子から行列の階層構造が生成されるため，Multi-

grid 法では補間演算子の生成方法は重要となる．この補

間演算子の生成手法により様々な AMG法が存在する [2]．

AMG法の代表的な手法の 1つとして，Stuben [8]や，Brandt

ら [9]による，classicalな AMG法がある．この手法では，

あらかじめ粗いレベルに移動させる節点集合 C と，C 以

外の節点集合 F に分割する．そして，それらの集合を基に

集約を行う．また別の手法として，本研究で対象としてい

る SA-AMG法がある．この手法では，問題行列のみから

未知数間の依存関係を定義する．そして，依存関係のある

未知数どうしで集合を作り，その集合内で重み付けをして

補間演算子を生成する．その後，生成された補間演算子を

基に，集約を行う．SA-AMG法は様々な分野で利用され

ており，AMG法の代表的な手法の 1つとなっている．

2.3 SA-AMG法 [3], [4], [5]

SA-AMG法では，問題行列に基づく節点と辺で構成され

たグラフ構造を用いて粗い問題を作成していく．ここで，

図 3 アグリゲート生成の概要

Fig. 3 How an aggregate is made.

問題行列の各行が節点に対応し，非ゼロ要素が辺に対応し

ている．粗い問題を作成する際に，節点全体をアグリゲー

トと呼ばれる節点集合に分解する．アグリゲートは図 3 の

ように，次の粗いレベルで 1つの節点に対応し，グラフ構

造である節点を中心に近くの節点をまとめた節点集合と定

義される．アグリゲート生成は具体的に，以下の式によっ

て生成される．

Ni(ε) = {j : |Aij | ≥ ε
√

|Aii||Ajj |} ∪ {i} (1)

ここで，Ni は i番目のアグリゲート，Aij は行列 Aの i行

j 番目の要素を示す．この式に示すとおり，i番目のアグ

リゲートは i番目の要素に対応する節点かつ，絶対値が対

角成分に対し比較的大きい非対角成分の要素に対応する

節点で構成される．またそのうえで，補間の関係上すべて

の要素がどこかしらのアグリゲートに属していなければ

いけない．そのため，任意の節点がどこか 1 つのアグリ

ゲートに属するように，アグリゲートを生成する．このア

グリゲート内の未知数に重み付けをすることで補間演算子

を計算し，行列の階層構造を作成する．補間演算子である

Prolongation行列と Restriction行列は，行列の階層構造

を作成する際に用いられる．著者らの研究から，これらの

行列の生成にニアカーネルベクトルを用いることで，収束

性をさらに高められることが分かっている．このことにつ

いては，次章の 3.1 節および 3.2 節で詳しく述べる．

3. ニアカーネルベクトル

3.1 ニアカーネルベクトルの概要

ニアカーネルベクトルとは，Ae ≈ 0となる非ゼロベクト

ル eをいう（代数的に滑らかな成分とも呼ばれる）．2.1 節

で述べたとおり，Gauss-Seidel法のような定常反復解法を

数回適用すると，高周波成分が早く減衰し，低周波成分だ

けが残るという現象がある．つまり，定常反復解法の反復

行列を S と定義すると，Se′ ≈ e′ となる低周波成分 e′ が

存在する．これにより，定常反復解法において一定回数の

反復の後は，収束性が悪化することが多く見受けられる．

この成分 e′ はニアカーネルベクトル eと同値である．こ

れはたとえば，定常反復解法として減速 Jacobi法を用いる

とすると S = I − ωD−1Aであり，Se′ ≈ e′ を整理すると

ωD−1Ae′ ≈ 0（ω �= 0）が得られ，両辺に対角要素を示す
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行列Dと 1/ωをかけることで，Ae′ ≈ 0が導かれる．これ

より，e′ = e（少なくとも e′ ≈ e），つまり低周波成分とニ

アカーネルベクトルが同値であることが分かる [10], [11]．

AMG法では，このようなニアカーネルベクトル成分を

効率良く減衰させることで，高い収束性を実現している．

具体的には，近似解 uにニアカーネル成分 eが含まれる

とき，適当な vを選んで新しい近似解 ũ = u + Pvのニア

カーネル成分 ẽ = e + Pv を 0にすることを考える．ここ

で単純化のため，2レベルの AMG法を考えると，図 2 の

V-cycleの式から，粗いレベルにおける方程式はA2v = Rr

と表現できる．ここで，A2 = R2A1P2(R = PT )（Aは正

定値対称行列）と設定されていれば，変分原理より新しい

近似解 ũのニアカーネル成分 ẽ = e + Pvが最小になるこ

とが知られている [10], [11]．つまり，以下が成り立つ．

||e + Pv||A = min
w

||e + Pw||A (2)

これらより，補間演算子であるProlongation行列（Restric-

tion行列）を適切に選ぶことで，ニアカーネル成分を効率

良く減衰できる．ここで，適切な Prolongation行列を設

定するためには ẽ = e + Pv から，e ∈ Im P となること

が必要である．そこで SA-AMG法では，ニアカーネルベ

クトルを用いて，Prolongation行列の作成を行っている．

Prolongation行列の作成に用いるニアカーネルベクトルを

1次独立かつ適切にとることができれば，Prolongation行

列の各行ベクトルの線形結合によりニアカーネルベクトル

を表現することが可能となり，e ∈ Im P が成り立つ．以上

より Multigrid法の特徴である高い収束性の実現のため，

実際に SA-AMG法を適用する際には，ニアカーネルベク

トルの生成および設定方法の確立が必要不可欠となる．

問題の性質からニアカーネルベクトルが特定できる場合

もある [12]．たとえば，本研究で用いている弾性体の問題

では，平行移動成分と回転成分がニアカーネルベクトルと

して知られている．弾性体問題は，物体に力が加えられた

ときの，物体の変形をシミュレートする問題である．弾性

体問題は連立 1次方程式 Au = f に帰着できる．ここで，

uは物体の変位，f は物体に加えられた力を示す．平行移

動や回転は物体の変形がともなわないため，物体自体に力

が加わらない，つまり右辺ベクトル f が 0となることが知

られている．弾性体の問題を対象としている場合，これら

を SA-AMG法に用いることで，収束性が高まる．これに

ついては，次節の 3.2 節で，数値実験による結果を示す．

ニアカーネルベクトルの補間演算子への設定方法の概要

を示す [3], [4], [5]．レベル lにおける補間演算子の生成を，

Algorithm 2に示す．

レベル l + 1以降においても同様の操作を行い，階層ご

とに補間演算子 Pl+1, Pl+2, . . .を生成する．

以上の補間演算子作成の流れを，図 4 に図示する．図 4

は 2本のニアカーネルベクトルを用いて，問題 Aから 2つ

Algorithm 2 補間演算子生成方法
Step.1 Decomposition and Restriction

ニアカーネルベクトル群 Vl から，生成されたアグリゲート情報を
基に，1 次行列 S1, S2, . . . (S ∈ R

Nl×Nv

) を作成する（2.3 節で
も述べたように，アグリゲート数は次の節点数 Nl+1 と同一である
ことに注意）

for i = 1 to Nl+1 do

for kernel num = 1 to Nv do

Sj,kernel num
i ← vj,kernel num

l |j∈Ci
,

end for

end for

Step.2 QR decomposition

S に対して QR分解を行い，直交行列 Q ∈ R
Nl×Nv

と上三角行列
R ∈ R

Nv×Nv

を生成する．
for i = 1 to Nl+1 do

S̃i → QiRi

end for

その後，Qを基に仮の補間演算子 P̃l ∈ R
Nl×(NvNl+1) を生成する．

for i = 1 to Nl+1 do

P̃
·,(i−1)Nv

l ← Qi

end for

次のレベルのニアカーネルベクトル Vl+1 を，R行列を基に作成す
る．P̃ の作成時に使用したアグリゲート情報から，行列 R は次の
粗いレベルの節点と対応できる．行列 R を次レベルの節点情報を
基に組み合わせ，次レベルのニアカーネルベクトルを作成する．

for i = 1 to Nl+1 do

v
(i−1)Nv ,·
l+1 ← Ri

end for

Step.3 Final smoothing

P̃ をこのまま Prolongation行列として用いてもよいが，最後に要
素間の係数を滑らかにするため，スムーザを適用する．本研究では
減速ヤコビ法を適用しており，以下のように表記される．

Pl ← (I − ωD−1Al)P̃l

Ci: i 番目のアグリゲートに含まれる要素集合
Nl: レベル l における未知数個数
Nv: ニアカーネルベクトルの設定本数
ai,j

l : レベル l におけるベクトル aの i行 j 列目の要素（行要素す
べてを参照する場合は a·,j

l ，列要素は ai,·
l と表記）

Pl = {p·,1
l , p·,2

l , . . . (p ∈ R
Nl)}: レベル l における Prolongation

行列
Vl = {v·,1

l , v·,2
l , . . . (v ∈ R

Nl )}: レベル l におけるニアカーネル
ベクトル群の行列
D: A の対角要素
ω: 減速係数

のアグリゲートが作成されたときの，Prolongation行列の

作成方法を図示している．図 4 のように，まずアグリゲー

トの節点番号に対応したニアカーネルベクトルの列要素を，

1次行列 S に入力する（a）．その後，S に対し QR分解を

行い，算出された行列 Qを仮の補間演算子 P̃l に入力する

（b）．同時に算出された行列 Rは，アグリゲート情報を基

に，次レベルのニアカーネルベクトル Vl+1 の構築に用い

られる（c）．最後に，仮の補間演算子 P̃lに緩和法を適用す

る（d）．以上の操作を行うことで，補間演算子 Pl や次レ

ベルのニアカーネルベクトル Vl+1 が生成される．図 4 の
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図 4 補間演算子（Prolongation 行列）の生成方法

Fig. 4 The construction of the interpolate matrix (Prolonga-

tion matrix).

例では Levell + 1において，ニアカーネルベクトルを要素

番号と対応させるために，1要素が 2 × 2のブロック行列

として扱う必要がある．このように，次レベルにおけるニ

アカーネルベクトル Vl+1 は，1節点が Nv × Nv のブロッ

ク行列として扱うこととなる．図 4 は 2本のニアカーネル

ベクトルを用いた例だが，本研究の SA-AMG法では，よ

り多くのニアカーネルベクトルを設定することができる．

その場合，Step.1における補間演算子の候補行列 P̂ の行列

サイズが大きくなり，結果として計算量が増加する．その

ため，ニアカーネルベクトルを複数本設定することで反復

回数が減少するが，1反復あたりの計算時間が増加すると

いった，トレードオフが発生すると考えられる．

図 5 事前実験における問題設定

Fig. 5 Problem settings at the previous experiment.

表 1 事前実験における比較対象

Table 1 The comparison of the previous experiment.

比較対象 ニアカーネルベクトル設定本数

Case 1 1（要素がすべて 1 の定数ベクトル）

Case 2 3（平行移動成分のみ）

Case 3 6（平行移動 + 回転成分）

図 6 ニアカーネルベクトル設定による SA-AMG 法の反復回数の

変化（事前実験結果）

Fig. 6 The effect of the convergence of SA-AMG method by

setting near-kernel vectors (the result of the previous

experiment).

3.2 事前実験

3.2.1 SA-AMG法におけるニアカーネルベクトル設定

による収束性検証

図 5 と表 1，および図 6 に，SA-AMG 法においてニ

アカーネルベクトルを複数本設定することによる反復回数

の変化を示すための，事前実験の問題設定と比較対象，お

よびその結果を示す．図 5 にこの実験で対象とした問題

を示す．この問題は 3次元弾性体問題である．弾性体の問

題については，4.2.1 項で詳しく説明する．この弾性体の

問題は，上半分が柔らかい物体に対して，ある一部分に力

を加え，どのように変形するかを解く問題となっている．

また，ヤング率を上半分が 0.8，下半分を 1に設定してい

る．反復の終了条件は相対残差が 1.0× 10−7となったとき

とした．また，問題サイズについては，1プロセスあたり

6 × 15 × 60としたウィークスケーリングで計測を行った．

さらに表 1 において，事前実験における比較対象を示す．

表 1 に示すように，事前実験ではニアカーネルベクトル

の設定本数により，3種類の比較対象を用意し実験を行っ
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図 7 本研究で用いた 2 次元定常熱伝導問題の問題設定

Fig. 7 The problem settings of 2D heat transfer problem.

た．図 6 に，収束までに必要とした反復回数のグラフを示

す．グラフの横軸はプロセス数であり，縦軸は反復回数と

なっており，下に行くほど反復回数が少なく，収束性が良

いことを示している．図 6 より，ニアカーネルベクトルを

複数本設定することで，収束性の改善がみられることが分

かる．これは，適切なニアカーネルベクトルが設定できて

いるため，このような傾向がみられたと考えられる．本研

究では数値実験において，ニアカーネルベクトルを問題行

列から抽出することにより，これらのベクトルよりもさら

に反復回数の改善が可能となる性質の良いニアカーネルベ

クトルが設定できるかの検証も行う．

3.2.2 2次元定常熱伝導問題に対するニアカーネルベクト

ル設定による収束性検証

前項において，3次元弾性体問題においてニアカーネル

ベクトルの複数本設定による，収束性における有用性を検

証した．そこで，3次元弾性体問題以外の問題に対しても，

ニアカーネルベクト設定の有用性を示す．本項では，2次

元定常熱伝導問題

∂

∂x

(
λx,y

∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
λx,y

∂u

∂y

)
+ Ḟ (x, y) = 0 (3)

（ただし，本実験では 4面における領域境界 Γ上でDirichlet

境界条件（Δu(x, y) = 0（x, y ∈ Γ））を付している）に対

し，ニアカーネルベクトルを複数本設定した際の有用性を

示す．本実験で使用した問題の概要を図 7 に示す．図 7

のように，本実験の問題では 4つの領域に分割し，それぞ

れの領域で異なるパラメータ設定を行った．まず，要素数

をX1 = X3 = 32，X2 = X4 = 128，Y = 160と設定した．

また，領域 1においての発熱量 Ḟ を，節点座標 (x, y)に

依存するように設定し（本実験では Q = 1.0に設定），そ

の他の領域では Ḟ = 0.0に設定した．さらに熱伝導率を，

領域 1や領域 2および領域 4では λ1 = λ2 = λ4 = 1.0と

設定し，領域 3における熱伝導率 λ3 を，他領域と同等の

λ3 = 1.0と不均質性を持たせた λ3 = 0.067の 2種類の設

定において実験を行った．

本実験の結果を以下に示す．本実験では，Oakforest-

PACSスーパーコンピュータシステムにおいて，1コアの

みを用いて実験を行った．また本実験では比較対象として，

ポアソン方程式や拡散方程式のニアカーネルベクトルとし

表 2 2次元定常熱伝導問題に対するニアカーネルベクトル設定本数

による反復回数の変化（均質性問題，λ3 = 1.0）

Table 2 The result of the number of iteration at 3D heat trans-

fer problem (isotropic problem, λ3 = 1.0).

ニアカーネルベクトル設定本数

1p 1p+1 1p+2 1p+3 1p+4

レベル 1 のみ 5 4 4 3 3

粗いレベルで抽出：+1 — 4 4 3 3

粗いレベルで抽出：+5 — 4 4 3 3

表 3 2次元定常熱伝導問題に対するニアカーネルベクトル設定本数

による反復回数の変化（不均質性問題，λ3 = 0.067）

Table 3 The result of the number of iteration at 3D heat trans-

fer problem (anisotropic problem, λ3 = 0.067).

ニアカーネルベクトル設定本数

1p 1p+1 1p+2 1p+3 1p+4

レベル 1 のみ 81 4 4 3 3

粗いレベルで抽出：+1 — 4 4 3 3

粗いレベルで抽出：+5 — 4 4 3 3

て知られている定数ベクトル (1, 1, . . .)T を，ニアカーネル

ベクトルとして設定した際の結果を 1pとして記載してい

る．均質性問題（λ3 = 1.0）における結果を表 2，不均質

性問題（λ3 = 0.067）における結果を表 3 に示す．不均質

性が強い問題では条件数が大きくなり，それにともない収

束性も悪化する．実際，表 3 の 1pでは収束性の悪化が見

受けられる．しかし，ニアカーネルベクトルを適切に設定

することで，高い収束性を発揮していることが分かる．さ

らに，ニアカーネルベクトルの設定本数を増加させること

で，さらに収束性の改善がみられることも分かる．以上よ

り，ニアカーネルベクトルを適切に設定することで収束性

が改善し，特に不均質性が強い，条件数が大きい問題に対

して高い効果を発揮することが分かる．4 章と 5 章では，

本研究における提案手法の説明および有用性の検証を行う

が，数値実験では 3次元弾性体問題に着目し実験を行う．

3.3 ニアカーネルベクトル抽出手法に関する先行研究

3.3.1 関連研究

3.2 節から，ニアカーネルベクトルの設定が SA-AMG法

の収束性に大きくかかわることが分かる．そのため，どの

ようなニアカーネルベクトルを設定するかを決めることは，

SA-AMG法において重要なこととなる．通常，このニア

カーネルベクトルの設定に関しては，問題の性質から予想

されるベクトルを用いることで収束性の改善を図ることが

多い [12]．文献 [12]では，薄板弾性体問題 [12], [13]におい

て，SA-AMG法の適用とその結果が報告されている．文

献 [12]における研究では，回転成分 (0,−z, y)，(z, 0,−x)，

(−y, x, 0)（(x, y, z)は節点要素の座標）がニアカーネルベ

クトルとして用いられている．しかし，このベクトルのみ

c© 2019 Information Processing Society of Japan 52



情報処理学会論文誌 コンピューティングシステム Vol.12 No.3 46–63 (July 2019)

Algorithm 3 αSA法
Given : B1

Select : x1

for n = 1 to extract number do

for l = 1 to L− 1 do

x̃l ← V cycleµ(Alxl = 0)

Bl ← [Bl, x̃l ]

Bl+1 ← P T
l Bl

xl+1 ← Last col. of Bl+1

Multilevel creation(Bl+1)

end for

for l = L to 2 do

xl−1 ← Pl−1xl

end for

end for

Output x1 as near-kernel vector

extract number：抽出したい本数
Alevel：レベル level における問題行列 A

V cycleµ(Ax = 0)：Ax = 0 を対象に V-cycle を μ 回適用
Blevel：レベル level におけるニアカーネルベクトル候補群の行列
[B, x]：行列 B の最終列へのベクトル xの追加
Multilevel creation(Bl)：行列 B を基に，補間演算子 Pl, Pl+1,

. . .，および階層行列 Al, Al+1, . . . を再生成

で十分なニアカーネルベクトルが設定できているとは限ら

ない．また，これは問題設定に依存したものであり，すべ

ての問題において，対象とする問題の物理的性質に基づき

適切なニアカーネルベクトルを予測できるとは限らない．

そこで，ニアカーネルベクトルを問題行列から抽出する手

法が提案されてきた．この手法により，上記のようなニア

カーネルベクトル設定の際に起こる問題を解消することが

できると考えられる．

ニアカーネルベクトルを抽出する手法に関しての関連

研究はいくつか存在する．まず，Brezinaらにより提案さ

れた αSA法である [6]．αSA法は，問題行列から V-cycle

（Multigrid法の解法部）を用いてニアカーネルベクトルを

抽出する手法である．αSA法の概要を Algorithm 3 に示

す．Algorithm 3 内の Multilevel creation(Bl) は，ニア

カーネルベクトル群の行列 Bl を基に，レベル l 以下の粗

いレベルにおいて，3.1 節で述べた補間演算子 Pl, Pl+1, . . .

の生成，および生成された補間演算子に基づき階層行列

Al, Al+1, . . .の再生成を行う処理とする．

αSA法の概要を図示したものを図 8 に示す．このよう

に αSA法は，1本のベクトルに基づき全階層における行列

を網羅するように，ニアカーネルベクトルを抽出する．

そのほかにも，Brezina らにより提案された Spectral

AMG法と呼ばれる手法がある [14]．この手法では，まず

有限要素法の単位要素から，その要素ごとにおける小行列

を生成する．その後，生成された複数の小行列に対し，そ

れぞれ 0固有値に近い固有ベクトルを求める．最後に，以

上のように各要素で計算されたベクトルを，それぞれの要

素番号に対応するように組み合わせ，ニアカーネルベクト

図 8 αSA 法の概要

Fig. 8 The summary of αSA method.

Algorithm 4 著者らの先行研究 [7]におけるニアカーネル

ベクトル抽出手法
Given : B

Select : x

for n = 1 to extract number do

x← Random()

x̃← V cycleµ(Ax = 0)

B ← [B, x]

Multilevel creation(B)

end for

Output B matrix as near-kernel vectors

extract number：抽出したい本数
A：与えられた問題行列 A

V cycleµ(Ax = 0)：Ax = 0 を対象に V-cycle を μ 回適用
B：ニアカーネルベクトル候補群の行列
[B, x̃]：行列 B の最終列へのベクトル xの追加
Multilevel creation(B)：行列Bを基に，補間演算子 P1, P2, . . .，
および階層行列 A1, A2, . . . を再生成

ルとする手法である．

3.3.2 著者らによる先行研究

著者らは，ニアカーネルベクトルを用いることによる

SA-AMG法の収束性への影響について，与えられた問題行

列が置かれるレベル 1が，最もニアカーネルベクトル設定

による影響を与えるのではないかと考えた．また αSA法で

は，全階層の行列に対するニアカーネルベクトルを 1本の

ベクトルで作成する．しかし，全階層を 1本のベクトルの

みに基づいて，表現することは難しいのではないかと考え

た．そこで，抽出時間の削減も含め，ニアカーネルベクト

ル抽出の効率化を図るため，著者らによる先行研究として，

αSA法を基に，レベル 1のみにおいてニアカーネルベクト

ルの抽出を行う手法を提案し，収束性や実行時間に関する

計測および評価を行った [7]．Algorithm 4 に文献 [7]にお

ける抽出手法の概要を示す．この手法では Algorithm 4 の

ように，まず初期ベクトル xを乱数で初期化を行い（4行

目），Ax = 0を対象に V-cycleを μ回繰り返す（5行目）．

この μはユーザ側が与えるパラメータである．その後，ニ

アカーネルベクトル候補群である行列 B に，V-cycleによ

り出てきたベクトル xを入力する（6行目）．その後 αSA

法と同様に，抽出されたニアカーネルベクトル群の行列 B

を使用して，3.1 節で示した補間演算子 P の生成，および
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粗いレベルの行列生成を再度全レベルで行い，階層行列の

再生成を行う（7行目）．これを抽出したい本数分繰り返す

（3行目から 8行目）．最後に，ニアカーネルベクトル候補

群である行列 B を，ニアカーネルベクトルとして出力す

る．このようにして，レベル 1の与えられた問題行列Aに

対して，ニアカーネルベクトルの複数本抽出を実現してい

る．本手法では最初に行列 B を与えることとなっている

が，これはニアカーネルベクトルとして考えられるベクト

ルを入力する（たとえば，3次元弾性体問題では平行移動

や回転成分を行列 B に与えている）．

Ax = 0を V-cycleで近似的に解くことにより，V-cycle

で減衰されない収束しにくい成分が残る．これを SA-AMG

法にニアカーネルベクトルとして追加設定し，それらを基

に階層行列を再生成し，さらに再度 V-cycleで近似的に解

く．これにより，SA-AMG法における設定したニアカー

ネルベクトルの成分が効率良く減衰される性質により，設

定されたニアカーネルベクトルの成分が除かれた，新たな

ニアカーネルベクトルが抽出されると期待できる（誤差の

影響で，厳密には独立とならない）．これを実現するため

に，5行目で抽出されたニアカーネルベクトルを用いて，

階層行列の再構成を行っている．本研究ではニアカーネル

ベクトルが抽出されるたびに，余分な成分を除去するため

QR分解を施し，抽出された各ベクトルが 1次独立となる

ような処理を行っている．これにより，本手法を用いるこ

とで，適切なニアカーネルベクトルを効率良く複数本抽出

できると予想される．この手法では，最初にニアカーネル

ベクトルを設定する必要があり，このベクトルをもとに独

立なニアカーネルベクトルを抽出していくこととなる．

上記のようにニアカーネルベクトルを設定する手法はい

くつか存在する．本研究では文献 [7]の手法を基に新たな

ニアカーネルベクトル抽出手法を提案し，計測および有用

性の評価を行った．次章より，本研究で用いたニアカーネ

ルベクトル抽出手法について述べる．

4. ニアカーネルベクトル抽出手法の提案

本章では，新たなニアカーネルベクトル抽出手法の提案

を行う．まず，提案手法の概要を説明し，数値実験を交え

有用性の検証を行う．

4.1 本研究で提案するニアカーネルベクトル抽出手法

この節では，本研究で提案するニアカーネルベクトルを

問題行列から抽出する手法について説明する．

SA-AMG法では通常，細かいレベルのニアカーネルベ

クトルを基に，粗いレベルのニアカーネルベクトルを生成

する．そのため，文献 [6]や [7]の手法では，最終的にレ

ベル 1 としてのニアカーネルベクトルのみを出力してい

るため，全階層でニアカーネルベクトルの本数が同じとな

る．しかし著者らは，粗いレベルのニアカーネルベクトル

Algorithm 5 本研究でのニアカーネルベクトル抽出提案

手法
Given : B1

Select : x1

for level = 1 to max level− 1 do

for n = 1 to extract number do

x̃level ← Random()

xlevel ← V cycleµ(Alevelx̃level = 0)

Blevel ← [Blevel, xlevel ]

Multilevel creation(Blevel)

end for

end for

Output B1, B2, . . . matrices as near-kernel vectors

Random()：乱数生成
max level：階層の最大レベル数
extract number：抽出したい本数
Alevel：レベル level における問題行列 A

V cycleµ(Ax = 0)：Ax = 0 を対象に V-cycle を μ 回適用
Blevel：レベル level におけるニアカーネルベクトル候補群の行列
[B, x]：行列 B の最終列へのベクトル xの追加
Multilevel creation(Bl)：行列 Bl を基に，補間演算子 Pl, Pl+1,

. . .，および階層行列 Al, Al+1, . . . を再生成

は，細かいレベルのニアカーネルベクトルだけでは不十分

であり，粗いレベルにおいても抽出や追加に設定を行える

ようにするべきではないかと考えた．図 4 で示したよう

に，粗いレベルのニアカーネルベクトルは細かいレベルの

ニアカーネルベクトルを基に生成する．しかし，粗いレベ

ルの行列は細かいレベルの行列とは異なるため，粗いレベ

ルのニアカーネルベクトルとして適切であるかは不明で

ある．また，そもそも細かいレベルにおけるニアカーネル

ベクトルの設定が不十分である可能性がある．この場合，

粗いレベルにおいてニアカーネルベクトルを個別に追加

設定することで，計算コストの増大を低く抑えつつ，細か

いレベルで行えなかったニアカーネルベクトル成分の減

衰を，効率良く行うことができると期待できる．そこで本

研究では文献 [7]の手法を基に，粗いレベルにおいてもニ

アカーネルベクトルを抽出および SA-AMG法で追加的に

設定する手法の提案，および収束性や実行時間の評価を

行った．Algorithm 5に具体的な流れを示す．Algorithm 5

の赤字箇所は，Algorithm 4 から追加された箇所である．

Algorithm 5から分かるように，本手法は Algorithm 4 を

基に，粗いレベルにおいてもニアカーネルベクトルを複数

本抽出できるように改良を加えた手法となっている．本手

法ではニアカーネルベクトル候補群である行列 B を各階

層で用意しており，最終的に各階層ごとのニアカーネルベ

クトルがそれぞれ出力される．これらのニアカーネルベク

トルを SA-AMG法に用いる際には，まずは先行研究によ

る手法と同様に，最も細かいレベルにおいて抽出されたニ

アカーネルベクトルを設定し，次の粗いレベルの行列とニ

アカーネルベクトルを生成する．そして，粗いレベルでも
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表 4 各論文における手法の比較と実験環境設定

Table 4 Comparing of each method.

[Brezina et al., 2004] [6]（αSA） [Nomura et al., 2016] [7] 本研究

各レベルの設定本数 一定 一定 変更

抽出方法 全階層を 1 本のベクトルに基づき表現 レベル 1 のみ抽出 各階層で抽出

設定本数 最大 6 最大 10

最大 10（レベル 1）

最大 15（レベル 2）

最大 20（レベル 3）

プロセス数 4 512 512

問題サイズ 200,000 5,120,000 5,120,000

同様に，細かいレベルのニアカーネルベクトルを基に，さ

らに粗いレベルを生成する．本手法ではこの際，細かいレ

ベルをもとに生成されたニアカーネルベクトルに追加し

て，抽出されたニアカーネルベクトルを用いる．この操作

を最大レベル数 − 1まで行う．以上のように本手法では，

文献 [7]で用いた手法に加え粗いレベルのニアカーネルベ

クトルも考慮しているため，粗いレベルの行列が全体の収

束性に大きな影響を与えている場合，文献 [7]よりもさら

に収束性が改善することが見込める．

外部から入力するパラメータとして，extract numberと

μが存在する．extract numberは抽出したい本数であり，

著者らによる研究 [7]から，適切な本数を設定することが必

要であることが分かっている．この値に関しては，5.1 節

で，予測する手法の検討を行う．また μは，V-cycleを繰

り返す回数であり，この値により収束性が変化すると考え

られるが，本事項については今後の課題とし，本研究では

μを 20に設定し，計測を行っている．

ここで，ここまでの手法に関してまとめた表を表 4 に

示す．本研究での提案手法であることを強調するために，

表 4 の本研究の箇所を赤字で示している．表 4 から分かる

ように，本研究の手法における最も大きな点としては，各

階層でニアカーネルベクトルを抽出，および設定本数の変

更が可能となったことである．次節の数値実験において，

粗いレベルにおけるニアカーネルベクトル抽出本数の変更

による，収束性や実行時間への影響についても示す．

4.2 数値実験

本節では，提案手法を用いることによる数値実験の結果

を示す．本節ではまず，本実験で用いた環境について述べ，

その後，数値実験の内容とその結果を示す．

4.2.1 実験環境

本研究では，東京大学情報基盤センターと筑波大学計算

科学研究センターが共同運営する，最先端共同 HPC基盤

施設（JCAHPC：Joint Center for Advanced High Perfor-

mance Computing）による，Oakforest-PACSスーパーコン

ピュータシステムを使用し数値実験を行った．Oakforest-

PACSは，1ノードに 1個の Intel R© Xeon Phi
TM
プロセッサ

（68cores，1.4 GHz）と，16 GBのMCDRAMと 96 GBの

図 9 数値実験で使用した 3 次元弾性体の問題設定

Fig. 9 Setup of the experimental problem in elasticity at nu-

merical experiment.

DDR4メモリを搭載している（本研究では，MCDRAMの

み用いる設定を行い，数値実験を行った）．また，Oakforest-

PACSでは Intel R© Omni-Path（12.5 GB/s）により，各計

算ノードを接続している．

数値実験では最大 8 ノード使用し，計測を行った．ま

た並列化手法については，1コアに 1プロセス起動するフ

ラットMPIを使用した．また本研究では，3次元弾性体の

問題を使用した．この問題は，ある物体に対して力を加え

たときの，物体の変形量を解く問題となっている．本研究

では，単純な立方体メッシュによる有限要素法を用いて離

散化を行った．またこの問題は 3次元なため，係数行列の

生成時には 1節点あたりの行列要素が 3 × 3のブロック行

列に表現される．アグリゲートの生成は節点単位で行うた

め，3 × 3のブロック行列においてフロベニウスノルムを

計算してから，節点集合の作成を行っている．数値実験で

用いた弾性体の問題設定を図 9 に示す．この弾性体の問

題は図 9 のように，均質な立方体の物体に対して，ある一

部分に力を加えたとき，どのように変形するかを解く問題

となっている．また，弾性体の問題において硬さを表すヤ

ング率を，すべての部分で 1に設定している．ヤング率は

値が大きければ物体が硬いことを表している．また，ポア

ソン比（物体のひずみに関する係数）を 0.3に設定した．

問題サイズについては，1プロセスあたり 15 × 15 × 15の

ウィークスケーリング（Weak Scaling）方式による計測を

行った．ウィークスケーリングは，1プロセスが担当する

問題サイズが一定になるように問題サイズを設定するよう

にしたものである．そのため，プロセス数が増加するほど
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全体の問題サイズが増加する．また，問題行列の各プロセ

スへの分割は，各軸方向へ問題を均等に分割し，それによ

り作成された小行列を各プロセスへ分配する単純な方法で

分割を行った．

本研究では，AMGSライブラリ [15]を使用して実験を

行っている．AMGSライブラリは，著書らが研究開発を

行っている，大規模な疎行列係数の線型方程式を AMG法

で解くライブラリである．解法部では CG法 [16]を使用

し，前処理として SA-AMG法を適用している．SA-AMG

法における解法部の緩和法には，対称 Gauss-Seidel 法を

適用する．そして，解法部の V-cycle の各レベルで緩和

法を 2 回適用する．ただし，領域境界では，依存関係を

無視している．また節点数が 100 以下になったとき，最

も粗いレベルとし，LU分解を行い，解を求めている．ま

た，反復の終了条件は相対残差が 1.0 × 10−7 とし，反復

回数の上限を 500回とした．AMGSライブラリと解法部

の CG法は，Fortranを用い作成を行っている．また，コ

ンパイラは Intel R© コンパイラ（mpiifort），コンパイラオ

プションは高速化のための最適化オプションである “-O3”

と “-xMIC-AVX512”，OpenMPを用いるためのオプショ

ンである “-qopenmp”を使用した．

4.2.2 数値実験内容

本実験における比較対象を表 5 に示す．本実験では，粗

いレベルで抽出を行うことによる効果の検証のため，著者

らの研究で従来用いていた粗いレベルで抽出を行わない手

法（レベル 1のみ）と，今回の手法である粗いレベルで抽

出を行う手法（粗いレベルで抽出）で比較を行っている．

また，本実験では第 1レベルのニアカーネルベクトルに関

しては，表 6 に示すような本数の抽出および設定をそれぞ

れ行った．表 6 の 3pと 6pは弾性体問題の問題設定から

予想されるニアカーネルベクトルである．また，第 1レベ

ルで抽出したニアカーネルベクトルを用いる際には，3pに

追加する形で設定を行っている（3p+1，3p+2，. . .）．こ

こで，本実験のニアカーネルベクトル設定に関する具体例

表 5 粗いレベルにおけるニアカーネルベクトル抽出手法の実験に

おける比較対象

Table 5 The target of comparison in preliminary experiment.

比較対象 詳細

レベル 1 のみ 粗いレベルで抽出なし [7]

粗いレベルで抽出：+1，+5
Level2 以降の階層ごとに 1（+1）

または 5（+5）本抽出，追加設定

表 6 第 1 レベルのニアカーネルベクトル抽出本数

Table 6 The settings of near-kernel vectors at level 1.

表記 詳細

3p 平行移動成分 X，Y，Z（3 本）

6p 3p（3 本）+回転成分 X，Y，Z（3 本）

3p+1，3p+2，. . . 3p（3 本）+第 1 レベルの抽出本数（最大 7 本）

を示した図を図 10 に示す．図 10 は本研究の手法におい

て，第 1レベルでニアカーネルベクトルを 4本（3p+1）設

定した際に，「粗いレベルで抽出」を適用した際の各レベ

ルのニアカーネルベクトル設定本数を示した例となってい

る．この図のように，「レベル 1のみ」では，細かいレベル

を基に次のニアカーネルベクトルを生成するため，すべて

のレベルで同じ本数となる．一方，「粗いレベルで抽出」で

は，「+1」の場合はレベル数が増加するごとに，ニアカー

ネルベクトルの設定本数を 1本ずつ増やしていく．「+5」

では，5本ずつとなる．

4.2.3 実験結果

本項では，本研究の提案手法である，粗いレベルにおけ

るニアカーネルベクトル抽出手法（Algorithm 5）の実験結

果を示す．数値実験による結果を図 11 と図 12 に示す．

図 11 と図 12 はそれぞれ 1並列，512並列時の，ニアカー

ネルベクトルの設定本数による反復回数および実行時間の

変化を示している．これらのグラフでは，比較対象として

3pと 6pを設定した際の結果も記載している．まず反復回

数に着目すると，本研究の提案手法（粗いレベルで抽出）

を用いることで，反復回数の改善がみられることが分かる．

これは，粗いレベルで追加的にニアカーネルベクトルを設

定することで，粗いレベルの行列においても効率的に誤差

成分の減衰が行え，全体の反復回数が削減されたものと考

えられる．次に全体の実行時間に着目しても，1並列にお

いては提案手法を用いることで，実行時間が改善されるこ

とが分かる（「レベル 1のみ」の最良値である 3p+3の場

合と，粗いレベルで抽出の最良値である「粗いレベルで抽

出：+5」の 3p+3を比較すると，「粗いレベルで抽出」を

用いることで約 10%の削減効果）．しかし，1並列におけ

る 3p+4以降，および 512並列では，6pの実行時間と比べ

悪化していることが分かる．これは，ニアカーネルベクト

ル本数の増加にともない，構築部における粗いレベルの行

列生成にかかる時間が増加し，結果として収束性改善の効

果以上に計算時間が悪化したためであると考えられる．実

際，破線で示した解法部のみの実行時間を見ると，「粗いレ

ベルで抽出」が「レベル 1のみ」よりも良い結果が得られ

図 10 「粗いレベルで抽出」適用時の SA-AMG 法におけるレベル

ごとのニアカーネルベクトル設定

Fig. 10 The way how to set near-kernel vectors at each level

in “the extraction at coarser levels”.
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図 11 ニアカーネルベクトルの設定本数による反復回数（上）と実

行時間（下）の変化：1並列（下図における実線（丸マーカ）

は全体（構築部+解法部），破線（三角マーカ）は解法部のみ）

Fig. 11 The number of iteration (upper) and the execu-

tion time (lower) by changing the number of near-

kernel vectors: 1 process (In lower graph, the solid

lines (round marker) show the whole execution time

(setup + solution part), and the dashed lines (trian-

gle marker) show the execution time of only solution

part).

図 12 ニアカーネルベクトルの設定本数による反復回数（上）と実

行時間（下）の変化：512並列（グラフ要素は図 11 と同様）

Fig. 12 The number of iteration (upper) and the execution

time (lower) by changing the number of near-kernel

vectors: 512 process (The details is the same as

Fig. 11).

図 13 プロセス数変化による反復回数（「従来最良」と「複数階層最

良」は，それぞれ「レベル 1のみ」と「粗いレベルで抽出」に

おける反復回数に着目したときの，最良本数設定時の結果）

Fig. 13 The number of iteration by changing the number of

processes (“The best of previous” and “The best of

multilevel” are the result when the optimum number

of near-kernel vector is set at “Only level 1” and “Ex-

traction at coarser levels”, respectively).

図 14 プロセス数変化による実行時間（グラフ要素は図 13 と同様）

Fig. 14 The execution time by changing the number of pro-

cesses (The details is the same as Fig. 13).

ることが分かる．このように，抽出したニアカーネルベク

トルを追加で設定することによる，収束性改善と計算コス

ト増加のトレードオフが発生することが分かる．

ここで，プロセス数を変化させることによる反復回数お

よび実行時間を図 13 と図 14，および図 15 に示す．グ

ラフ内の要素である「従来最良」は，「レベル 1のみ」に

おいて，「複数階層最良」は「粗いレベルで抽出」におい

て最良のものを設定した際の値となっている（例として

図 14 の 1プロセスにおいて図 11 と対応させると，「従来

最良」は「レベル 1のみ」の 3p+3の値を示し，「複数階層

最良」では「粗いレベルで抽出：+5」の 3p+3の値を示し

ている）．さらに「従来最良」および「複数階層最良」につ

いて，図 13 は反復回数，図 14 は全体の実行時間，図 15

は解法部のみの実行時間にそれぞれ着目したときに，最良

となる設定を行った場合の結果である（そのため，図 13，

図 14，図 15 でニアカーネルベクトル設定本数がそれぞれ

異なる）．図 13 より，粗いレベルでニアカーネルベクトル
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図 15 プロセス数変化による解法部のみの実行時間（グラフ要素は

図 13 と同様）

Fig. 15 The execution time of only solution part by changing

the number of processes (The details is the same as

Fig. 13).

を抽出することにより，従来手法と比べ収束性の改善がみ

られることが分かる（複数階層最良を用いることで，512

並列において「6p」と比べ約半分，「従来最良」と比べて

も約 30%の削減）．これより，粗いレベルでニアカーネル

ベクトルを適切な本数抽出および設定を行うことで，高並

列・大規模問題においてもニアカーネルベクトル成分を効

率良く減衰させることができ，結果として収束性の改善が

みられることが分かった．次に図 14 に着目すると，216

並列までは複数階層最良が最も良い結果が得られていた

が，512並列時では 6pと比べ悪化していることが分かる．

しかし，図 15 に着目すると，複数階層最良が全体的に最

も良い結果を示すことも分かる．これは図 12 でも述べた

ように，ニアカーネルベクトルの設定本数を増やすことに

よる構築部の計算コスト増大によるものである．さらに，

図 14 および図 15 において用いたニアカーネルベクトル

の本数構成を，表 7 と表 8 にそれぞれ示す．表 7 と表 8

における複数階層最良において，「3p+3：+4」のように表

記されているが，これはレベル 1において 3本抽出，粗い

レベルにおいて 4本ずつ抽出したことを示す．表 7 より，

ニアカーネルベクトルを少数設定することで，構築部にお

ける計算コストが抑えられ，全体の実行時間が改善される

傾向があることが分かる．また，表 8 より，ニアカーネル

ベクトルを多数設定することで収束性が改善し，結果とし

て解法部の実行時間の改善につながることが分かる．

上記より，ニアカーネルベクトルを適切な本数設定する

ことで，Algorithm 5 の手法は有用となることが分かる．

しかし，適切な本数の検証には，Algorithm 5 の手法では

すべてのニアカーネルベクトルのパターンを試す必要があ

る（たとえば図 11 の場合，1レベル目のニアカーネルベク

トルを 7本，2レベル目以降は 1本と 5本，および抽出な

しの 3通り存在し，本実験においても合計 15通り存在す

る．ニアカーネルベクトルのとりうる本数は最大で行列サ

イズ分あり，すべてのパターンを網羅することは不可能で

表 7 図 14 におけるニアカーネルベクトル本数の構成

Table 7 The construction of the number of near-kernel vectors

at Fig. 14

1 8 64

従来最良 3p+3 3p+3 3p+3

複数階層最良 3p+3：+4 3p+3：+3 3p+1：+3

216 512 —

従来最良 3p+1 3p+5 —

複数階層最良 3p+1：+3 3p+1：+2 —

表 8 図 15 におけるニアカーネルベクトル本数の構成

Table 8 The construction of the number of near-kernel vectors

at Fig. 15.

1 8 64

従来最良 3p+6 3p+5 3p+5

複数階層最良 3p+6：+5 3p+6：+5 3p+7：+5

216 512 —

従来最良 3p+4 3p+5 —

複数階層最良 3p+6：+5 3p+7：+5 —

図 16 適切なニアカーネルベクトル設定本数検証にかかる時間

Fig. 16 The execution time to verify optimum number setting

of near-kernel vectors.

ある）．実際に，図 13 と図 14，および図 15 における，「複

数階層最良」の設定本数の検証にかかった時間を図 16 に

示す．抽出適用時間総計の割合が解法適用時間総計に比べ

大きいが，これは主に 2つ要因がある．1つは，ニアカー

ネルベクトルの本数増加にともない，階層行列の再構成

（Algorithm 5 におけるMultilevel creation(Blevel)）のコ

ストが増大してしまうためである．もう 1つは，細かいレ

ベルのニアカーネルベクトルが変更された場合，粗いレベ

ルの行列がすべて変化してしまうため，そのつど粗いレベ

ルの行列に対して，再抽出を行う必要があるためである．

このグラフより，検証にかかる時間は実際の実行時間と比

べ約 400～500倍となることが分かる．現状では，本手法

を実際の問題に適用する場合に，検証に膨大な時間が必要

となり，実用上の観点から問題がある．次章ではこの問題

の解決に向け，適切なニアカーネルベクトルの本数を予測

する方法を組み込んだ手法をさらに提案し，数値実験によ
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る検証を行う．

5. 適切なニアカーネルベクトル設定本数予測
手法付き抽出手法の提案

5.1 適切なニアカーネルベクトル設定本数の予測

本節ではさらに，ニアカーネルベクトル設定本数（Al-

gorithm 4 や Algorithm 5 における extract number）の

適切な設定本数を予測する手法を検討する．前章の実験結

果や，著者らによる先行研究 [7]により，Algorithm 4 や

Algorithm 5 の手法において，ニアカーネルベクトルを適

切に設定することで，収束性や実行時間において有用とな

る．しかし，適切なニアカーネルベクトル本数の検証には，

抽出本数のとりうるすべてのパターンを網羅する必要があ

る．4.2.3 項より，現状では検証に膨大な時間を必要として

しまい，実用面からみて大きな問題となる．そこで本研究

では，文献 [6]で用いられていた判定基準値をAlgorithm 5

の手法に組み込み，ニアカーネルベクトルの抽出を行った．

具体的な計算式は以下のとおりとなる．

{(Alevelxlevel, xlevel)/(Alevelx̂level, x̂level)}1/µ (4)

ここで，(·, ·)の形で表されている式は，ベクトルどうしの
内積を示す．上記の式において，ニアカーネルベクトルを

n本抽出した場合，xは n本目，x̂は n− 1本目に抽出した

ベクトルを示す．また，levelは level番目の階層における

行列やベクトルを示す．SA-AMG法は 3.1節で説明したよ

うに，ニアカーネルベクトルを設定することで，残差が効

率良く減衰する．この性質を利用し，十分なニアカーネル

ベクトルが抽出された，つまり抽出時における Ax = 0の

求解による残差が早く減衰した場合，ニアカーネルベクト

ルの抽出を終了する．上記の判定基準値において，n本目

に抽出したニアカーネルベクトル xによる行列ベクトル積

Axが，n− 1本目の x̂による行列ベクトル積Ax̂よりも十

分 0に近くなれば，十分にニアカーネルベクトルが抽出さ

れたと見なすことができ，その場合式の結果が 0に近くな

る．つまり，判定基準値の結果が十分小さい値を示した際

に，これ以上のニアカーネルベクトルの追加による，収束

性改善の効果が見込めないと判断できる．この際ニアカー

ネルベクトルの抽出を終了することで，過剰なニアカーネ

ルベクトルの抽出を抑えられると期待できる．

Algorithm 6 に，予測手法を用いたニアカーネルベクト

ル抽出手法の概要を示す．Algorithm 6 の青字で示した箇

所は Algorithm 5 からの追加箇所である．Algorithm 6 に

おいて新たな値 εがある．これは，ユーザ側が与えるパラ

メータとなっており，この値よりも判定基準値が小さい場

合，そのレベルにおける抽出は十分であると判断し，次の

レベルの抽出に移る．次節で，Algorithm 6 の手法による

有用性を数値実験により示す．

Algorithm 6 予測手法付きニアカーネルベクトル抽出

手法
Given : B1

Select : x1

for level = 1 to max level− 1 do

for n = 1 to extract number do

x̃level ← Random()

xlevel ← V cycleµ(Alevelx̃level = 0)

if (Alevelxlevel , xlevel)/

(Alevelx̂level , x̂level)}1/µ < εlevel then break

Blevel ← [Blevel, xlevel ]

Multilevel creation(Blevel)

end for

end for

Output B1, B2, . . . matrix as near-kernel vectors

Random()：乱数生成
max level：階層の最大レベル数
extract number：抽出したい本数
Alevel：レベル level における問題行列 A

V cycleµ(Ax = 0)：Ax = 0 を対象に V-cycle を μ 回適用
Blevel：レベル level におけるニアカーネルベクトル候補群の行列
[B, x]：行列 B の最終列へのベクトル xの追加
Multilevel creation(Bl)：行列 B を基に，補間演算子 Pl, Pl+1,

. . .，および階層行列 Al, Al+1, . . . を再生成
εlevel：判定基準値の閾値

5.2 数値実験

本節では，予測手法付きニアカーネルベクトル抽出手法

における数値実験の結果を示す．実験環境は 4 章と同様で

あるため，割愛する．以下より，数値実験の内容とその結

果を示す．

5.2.1 数値実験内容

本実験では，Algorithm 6 の手法の有用性検証に向け

た数値実験の内容について述べる．この実験ではまず予

備実験として，反復回数と予測式の関係を，問題サイズ

10×10×10の小規模な問題上において示す．次に，ウィー

クスケーリング方式による実験で，Algorithm 6を用いるこ

とによる有用性を示す．ここで Algorithm 6 および 5.1 節

で述べたように，本手法では閾値 εを設定する必要がある．

本研究では閾値設定の際，各レベルで異なる値を設定し，

計測を行った．これについての具体的な設定数値を表 9 お

よび表 10 に示す．表 9 および表 10 のように，本研究で

は階層行列の最大レベル数に応じて，閾値 εの設定を変更

している（本実験ではウィークスケーリング方式による計

測であるため，プロセス数の増加とともにレベル数が増加

する．今回の場合，1並列および 8並列では 3レベル，64

並列および 216並列では 4レベル，512並列は 5レベルと

なる）．さらに，レベル数が下がるごとに，閾値 εが低く

なるように設定を行っている．著者らによる研究から，細

かいレベルは問題サイズが大きいため，ニアカーネルベク

トル設定本数の増加により，計算コストが大きく増加し，

結果として全体実行時間へ大きく影響してしまうことも分
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表 9 各レベルにおける ε の値（全体実行時間優先）

Table 9 The value of ε at each level.

ε の値

最大レベル数 Level 1 Level 2 Level 3 Level 4

3 0.250 0.156 — —

4 0.400 0.250 0.156 —

5 0.640 0.400 0.250 0.156

表 10 各レベルにおける ε の値（収束性優先）

Table 10 The value of ε at each level.

ε の値

最大レベル数 Level 1 Level 2 Level 3 Level 4

3 0.100 0.070 — —

4 0.143 0.100 0.070 —

5 0.204 0.143 0.100 0.070

かっている．これを緩和するため表 9 および表 10 のよう

に，本実験では粗いレベルにおいて，閾値 εを低く設定する

ことでニアカーネルベクトル抽出本数を増やし，ニアカー

ネルベクトル成分の減衰をより厳密に行うようにした．ま

た，閾値 εの値を高く設定することで，ニアカーネルベク

トルの抽出本数が少なくなる．これにより，計算コストが

減少するが，収束性が悪化することが考えられる．これを

検証するために，表 9 は閾値 εを低く設定，表 10 は高く

設定しており，それぞれの閾値 εによる検証実験も行った．

ここまで閾値 εについて述べてきたが，表 9 および表 10

のような設定は，以上のような経験則に基づいており，す

べての問題で同じ設定が適用できるかは不明である．その

ため，閾値 εの設定手法の確立は今後の課題とする．

5.2.2 実験結果

本項では，予測手法付き抽出法（Algorithm 6）における

結果を示す．まず，予備実験における結果を図 17 に示す．

「予測式」については，3p+n本目を抽出した際に計算され

たときの予測式の結果を示している（例として 3p+1にお

ける値は，1本目を抽出した際に算出された値となってお

り，本実験では約 0.22を示した）．図 17 より，3p+3から

3p+4にかけて，反復回数の改善が効率良く行われていな

いことが分かる．これより，ニアカーネルベクトルの設定

本数増加により計算コストが増大することを考慮すると，

本実験の問題設定では 3p+3が適切な本数設定である．そ

れと同時に，3p+3から 3p+4にかけて予測式の結果が大

きく下がっていることが分かる．これらより，本実験の問

題設定では，閾値 εを 0.1に設定することで，予測式によ

る適切な本数の設定が可能となる．これは実際にすべての

パターンを計測したため判明した事実であり，5.2.1 項で

も述べたように，閾値 εの設定は今後の課題とし，次の実

験では表 9 および表 10 の値を使用した．

次の実験では，実際にAlgorithm 6の手法を用いたウィー

クスケーリングにおける結果を示す．この実験による実

図 17 予備実験：予測式と反復回数の結果（問題サイズ：10× 10×
10，1 並列）

Fig. 17 Preliminary experiment: the result of stagnation in-

dicator and the number of iterations (Problem size:

10× 10× 10, single process).

図 18 Algorithm 6 の手法を用いた際の実行時間の結果（表 9 の

閾値 εを使用．実線は全体の実行時間，構築部 +解法部，破

線は解法部のみの時間を示す）

Fig. 18 The execution time by using Algorithm 6 (Using ε

of Table 9. The solid lines (round marker) show the

whole execution time (setup + solution part), and the

dashed lines (triangle marker) show the execution time

of only solution part).

行時間を図 18 および図 19 に示す．グラフの要素である

「従来」は，図 11 や図 12 のように，1レベル目を 7本，2

レベル目以降を 5本抽出するまでのすべて組合せを試し，

実行時間においてすべての組合せにおける最小，最大，平

均を算出したものとなる（つまり，（最小）は提案手法に

おける理想の結果であり，提案手法を用いることで低コス

トで（最小）に近づくことが目的となる）．図 18 より，全

体の実行時間を考え，構築部の実行時間を抑えるために閾

値を高く設定した場合，全体の実行時間は従来（最小）と

ほぼ同等となることが分かる．しかし解法部の実行時間に

着目すると，提案手法は従来（最小）と比べ悪化している

ことが分かる．また図 19 より，解法部の実行時間を考え，

逆に閾値を低く設定した場合，全体の実行時間は従来手法

と比べ悪化しているが，解法部の実行時間は従来（最小）

と同等か，さらに改善されることが分かる．これらの結果
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図 19 Algorithm 6 の手法を用いた際の実行時間の結果（表 10 の

閾値 ε を使用．グラフの要素は図 18 と同様）

Fig. 19 The execution time by using Algorithm 6 (Using ε of

Table 10. The details is the same as Fig. 18).

表 11 Algorithm 6 の手法による反復回数

Table 11 The number of iteration by Algorithm 6.

1 8 64 216 512

従来（最小） 7 8 9 10 10

提案手法（閾値 ε 設定：表 9） 12 11 17 20 24

提案手法（閾値 ε 設定：表 10） 8 10 7 7 8

から，閾値を高く設定した場合，ニアカーネルベクトルの

抽出本数を抑えるため，構築部の実行時間が改善するが，

収束性が悪化し解法部の実行時間が増大する．逆に，低く

設定するとその逆の効果が得られることが分かる．実際，

表 11 からもその事実は明らかである．表 11 は提案手法

をそれぞれの閾値設定で実行した場合の反復回数を示して

いる．この表より，上記で述べたように，閾値を高く設定

した表 9 では反復回数が多く，閾値を低く設定した表 10

は反復回数が少ないことが分かる．ここで，提案手法（閾

値 ε設定：表 10）における結果が従来（最小）よりも改善

しているが，これは従来の結果では 1レベル目を 7本，2

レベル目以降を 5本抽出するまでの組合せまでのみしか検

証していないが，提案手法により，より多くのニアカーネ

ルベクトルを使用するという判断をしたためである．この

ように提案手法を用いることで，パターンが膨大であり通

常では検証できない組合せにおいても，低コストで判断で

きることが分かる．ここで，前実験と同様に，適切なニア

カーネルベクトルの設定本数検証の時間を図 20 に示す．

図 20 より，提案手法を用いることで，従来問題となって

いたニアカーネルベクトルの本数設定に対する検証時間が

大きく削減されていることが分かる．これより提案手法を

用いることで，実際に運用する際にも低コストで容易に運

用可能となると考えられる．

以上より，本論文の提案手法では，用途に応じて閾値 εを

適切に設定することで，従来手法と比べ低コストで改善が

みられることが分かった．より詳細な内容としては，与え

られた問題行列が解法適用時に毎回異なる場合には，表 9

図 20 Algorithm 6 の手法による適切なニアカーネルベクトル設定

本数検証にかかる時間

Fig. 20 The extraction time to verify optimum number setting

of near-kernel vectors by using Algorithm 6.

のように閾値 εを高く設定する，対して反復回数を多く必

要とする悪条件の問題や，元の問題設定は変えずに右辺ベ

クトル bの設定を変更する（この場合，構築部での粗いレ

ベルの問題作成を 1回行えば，そのまますべての計算に同

じ階層行列を使用できる）場合には，表 10 のように低く

設定することで，本手法が高い効果を発揮できると考えら

れる．

6. 結論

本研究では SA-AMG法の適用性の拡張に向け，粗いレ

ベルでニアカーネルベクトルを複数本抽出し，抽出時にお

いて適切な設定本数を予測する手法の提案を行った．そし

て，SA-AMG法において本手法を用いることによる有用

性を，従来手法と比較することで検証を行った．本研究で

は 2つの実験を行った．まず，ニアカーネルベクトルの設

定本数の変化による収束性や実行時間の変化を示した．こ

の実験より，ニアカーネルベクトルを複数本設定すること

で，反復回数が改善することが分かった．また実行時間に

関しても，ニアカーネルベクトルを複数本設定することで，

反復回数の改善の影響で解法部の実行時間が改善すること

も分かった．しかし，階層行列を作成する構築部において

は，ニアカーネルベクトルの本数を増やすことで，階層行

列生成の計算コストが増加してしまい，結果として構築部

と解法部の実行時間の合計が悪化してしまうこともみられ

た．これらより，ニアカーネルベクトルを複数本設定する

際には，適切な本数を設定することが必要であることが分

かった．適切な本数の設定には，この手法ではニアカーネ

ルベクトルの本数の組合せを全パターン網羅する必要があ

るが，この検証には膨大な時間がかかってしまうという問

題があった．そこで次の実験では本研究の目的である，粗

いレベルでニアカーネルベクトルを複数本抽出し，抽出時

において適切な設定本数を予測する手法の提案を行った．

この手法では，パラメータとして閾値 εを設定する必要が
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ある．この実験より，この値を適切に高く設定することで，

構築部と解法部の合計時間を前実験の最良実行時間とほぼ

同等に，またこの値を低く設定することで，解法部のみで

あるが実行時間をほぼ同等かさらに良い結果を示した．ま

た検証時間についても，従来膨大な時間を必要としていた

が，本手法によりコストを大きく抑えることに成功した．

以上より，本論文の提案手法では，与えられた問題行列が

解法適用時に毎回異なる場合には，閾値 εを高く設定する．

対して，反復回数を多く必要とする悪条件の問題や，元の

問題設定は変えずに右辺ベクトルが毎回異なる場合には低

く設定するように，目的に応じて適切なパラメータを設定

することで，本手法が高い効果を発揮できると考えられる．

今後の課題として，まずニアカーネルベクトルの本数予

測で用いている閾値 εの設定方法の確立，または新たな予

測手法の提案が必要であると考えられる．本研究では閾値

εは利用者側が決定することとなっているが，この値によ

り提案手法を用いることによる収束性や実行時間が大きく

影響すると考えられる．そのため，予測手法に用いている

閾値 εの設定方法の確立，あるいは閾値 εを必要としない

新たな予測手法の確立が必要となる．さらに，本研究では

3次元弾性体問題のみしか扱っていないが，他の問題に対

しても適用し，有用となるか検証していくことも必要であ

ると考えている．本研究の最終目標は SA-AMG法の適用

性の拡張であり，実際に提案手法が他の問題に対しても有

用となるかを検証することは，重要な課題である．これに

ついて，著者らはまず異方性のある問題を対象とすること

を考えている．異方性のある問題は悪条件であり，反復回

数が大きく増加してしまう傾向がある．そのような問題に

対して有用性を示すことで，他の問題に対しても有用とな

ることが期待できる．
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