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Givens 回転を用いた単精度浮動小数点演算における

Thick-Restart Lanczos 法の改良

青木 雅奈1,a) 髙田 雅美2,b) 木村 欣司3,c) 中村 佳正1,d)

概要：本稿では，部分固有値分解（EVD: eigenvalue decomposition）を計算する Thick-Restart Lanczos

法を改良する．部分 EVD は，分子軌道計算や振動解析などに用いられている．我々の改良では，リス

タートアルゴリズムとして，小行列の再直交化された固有ベクトルが必要である．本稿では，Givens 回

転に基づく QR 分解を用いる．QR 分解を実装するためには，対角優位行列の固有ベクトルの局在に関す

る知識を用いる．本稿では，単精度浮動小数点演算において，従来のアルゴリズムとの比較実験を行うこ

とによって，部分 EVD の速度と直交性の改善を確認する．この際，従来のアルゴリズムが実装されいる

TRLAN では，丸め誤差の影響を受けやすい．この問題を回避するための Givens 回転の実装方法につい

ても述べる．

Improvement of the Thick-Restart Lanczos Method in Single Precision
Floating Point Arithmetic using Givens rotations

1. はじめに

固有値分解（EVD: eigenvalue decomposition）は，線形

代数のもっとも基本的な計算として知られており，科学的お

よび技術的計算において重要である．特に，部分 EVD は，

分子軌道計算や振動解析などで用いられている．部分 EVD

を計算するための方法として，The Thick-Restart Lanczos

(TRL) 法 [7]が提案されている．石田らは，Householder

リフレクタを用いた QR 分解を用いて，部分特異値分解

を計算させている [3]．そのために，リスタート時におけ

る Lanczos 二重対角化 [1], [2]を改良している．一方，本

稿では，TRL 法を Givens 回転に基づく QR 分解を用い

て改良する．提案法では，まず，Givens 回転に基づく QR

分解を用いて固有ベクトルを計算し，リスタートアルゴリ

ズムで利用する．固有ベクトルの直交性を改善するために
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は，対角優位行列の固有ベクトルに対する局在化の知識を

用いて Givens 回転に基づく QR 分解を適切に実装しなけ

ればならない．提案法の性能を調べるために，単精度浮動

小数点演算における数値実験を行う．実験に用いた行列に

対して，TRL 法が実装されている TRLAN [8]を用いた場

合，計算が途中で破綻する．そこで，提案法で採用してい

る Givens 回転の実装方法を TRL 法にも適用し，これを

従来法として比較実験を行う．

2. Givens 回転を基とする QR 分解

m × n(m ≥ n)の行列 Aを QR分解することを考える.

はじめに, Givens 回転という直交変換を導入する.

Gk(ik, jk) =



1

. . .

cos (θk) sin (θk)

. . .

− sin (θk) cos (θk)

. . .

1


.

(1)

ここで, cos (θk)は,第 (ik, ik)成分と第 (jk, jk)成分, sin (θk)
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は, 第 (ik, jk)成分, − sin (θk)は, 第 (jk, ik)成分に, それぞ

れ存在する.

Gk(ik, jk)



...

xik

...

yjk
...


=



...√
x2
ik
+ y2jk
...

0
...


, (2)

cos (θk) =
xik√

x2
ik
+ y2jk

, sin (θk) =
yjk√

x2
ik
+ y2jk

. (3)

ここで, cos (θk) , sin (θk)を計算する際には, LAPACKの

xLARTGを用いる. この変換を用いると, 行列の中に任意

の 2つの行または列の特定の 1つの成分を 0に変換できる.

この変換を用いると, 行列 Aの左から Givens 回転を作用

させることで, 上三角行列 R を手に入れることができる.

Rを得るまでに使った Givens 回転を逆の順番で合成する

ことにより, 直交行列 Qを手に入れることができる. 特定

の 1つの成分を 0にする戦略には, さまざまな選択肢があ

り, 代表的な戦略として,

G(n, n+ 1) · · ·G(n,m− 1)G(n,m)

× · · ·

×G(2, 3) · · ·G(2,m− 1)G(2,m)

×G(1, 2) · · ·G(1,m− 1)G(1,m)A = R. (4)

がある. 最下段のG(1, 2), · · · , G(1,m−1), G(1,m)の値は,

第 1列目の非対角成分を 0にすることを目的として計算し,

最下段から 1 つ上の G(2, 3), · · · , G(2,m − 1), G(2,m)の

値は, 第 2列目の非対角成分を 0にすることを目的として

計算し, 最上段のG(n, n+1), · · · , G(n,m− 1), G(n,m)の

値は, 第 n列目の非対角成分を 0にすることを目的として

計算する. この戦略では, Qは次のように計算できる.

Q =G(1,m)⊤G(1,m− 1)⊤ · · ·G(1, 2)⊤

×G(2,m)⊤G(2,m− 1)⊤ · · ·G(2, 3)⊤

× · · ·

×G(n,m)⊤G(n,m− 1)⊤ · · ·G(n, n+ 1)⊤. (5)

なお, ここでは, 添え字の kの部分については, 省略してい

る. ここで, TRL 法における, 収束の終盤に現れる Sm に

ついて考える. 収束の終盤に現れる Sm は, 対角成分以外

の成分の値が絶対値の意味で非常に小さい行列である. Sm

に対する固有値分解は,

SmYm = YmDm (6)

と表せる. ここで, Ym は, 固有ベクトルを並べた行列であ

る. 特に, TRL 法においては, 収束の終盤に現れる Smは対

角行列に近づく. さらに, Extract the required eigenvalues

γ1, . . . , γl and the eigenvectors y1, . . . , yl のために, Y の

順序を適切に並び替える操作も行われる. すると, 収束の

終盤では, Y も対角成分に近い行列になる. この固有ベク

トルを並べた行列 Y に対する QR分解の戦略は, 収束の終

盤では, Y が対角成分に近い行列になることを考慮すると,

式 (4)の戦略ではなく,

G(n, n+ 1) · · ·G(m− 2,m− 1)G(m− 1,m)

× · · ·

×G(2, 3) · · ·G(m− 2,m− 1)G(m− 1,m)

×G(1, 2) · · ·G(m− 2,m− 1)G(m− 1,m)A = R. (7)

とする. 最下段のG(1, 2), · · · , G(m−2,m−1), G(m−1,m)

の値は, 第 1列目の非対角成分を 0にすることを目的とし

て計算し, 最下段から 1 つ上の G(2, 3), · · · , G(m− 2,m−
1), G(m− 1,m)の値は, 第 2列目の非対角成分を 0にする

ことを目的として計算し, 最上段のG(n, n+1), · · · , G(m−
2,m− 1), G(m− 1,m)の値は, 第 n列目の非対角成分を 0

にすることを目的として計算する. この戦略では, Qは次

のように計算できる.

Q =G(m− 1,m)⊤G(m− 2,m− 1)⊤ · · ·G(1, 2)⊤

×G(m− 1,m)⊤G(m− 2,m− 1)⊤ · · ·G(2, 3)⊤

× · · ·

×G(m− 1,m)⊤G(m− 2,m− 1)⊤ · · ·G(n, n+ 1)⊤.

(8)

TRL 法における固有ベクトルを並べた行列 Yl として,

Yl := [y1 . . . yl]ではなく, Givens 回転を並べた式 (8)の

Qを採用できる.

計算機上で Givens回転を実行する場合，丸め誤差の影響

により，オーバーフローやアンダーフローが生じることが

ある．これを避けるために，Algorithm 1のように Givens

回転を実装すべきである．融合積和演算は，Algorithm 1

の 12 行目と 17 行目の二重下線部分で採用することがで

きる．TRL 法が実装されている TRLAN に対して，丸め

誤差の影響を避けるために，本稿では，Algorithm 1を適

用し，これを従来法とする．

3. 新しいリスタート戦略

3.1 固有値分解におけるレイリー商

固有値分解におけるレイリー商 [6]を，

ρ =
1

||x̃i||2
x̃⊤
i Ax̃i. (9)

と定義する．式 (9)の ρは，計算された固有ベクトル x̃i と

する場合，

ρ = argmin
z
||Ax̃i − zx̃i||2. (10)
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Algorithm 1 Givens 回転の実装方法

1: f ← |xik |
2: g ← |yjk |
3: t← max(f, g)

4: if t = 0 then

5: cos (θk)← 1

6: sin (θk)← 0

7:
√

x2
ik

+ y2jk ← 0

8: else

9: u← f/t

10: v ← g/t

11: if f ≥ g then

12: r ←
√

1 + v2

13: cos (θk)← u/r

14: sin (θk)← v/r

15:
√

x2
ik

+ y2jk ← r × t

16: else

17: r ←
√

1 + u2

18: cos (θk)← u/r

19: sin (θk)← v/r

20:
√

x2
ik

+ y2jk ← r × t

21: end if

22: end if

を満たす．この際，ρ は，A の固有値 λi (i = 1, . . . , n)

に非常に近い値となる．

3.2 実装

TRL 法では，小さい行列 Sm の EVD が内部的に実行

され，その結果を用いて，リスタートが行われる．計算誤

差を考慮しない限り，EVD によって得られる固有ベクト

ルは直交行列である．しかし，丸め誤差のために，Lanczos

法 [4]の直交性が悪化することが知られている．この問題

を回避するために，小行列 Sm の固有ベクトルの直交化を

用いてリスタートする方法が提案されている．本稿では，

Givens 回転を用いた QR 分解 [5]によって，固有ベクトル

を列直交行列と上三角行列に分解することにより，最大直

交性を持つ Sm の固有ベクトルを計算させる．アルゴリズ

ム 2は，その実装方法である．

従来の方法では，l ベクトルが固有ベクトル y1, . . . , ym

から Yl として抽出される．ここで，Yl は，m× l の行列で

ある．新しい戦略では，Yl を直交化するために，Yl = QR

の Givens 回転を用いた QR 分解を用いる．直交行列 Q

を新しい Yl とすると

Yl ←
[
y1, y2, . . . , yl

]
, (11)

Yl = QR, (12)

Yl ← Q. (13)

と表される．

SmYl = YlDl, (14)

を満たすために，

Algorithm 2新しいリスタート戦略による TRL法の実装
1: Set m and l;

2: Input Lanczos decomposition AVm = VmSm + βmvm+1e⊤
m;

3: for i := 1, 2, · · · do
4: Compute all eigenvalue γ1, . . . , γm and the normalized

eigen vectors y1, . . . , ym corresponding to the eigenvalue

in Sm;

5: Extract the required eigenvalues γ1, . . . , γl and the eigen

vectors y1, . . . , yl;

6: Dl := diag(γ1, . . . , γl);

7: Yl := [y1 . . . yl];

8: Compute the QR Decomposition using Givens rotation of

Yl = QR

9: Yl ← Q

10: [Dl]i,i ←
[
Y ⊤
l SmYl

]
i,i

for i = 1, . . . , l

11: Ṽl := VmYl;

12: η := e⊤
mYl;

13: ṽl+1 := vm+1;

14: r̃l+1 := Aṽl+1;

15: α̃l+1 := ṽ⊤
l+1r̃l+1;

16: r̃l+1 := r̃l+1 −
∑l

j=1 βmη(j)ṽj − α̃l+1ṽl+1;

17: β̃l+1 := |r̃l+1|;
18: ṽl+2 := r̃l+1/β̃l+1;

19: Ṽl+1 := [Ṽl ṽl+1];

20: S̃l+1 :=

[
Dl βmη⊤

βmη α̃l+1

]
;

21: Adopt AṼl+1 = Ṽl+1
˜Sl+1 + β̃l+1ṽl+2e⊤

l+1 to the Lanczos

method at m− l − 1 times;

22: end for

[Dl]i,i ←
[
Y ⊤
l SmYl

]
i,i

. (15)

に近似させる．ここで，[Dl]i,i のレイリー商であり，固有

ベクトル Yl を用いて Sm を厳密に近似する．直交性が改

善された式 (13)を用いて，

x = ||SmYl − YlDl||, (16)

を，アルゴリズム 2 の 10 行目で計算された固有値

Dl(1 : l, 1 : l) を用いて定義する．Yl の直交性を改善

することによって，x が大きくなる．この問題を避けるた

めに，Dl を式 (15)のレイリー商を用いて，再定義する．

さらに，

AVmYl = VmSmYl + βmvm+1e
⊤
mYl

= VmYlDl + βmvm+1e
⊤
mYl. (17)

より，

V ⊤
l AVl = Y ⊤

l SmYl = Dl, (18)

が導き出される．ゆえに，A の固有値に近い Yl, [Dl]i,i は，

レイリー商として扱うことができる．

Ṽl := VmYl, (19)

η := e⊤mYl, (20)
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を用いて，新しい戦略を用いた TRL 法は，

Ṽl :=VmG(m− 1,m)⊤G(m− 2,m− 1)⊤ · · ·G(1, 2)⊤

×G(m− 1,m)⊤G(m− 2,m− 1)⊤ · · ·G(2, 3)⊤

× · · ·

G(m− 1,m)⊤G(m− 2,m− 1)⊤ · · ·G(l, l + 1)⊤.

(21)

によって実装される．式 (21)は，LAPACK の xROT を用

いて計算される．式 (8)を用いて新しい戦略を用いた TRL

法の 10 行目は，以下のように実装される．

Dl ←G(l, l + 1) · · ·G(m− 2,m− 1)G(m− 1,m)

× · · ·

×G(2, 3) · · ·G(m− 2,m− 1)G(m− 1,m)

×G(1, 2) · · ·G(m− 2,m− 1)G(m− 1,m)

× SmG(m− 1,m)⊤G(m− 2,m− 1)⊤ · · ·G(1, 2)⊤

×G(m− 1,m)⊤G(m− 2,m− 1)⊤ · · ·G(2, 3)⊤

× · · ·

×G(m− 1,m)⊤G(m− 2,m− 1)⊤ · · ·G(l, l + 1)⊤.

(22)

さらに，

X(0) := Sm, (23)

X(1) := G(m− 1,m)X(0)G(m− 1,m)⊤, (24)

X(2) := G(m− 2,m− 1)X(1)G(m− 2,m− 1)⊤, · · · .
(25)

となる．式 (23)，(24)，(25)は，LAPACKの xROT を用い

て計算することができる．

X(i) において，X
(i)
m−1,m，X

(i)
m,m−1，X

(i)
m−1,m−1，X

(i)
m,m

を除くすべての要素に関して，単純に xROT を用いて実装

できる．数学では，X(i) は常に対称行列である．したがっ

て，実装の際には，対称性を維持させなければならない．

加えて，対角要素は高い精度で計算されなければならない．

以上の要求を考慮し，

pp =X
(i)
m−1,m−1, (26)

pq =X
(i)
m−1,m, (27)

qq =X(i)
m,m, (28)

X
(i)
m−1,m =cos (θk)× sin (θk)× (qq − pp)

+ pq × (cos (θk)− sin (θk))

× (cos (θk) + sin (θk)), (29)

X
(i)
m,m−1 =X

(i)
m−1,m, (30)

X
(i)
m−1,m−1 =cos (θk)× cos (θk)× pp

+ 2 cos (θk)× sin (θk)× pq

+ sin (θk)× sin (θk)× qq, (31)

X(i)
m,m =sin (θk)× sin (θk)× pp

− 2 cos (θk)× sin (θk)× pq

+ cos (θk)× cos (θk)× qq, (32)

を用いる．

4. まとめ

本稿では，大規模スパース行列の部分 EVD を計算する

ための TRL 法の改良法を示している．改良法では，TRL

法の内部で生成された小行列 Sm の固有ベクトルの直交化

を用いてリスタートを行う．リスタートの際に，改良法を

用いた実装では，Givens 回転に基づいて QR 分解を行う．

単精度浮動小数点演算における性能を数値実験によって

示している．この際，TRLAN に実装されている TRL 法

から丸め誤差の影響をなくすために，本稿で示した Givens

回転の実装方法を適用している．この適用された従来法と

新しいリスタート戦略との比較実験を行い，反復回数と計

算時間が減少することを確認している．
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