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k-コーダルグラフにおける最適な低競合ショートカット

北川 大貴1 北村 直暉1 大館　陽太2,a) 泉 泰介1,b)

概要：本稿は，CONGEST モデル上のの分散アルゴリズム設計における重要な基本手法の一つである，低

競合ショートカットを取り扱う．特に，入力グラフを k-コーダルグラフとした場合，良い低競合ショート

カットが存在し，かつ 1ラウンドでそれを (分散的に)構成できることを示す．具体的には，任意の n頂点

k-コーダルグラフに対して，クオリティ O(kD)の低競合ショートカットの構成アルゴリズムを提案する

（D はグラフの直径)．この結果は，k があまり大きくない場合，k-コーダルグラフは一般のグラフにおけ

る低競合ショートカットのクオリティの下界 Ω(
√
n +D)よりも大幅に良いショートカットを持つことを

意味している．また，k ≤ D かつ kD ≤
√
nの条件のもとで，提案アルゴリズムが最適であること，すな

わち低競合ショートカットのクオリティが Ω(kD)となるインスタンスが存在することも示す．
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1. はじめに

1.1 研究背景

分散グラフアルゴリズムとは，複数の計算機を相互接続

したネットワークにおいて，ネットワークそれ自体をグラ

フアルゴリズムの入力とみなして，その上で各種問題（最短

経路，最小生成木，最小カット等)を解く枠組みである．分

散グラフアルゴリズムにおける代表的なモデルのひとつと

して，CONGEST モデルが存在する．CONGEST モデル

においては，各計算ノードは同期ラウンドに従って動作し，

1 ラウンドあたり各通信リンクは O(log n) ビットのメッ

セージを伝送可能である (nは全ノード数)ことを仮定し

たモデルである．CONGEST モデルにおいては通信リン

クの帯域が制限されているため，ある１台の計算機がネッ

トワーク全体のトポロジ情報を収集して，その上で逐次ア

ルゴリズムを実行するというアプローチでは自明に Ω(n)
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ラウンドの実行時間を必要とする．そのため，CONGEST

モデルにおけるアルゴリズム設計の興味は，nに対して準

線形時間のアルゴリズムを構成できるかどうかという点に

ある．

本稿ではCONGEST モデルにおける問題のひとつである

同時部分最小値問題を扱う．グラフの頂点が各々 O(log n)

ビットの値を持つものとし，頂点集合の互いに疎な連結誘

導部分グラフへの分割が与えられているとする．同時部分

最小値問題は，それぞれの部分グラフ内において，ノード

保有値の最小値を求めるという問題である．同時部分最小

値問題は分散システムにおいて最小全域木の構築，最小

カット近似など様々な問題への応用がある [1]．その中で

も最小全域木の構築とは強く関係しており，頂点数 nの

グラフに対して同時部分最小値問題を O(f)時間で解くア

ルゴリズムが存在するとき，Õ(f)時間 *1 で最小全域木の

構成が可能である [1], [2]．またこのことから逆に，最小全

域木の下界が与えられると同時部分最小値問題の下界を求

めることも可能である．Pelegと Rubinovichらは，直径が

*1 Õ(·)は，通常の O(·)記法から，polylog(n)の項を (相対的に十
分小さい項として) 無視した記法である．
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D，頂点数 nのグラフについて最小全域木の構築にかかる

時間の下界が Ω(
√
n +D)ラウンドであることを証明して

いる [3], [4], [5]．また，一般のグラフに対して Õ(
√
n+D)

時間で同時部分最小値問題を解くアルゴリズムが存在する

ことも知られている [6]．したがって対数領域の時間複雑

性を無視すると，一般のグラフについては同時部分最小値

問題を最適な時間で解くアルゴリズムが知られていること

になる．ただし，Ω(
√
n+D)ラウンドの下界に言及すると

きに注意すべき点として，Ω(
√
n)ラウンドの下界はある種

の特殊なインスタンスに対して成立するラウンド数下界で

あることに対して，Ω(D)ラウンドの下界はインスタンス

によらず常に成立する下界 (ユニバーサル下界)であること

を指摘しておきたい（任意のグラフにおいて，グラフ全体

を一つの部分グラフとした場合の同時部分最小値問題は自

明に Ω(D)ラウンドを必要とする）．そのため，一般にあ

るグラフGが与えられたとき，その上での最適な同時部分

最小値問題の求解ラウンド数に対する漸近的評価は，必ず

Ø(
√
n + D)と Ω(D)の間に存在することがわかる．この

ことは，同問題に対して，制限されたグラフクラスに対す

る計算量解析を検討するための動機を与えることになる．

上述の背景をに基づき，本稿ではグラフクラスをコーダ

ルグラフの一般化である k-コーダルグラフに制限した場合

の，同時部分最小値問題の高速な解法について検討する．

特に，解法へのアプローチとして，低競合ショートカットと

呼ばれる枠組みに注目する．低競合ショートカットは，同

時部分最小値問題を高速に解くための手法として Ghaffari

と Haeuplerにより提案され [1]，近年多くの注目を集めて

いる ．詳細な定義は後に述べるが，一般に成立する事実

として，クオリティと呼ばれるパラメタが qであるような

低競合ショートカットをO(f)時間で構成可能である場合，

同時部分最小値問題を Õ(f + q)時間で解くことが可能で

あることが知られている [1]．よって本研究では，k-コーダ

ルグラフに対する良いクオリティの低競合ショートカット

の存在性および構成可能性について論じていく．提案する

具体的な結果は以下の 2つの事実である．

• 任意の n頂点 k-コーダルグラフに対して，クオリティ

O(kD)の低競合ショートカットを構成する実行時間

1ラウンドのアルゴリズムが存在する．この結果は，

k = O(1)であるとき，Ω(D)ラウンドのユニバーサル

下界に一致する．すなわち，小さい kに対して k-コー

ダルグラフ上では同時部分最小値問題を一般のグラフ

に比べて大幅に高速に解くことが可能であることを示

している．

• k ≤ Dかつ kD ≤
√
nの条件のもとで，低競合ショー

トカットのクオリティが Ω(kD)となるようなインス

タンスが存在する．この結果は提案するアルゴリズム

が (ショートカットの構成可能性の意味において)最適

であることを示している．

1.2 関連研究

最小生成木問題は分散グラフアルゴリズムの設計におけ

るもっとも重要な基本問題の一つであり，それ単体が重

要であるだけでなく，他の数多くのアルゴリズム設計の

ツールとしての役割も持つ．そのため，最小生成木構成の

ための効率のよいアルゴリズムの設計は，分散グラフア

ルゴリズム設計の黎明期より数多くの研究が示されてお

り [2], [6], [7]，また，その計算量下界についても研究が進

んでいる [3], [5].

前述の通り，最小生成木問題の高速な求解のためのキー

ポイントは，同時部分最小値問題に対する高速なアルゴリ

ズムの設計にある．低競合ショートカットは同問題を高速

に解くための枠組みとして提案された．現時点で，平面グ

ラフ及び種数制限グラフ [1], [8]，部分K 木 [8]，禁止マイ

ナー族 [9]により特徴づけられるグラフ等に対して，一般

のグラフにおける Ω(
√
n +D)の下界を破るクオリティを

持つ低競合ショートカットの存在が示されている．また，

平面グラフ (クオリティ Õ(D))，種数 g のグラフ (クオリ

ティ Õ(
√
gD))，部分 k 木 (クオリティ Õ(kD)) について

は，現在知られている低競合ショートカットの構成法がク

オリティの意味で最適であることも示されている [1], [8]．

低競合ショートカットのアルゴリズム設計への応用とし

ては，最小生成木および最小カット近似 [1]，単一始点最

短経路問題 [10]，平面グラフに対する深さ優先探索木の構

成 [11]等が知られている．

1.3 論文の構成

本稿は全 4 節で構成される．2 節では，本稿で考える

CONGEST モデルと同時部分最小値問題，ならびに低競

合ショートカットの定義を述べる．3節では，本稿の主定

理およびその証明をおこなう．4節では，まとめと今後の

課題について述べる．

2. 諸定義

2.1 モデル定義

本稿で考える分散システム (CONGEST モデル)は，単

純無向連結グラフ G = (V,E)により表現される．ここで

V はノードの集合であり，E は通信リンクの集合である．

また，|V | = nとする．CONGEST モデルでは計算機は

ラウンドに従って同期して動作するものとする．1ラウン

ド内で，隣接頂点へのメッセージ送信，隣接頂点からの

メッセージ受信，内部計算 (多項式時間)をおこなう．各

辺は単位ラウンドあたり O(log n)ビットを双方向に伝送

可能であり，各ノードは異なる接続辺に異なる内容のメッ

セージを同一ラウンドに送信可能である．各ノードはま

た，O(log n)ビットの自然数値よる IDが付与されており，

自身の隣接頂点全ての IDを既知であるとする．各ノード

はグラフのトポロジに関する事前知識を持たないものとす
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る．ただし，本稿では一般のグラフではなく，制限された

グラフクラス (k-コーダルグラフ)を考えており，アルゴリ

ズムはトポロジGが当該のクラスに属していることを仮定

して動作する．

2.2 k-コーダルグラフ

コーダルグラフの一般化である k-コーダルグラフは次の

ように定義される．

定義 2.1. あるグラフ Gについて，G中の長さ k + 1以上

の任意のサイクルが必ず弦を持つとき，そのグラフは k-

コーダルであると呼ぶ．

特に k = 3の場合は単にコーダルグラフと呼ばれ，区間

グラフ等に代表される，各種交差グラフ族との関連が深い

クラスであることが知られている．コーダルグラフは明ら

かに平面的でないグラフを含み，また種数および木幅に関

する非自明な上界を持たない．さらに，任意の大きさのク

リークを含み得るため，いかなる禁止マイナーも持たない．

そのため，すでに良い低競合ショートカットの存在が知ら

れているいかなるグラフクラスにも包含されないため，既

知の手法を用いて効率的な低競合ショートカットを構成す

ることはできない．

2.3 同時部分最小値問題

同時部分最小値問題は，CONGEST モデルにおける基

本問題の一つであり，以下のように定義される．

• 入力:各頂点 v ∈ V に対する O(log n)ビットの入力値

xv ∈ N，ならびにグラフ Gの互いに素な連結部分グ

ラフへの分割 P1, P2, . . . , PN (すなわち，各 PiはG中

の連結な部分グラフであり，V (Pi)の和は V (G)に一

致する)．

• 出力:各 Pi(1 ≤ i ≤ N)中のノードは，V (Pi)中のノー

ドの入力値の最小値 minv∈V (Pi) xv を出力する．

上述の入力における各部分グラフ Pi を，以降パートと呼

ぶ．同時部分最小値問題のナイーブな解法は，各パート Pi

中において独立に最小値問題を解くことである．具体的に

は，まず Piに対して根付きの幅優先木（根はリーダ選挙を

用いて決定する）を構成して，各ノードは根に向かって自

分がこれまでに受け取った値 (自身の値と，子より転送さ

れてきた値）のうち最小のものを転送していく．木の高さ

に比例する時間で根は最小値を求めることができるので，

その後根は求めた最小値を木上でブロードキャストするこ

とで最小値発見問題を解くことができる．このアルゴリズ

ムの計算時間は構成する木の高さに比例するが，一般に G

の誘導部分グラフの直径はGの直径とは無関係に大きくな

りえる (最悪時は Ω(n))．そのため，このアプローチで達

成可能な計算時間の上界は O(n)ラウンドとなる．別の手

法としては，グラフ G全体で幅優先木 T を構成して，全

てのパートに対して T を用いて最小値発見を行うという方

図 1 Ω̃(
√
n) ラウンドを必要とするインスタンス

法が考えられる．この方法は T の高さをO(D)で押さえる

ことが可能であるが，一方で最小値発見を行うグループは

N 個存在するため，T 上で N 回最小値発見問題を解く必

要がある．パイプラインスケジューリングを用いることで

その計算時間を O(D+N)時間に抑えることは可能である

が，N = Ω(n)となりえるため，この手法においても達成

可能な計算時間の上界はやはり O(n)ラウンドとなる．

一般のグラフにおける最適な解法はこれら二つを折衷す

ることで達成される．具体的には，各パートごとに，パー

ト内の頂点数が
√
n以下であるならば前者の手法を，パー

トの直径が
√
n以上であるならば後者の手法を用いる．こ

のとき，(
√
n +D)ラウンドで同時部分最小値問題を解く

ことが可能である．なお，いかなるアルゴリズムを用いて

も同時部分最小値問題を解くためには Ω̃(
√
n)ラウンドを

必要とするようなインスタンスの存在 (図 1)が知られてお

り，上述の手法は一般のグラフにおいて最適なアルゴリズ

ムである．

定理 2.2 ([1], [3]). 任意の n頂点グラフ Gおよびパート

への分割 P1, P2, . . . , PN に対して，Õ(
√
n + D)ラウンド

で同時部分最小値問題を解くアルゴリズムが存在する．ま

た，同時部分最小値問題を解くいかなるアルゴリズムにつ

いても，その実行時間が Ω̃(
√
n)ラウンドとなるような直

径 O(log n)のグラフおよびパートへの分割が存在する．

なお，この下界は，アルゴリズムとして乱択を許した場

合にも成立する．

2.4 (d, c)-低競合ショートカット

O(
√
n+D)ラウンドで同時部分最小値問題を解くアルゴ

リズムのキーアイデアは，各パートで最小値の発見に用い

る木に対して，その高さ (dilation)と利用回数 (congestion)

をΘ(
√
n)でバランスさせた点にある．低競合ショートカッ

トは，この考え方を一般化したものとみなすことができる．

以下，形式的な定義を述べる．

定義 2.3 ([1]). グラフ G = (V,E)と Gの互いに素な連結

誘導部分グラフ P1, P2, . . . , PN への分割が与えられている

とする．(d, c)-低競合ショートカットは各 Piに対して以下

のように定義される部分グラフ H1,H2, . . . , HN ⊂ Gの集
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合である．

( 1 ) 各 iにおいて，Gの部分グラフ Pi +Hi の直径は高々

dである．(low dilation)

( 2 ) 各辺 e ∈ E において，部分グラフ Pi +Hi に含まれる

回数は高々 c回である．(low congestion)

一般に，(d, c)-低競合ショートカットの構築にかかる時

間を f とすると，Õ(d + c + f)時間で同時部分最小値問

題を解くアルゴリズムが知られている [1], [12]．そのため，

低競合ショートカットの良さを評価する指標として，d，c

を別々に検討する必要はなく，その最大値のみで十分であ

る．以降，(d, c)-低競合ショートカットに対して決まる値

max{d, c}を (d, c)-低競合ショートカットのクオリティと

呼ぶ．

3. 本研究の主定理と証明

本研究の主結果の一つは，任意の k-コーダルグラフは良

いクオリティの低競合ショートカットを持ち，かつそれを

(分散的に)構成可能であるということである．

定理 3.1. 任意の k-コーダルなグラフに対して，そのクオ

リティがO(kD)となる低競合ショートカットが存在し，ま

たそれを 1ラウンドで構成する CONGEST モデル上の分

散アルゴリズムが存在する．

この定理は，一般に k = Õ(1)であるならば，ほぼ最適

に近いショートカットが存在することを示している．一方

で，ショートカットのクオリティと kの値との依存性に関

して，この結果がほぼ最適であることも示すことができる．

具体的には，以下のような定理を得る．

定理 3.2. k ≤ D, kD ≤
√
nであるような任意の kおよび

Dに対して，任意のショートカットのクオリティが Ω(kD)

となるような，n頂点，直径 Dの k-コーダルグラフ Gと

その上の分割 P1, P2, . . . , PN が存在する．

本節では以下，この 2つの定理の証明を行っていく．

3.1 定理 3.1の証明

まずは定理 3.1の証明をおこなう．定理 3.1は，具体的

にショートカットを構成するアルゴリズムを示すことによ

り示す．アルゴリズムは以下に示すとおりであり，極めて

単純である．

任意の分割 Pi ⊆ V について，そこに属するすべ

ての頂点 v ∈ Pi は，自身に接続している辺すべ

てを，Pi のショートカット辺としてHi に追加す

る．vは各接続辺 (v, u)について，それをHiに加

えたことを隣接頂点 uに通知する．

このアルゴリズムは，明らかに 1ラウンドで実行可能であ

る．また，分割は互いに素であるため，各辺は高々 2つの

グループに属する．よって定理 3.1を示すためには，任意

の i ∈ [1, N ]について Pi +Hiの直径がO(kD)となること

を示せば十分である．すなわち，証明のゴールは以下の補

題を示すことである．

補題 3.3. 任意の i ∈ [1, N ]に対して，Gi = Hi + Pi とす

ると，Gi の直径は高々 kDである．

まず，証明で使用する記号の定義をおこなう．Suv =

(s0, s1, . . . , sl)を Gにおける u, v間の最短パスを成す頂点

系列とする．また S′
uv = (s′0, s

′
1, . . . , s

′
l)を Piにおける u, v

間の最短パスを成す頂点系列とする．Suv と S′
uv のいずれ

も，複数存在する場合は任意の 1つを選ぶものとする．定義

より明らかに s0 = s′0 = u, sl = s′l = vとなる．Suv, S
′
uv は

系列であるが，曖昧さのない範囲で頂点集合としても取り扱

うものとする．共通集合Suv∩S′
uvについて，その要素をSuv

に現れる順番に並べた系列を Tuv = (t0, t1, . . . , tm)とする．

tx = sy を満たす yを c(x)，tx = s′y を満たす yを c′(x)で

表すものとする．また，Suv[i, j]を Suvの中の siから sj ま

での部分系列 (si, si+1, . . . , sj−1, sj)とし，S′
uv[i, j]を S′

uv

の中の s′i から s′j までの部分系列 (s′i, s
′
i+1, . . . , s

′
j−1, s

′
j)と

する．Suv[i, j], および S′
uv[i, j]はいずれも当該部分系列の

パスに相当する Gの部分グラフの意味合いでも使う場合

がある．なお，i < j であることは必ずしも要求しない．

i > j の場合は部分列は元のパスを逆向きにたどる系列に

相当する．これらの記法をまとめたものを図 2に示す．

補題 3.3の証明のために，まず以下の補題を示す．

補題 3.4. 任意の x(1 ≤ x ≤ m − 1) について，

distGi
(tx, tx+1) ≤ k(c(x+ 1)− c(x))

Proof. G′ = S′
uv[c

′(x), c′(x + 1)] + Hi とする．任意の

j(0 ≤ j ≤ |c(x+1)−c(x)|)について，ある uj ∈ Suv[c(x)+

j, c(x+1)]が存在して，distG′(sc(x), uj) ≤ kjが成立するこ

とを，jに関する帰納法により示す (j = |c(x+1)−c(x)|とす
ることで題意が証明される）．なお，系列S′

uv[c
′(x), c′(x+1)]

に関しては，c(x) > c(x + 1) の可能性があり得るが，

以降は c(x) < c(x + 1) であることを仮定して証明する

(c(x) > c(x + 1) のケースは同様に証明可能)．また，帰

納段階の記号等をまとめたものを図 3に示す．(基底段階)

j = 0のときは明らかである．(帰納段階)ある jまでの成立

を仮定する．このとき uj = sc(x)+ĵ とする．ĵ > j+1のと

きはuj+1 = ĵが明らかに補題 3.4を満たすので，̂j = j+1の

ときのみを考えれば良い．e = (uj , s
′
c′(x)+h) ∈ Hi とする．

このとき eの候補が複数あるときは hが最大のものを eと

する．Suv[c(x)+ ĵ, c(x+1)], e, S′
uv[c

′(x)+h, c′(x+1)]で構

成されるサイクルCを考えると，サイクルの大きさが k+1

以上のとき，グラフGが k-コーダルであることより必ず弦

をもつ．そのような弦を e′ = (sc(x)+y, s
′
c′(x)+y′) ∈ Hiとす

る (複数個本ある場合は y′が最も小さいものを選ぶ)．この

とき辺 eとして uj に接続する辺のうち hの値が最大となる

ものを取っているので，e′は uj には接続していない．すな

わち，y > ĵ, y′ ≥ hである．パスS′
uv[c

′(x)+h, c′(x)+y′]の

長さは k-コーダルグラフの性質より k−3以下になる．よっ
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: 𝑃𝑖

: 𝑆𝑢𝑣
′

: 𝑆𝑢𝑣

𝑡0
𝑠0
𝑠0
′

𝑡1
𝑠𝑐(1) = 𝑠4
𝑠𝑐′(1)
′ = 𝑠9

′

𝑡2
𝑠𝑐(2) = 𝑠7
𝑠𝑐′(2)
′ = 𝑠17

′

𝑡4
𝑠𝑐(4) = 𝑠10
𝑠𝑐′(4)
′ = 𝑠23

𝑠𝑐(3) = 𝑠8
𝑠𝑐′(3)
′ = 𝑠13

′

𝑡3

図 2 記号の定義とその例

𝑠𝑐(𝑥)
𝑠𝑐′(𝑥)
′

𝑠𝑐(𝑥+1)
𝑠𝑐′(𝑥+1)
′

: 𝑃𝑖

: 𝑆𝑢𝑣
′

: 𝑆𝑢𝑣
𝑒

𝑒′

𝑢𝑗 = 𝑠𝑐 𝑥 +  𝑗
𝑠𝑐 𝑥 +𝑦 = 𝑢𝑗+1

𝑠𝑐′ 𝑥 +ℎ
′ 𝑠𝑐′ 𝑥 +𝑦′

′

図 3 補題 3.4 の証明

て ujから sc(x)+yへのパスS′
uv[c

′(x)+h, c′(x)+y′]+{e, e′}
は長さ k − 1以下であり，distG′(uj , sc(x)+y) ≤ k を得る．

帰納法の仮定より distG′(sc(x), uj) ≤ kj．uj+1 = sc(x)+y

であるので distG′(sc(x), sc(x)+y) ≤ k(j + 1) が成り立ち，

uj+1 = sc(x) + yとすることで，j + 1についても命題が成

立する．以上により示された．

上記補題を用いることで，補題 3.3を示す．

Proof. 補題 3.4の式を全ての xについて足し合わせるこ

とで，以下の式を得る．

distGi(t0, tm) ≤
∑

0≤i≤m−1

distGi(ti, ti+1)

≤
∑

0≤i≤m−1

k(c(i)− c(i+ 1))

≤ k(c(m)− c(0))

≤ kD

3.2 定理 3.2の証明

次に定理 3.2の証明をおこなう．まず，証明に先立ち，下

界を与えるようなGの構成を述べる．グラフGの構成は k

以外に 2つのパラメタ x,N を持つため，以降G(k, x,N)と

して記載する．パラメタ xおよびN は最終的に定理 3.2の

条件を満たすように調整される．簡便のためK = k/2− 1

と定める．G(k, x,N)の頂点集合および辺集合をそれぞれ

V (k, x,N) および E(k, x,N)で表すとしたとき，それらは

以下のように定義される．

V (k, x,N) = {v1,j | 0 ≤ j ≤ x}

∪ {vi,j | 2 ≤ i ≤ N, 0 ≤ j ≤ xK} .

E(k, x,N) = E1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ E4 s.t.

E1 = {{v1,j , v1,j+1} | 0 ≤ j ≤ x− 1},

E2 = {{vi,j , vi,j+1} | 2 ≤ i ≤ N, 0 ≤ j ≤ xK − 1},

E3 = {{v1,j , vi,h} | 2 ≤ i ≤ N, 0 ≤ j ≤ x, h = jK},

E4 = {{vi,h, vj,h} | 2 ≤ i, j ≤ N, i ̸= j, h mod K = 0}.

また，各パートへの分割 P = {P1, P2, . . . , PN}は以下のよ
うに定義される．

Pi =

{v1,j | 0 ≤ j ≤ x}, i = 1

{vi,j | 2 ≤ i ≤ N, 0 ≤ j ≤ xK}, i > 1.

グラフG(k, x,N)およびパート集合 P1, P2, . . . , PN の構成

を図 4に示す．

下界の証明に先立って，まずはグラフ (k, x,N)が k-コー

ダルであることを証明する．

補題 3.5. グラフ G(k, x,N)に含まれる任意の単純サイク

ルは，長さ k以下であるか，もしくは弦をもつ．

Proof. 簡単のために，頂点の一部に以下のような別名 v′xy

を与える．

• v′1,j = v1,j(0 ≤ j ≤ x)

• v′i,j = vi,h(2 ≤ i ≤ N, 0 ≤ j ≤ x, h = jK).

行と列と呼ばれる頂点の部分集合を定義する．i 行目の

頂点集合を Ri = {v′i,j |0 ≤ j ≤ x}，i 列目の頂点集合を
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𝑃1

𝑃2

𝑃3

𝑃4

𝑃𝑁

内の頂点はクリーク

𝐾 =
𝑘

2
− 1

1

2𝑘𝐷

𝑥

: 𝑅𝑖

: 𝐶𝑖

図 4 k-コーダルグラフ G(k, x,N)

Ci = {v′j,i|1 ≤ j ≤ N}とする．以下の証明で Ri, Ci の i

をそれぞれ行のインデックス，列のインデックスと呼ぶ．

今，G(k, x,N)中の任意のサイクル X を考える．X の

頂点集合が交わる列のうち，最小のインデックスを l，最大

のインデックスを r とする．また，行についても同様に，

X が交わる行のうち最小，最大のインデックスをそれぞ

れ tおよび bで表す．また，X の頂点集合が交わる列のう

ち，交わりが最大となるような列のインデックスを mと

し，その交わりに含まれる頂点数を am で表すとする．こ

のとき，任意のサイクル X は以下の 4つのケースの少な

くとも一つにあてはまる．

( 1 ) r − l ≥ 2である

( 2 ) am ≥ 3である

( 3 ) r − l = 0である

( 4 ) r − l = 1であり am = 2である

これらすべてについて補題 3.5が成り立つことを示す．ま

た，以下の証明を図 5に示す．

( 1 ) r − l ≥ 2の場合：グラフ G(k, x,N)の構成より，l列

中の頂点と r列中の頂点を結ぶ任意のパスはかならず

l+1列と交わりを持つ．Xが単純サイクルであること

より，このときX は l+ 1列目と交わりを持ち，また

その大きさは少なくとも 2である．u, v を X と Cl+1

の交わりとすると，Cl+1 はクリークを成しているの

で，uと vは隣接している．すなわち，辺 (u, v)がX

における弦となる．

( 2 ) am ≥ 3である場合：このとき，Cm中に，X で隣接し

ていない 2頂点が存在する．Cm がクリークであるこ

とよりそれらの 2頂点間は辺をもち，その辺が X に

おける弦となる．

( 3 ) r− l = 0である場合：X自体がクリークであり，自明．

( 4 ) r − l = 1 かつ am = 2 である場合：X が

v′t,l, v
′
t,r, v

′
b,l, v

′
b,r の 4 頂点と v′t,l, v

′
t,r を結ぶパス，

v′b,l, v
′
b,rを結ぶパスで構成されていることがわかる．こ

のとき，dist(v′t,l, v
′
t,r) ≤ K = k/2−1, dist(v′b,l, v

′
b,r) =

K = k/2 − 1, dist(v′t,l, v
′
b,l) = dist(v′t,r, v

′
b,r) = 1とな

り，X の長さは k以下となる．

以上により示された．

次の補題によりグラフG(k, x,N)に対するショートカッ

トのクオリティの下界を与える．

補題 3.6. D > 2K, N ≥ 2kD とすると，グラフ

G(k,D − K,N) の直径は高々 D であり，P に対する任
意のショートカットのクオリティは Ω(kD)である．

Proof. D > 2K のとき，任意の 2頂点間に高々長さDの

パスが存在することは容易に確認できる．ショートカッ

トのクオリティに関しての証明は背理法による．グラフ

G(k,D − K,N)のショートカットのクオリティが o(kD)

であると仮定する．このとき，P1に含まれる辺のショート

カットとしての総使用回数 U は，U ≤ (D−K)kD となる．

よって各パートがショートカットの辺として P1 中の辺を

使える回数の平均は (D −K)kD/2kD = (D −K)/2とな

り，少なくとも 1つのパート Pz が高々
(D−K)

2 本の辺を利

用している．今，H を Pz とそのショートカット辺からな

る部分グラフとする．また，Z を P1中の辺で Pz がショー

トカット辺として使っている辺の集合とする．任意の列 j

について，Rj 中の任意の頂点と Rj+1中の任意の頂点との

間のHにおける最短パスは，辺 (v1,j , v1,j+1)がZに含まれ

ていないときは少なくとも K 以上になる．|Z| ≤ D−K
2 で

あることより，このときH における頂点 vz,0と vz,(D−K)K

の間の最短パスの長さは少なくとも (D−K)K
4 以上となる．

D > 2K より D −K > D/2なので，このとき上述のパス

の長さは Ω(kD)となり背理法の仮定に矛盾する．よって

補題が証明された．

定理 3.2は補題 3.6および補題 3.5より直ちに得られる．

4. まとめと今後の課題

本稿では，コーダルグラフの一般化グラフである k-コー

ダルグラフにに対して，クオリティが O(kD)となる低競

合ショートカットの存在性とそれを１ラウンドで構成する

分散アルゴリズムを示すとともに，任意のショートカット

のクオリティが Ω(kD)となるような k-コーダルグラフの

インスタンスが存在することにより，提案手法の最適性を

示した．今後の課題として，提案したショートカット構成

手法の他のグラフクラスへの適用とその解析を挙げること

ができる．
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図 5 補題 3.5 の証明
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