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準線形時間ランデブーの可能性について

江口 僚太,a) 北村 直暉,b) 泉 泰介,c)

概要：ランデブー問題は分散計算分野において広く研究されている問題である．ランデブー問題の基本的
な設定は，グラフ G = (V,E)上に配置された 2つのエージェントを，最終的に同一な頂点上に移動し停

止させるというものである．本研究では，エージェントの動作がラウンドに基づき同期的に動く仮定のも

とで，ランデブー達成に必要はラウンド数をできるだけ少なくすることである．特に，Gの頂点数 nに対

する準線形時間でランデブーが可能かどうかを探求する．最小次数が比較的大きいグラフにおいて，距離

1に配置された 2エージェントが高確率で準線形時間でランデブーを達成することを示す．より具体的に

は，最小次数 δ に関して δ = Ω(n)となる任意のグラフ Gにおいて，距離 1に配置されたエージェントが

O(
√
n logn)時間で高確率でランデブーを完了するアルゴリズムを提案する．

On the Possibility of Sublinear-Time Rendezvous

Eguchi Ryota,a) Kitamura Naoki,b) Izumi Taisuke,c)

1. はじめに

ランデブー問題は分散計算分野において広く研究されて

いる問題である．ランデブー問題の基本的な設定は，グラ

フ G = (V,E)上に配置された 2つのエージェントを，最

終的に同一な頂点上に移動し停止させるというものであ

り，モバイルエージェントおよび自律分散ロボット群のた

めの分散アルゴリズム設計における重要な基本問題の一つ

として認識されている．ランデブー問題の本質的な困難さ

の一つとして，対称性の破壊と呼ばれる概念を挙げること

ができる．例えば，4頂点のリングネットワークにおいて，

隣合わない 2頂点上に 2台のエージェントが配置されてい

る状況を考える*1．このような状況で 2台のエージェント

が同一の決定性アルゴリズムで動作する場合，2台のエー

ジェントは対称に動作するため，その相対位置が距離 2(互

いに隣接していない)である状況を永遠に脱出することが

できない．すなわち，いかなるアルゴリズムをもってして
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*1 厳密には，各頂点上で接続されている辺に対して割り当てられて
いるポート番号も対称に（例えば時計回り順方向は 1，逆方向は
0 のように) に割り当てられているとする．

もこの状況ではランデブーを達成することができない．こ

のことから分かるように，一般にランデブー問題が可解で

あるためには，2台のエージェントの動作を非対称にする

ための何らかの能力を系が備えている必要がある．ランデ

ブー問題を扱う多くの既存研究において，どのような仮定

あるいはモデルがそのような能力を与えるかという点がこ

れまでに検討されている ．本研究では，上述の研究とは

異なり，対称性の破壊を必要としないモデル（乱択および

2エージェントが異なるアルゴリズムを実行することを許

す）を仮定し，その上でランデブーを達成するために必要

な時間計算量に注目する．2エージェントで異なる動作を

許す場合，ランデブー問題はグラフ探索問題を用いて容易

に解くことができる．具体的には，一方のエージェントが

初期ノードに停止し，もう一方のエージェントがグラフを

探索することでランデブー問題を解くことができる．すな

わち，計算量の観点からは，グラフ探索を実現可能な時間

計算量がランデブー問題の自明な上界になる．一方で下界

に関しては，入力として与えられたグラフ Gにおける 2

エージェントの初期配置における距離の半分が自明な下界

となる．最悪時 (例えば n頂点リングネットワーク)にお

いてこの下界は明らかに Ω(n)ラウンドとなる．一方で，

初期位置の距離が nよりも大幅に小さいときは，グラフ探
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索に基づくようなアプローチは全頂点を網羅的に探索する

という性質上 Ω(n)ラウンドより高速にランデブーするこ

とはできないため，必ずしも最適な戦略とはいえない．理

想的には，両エージェントが近接している場合，グラフ全

体の探索を用いず準線形時間でランデブーを完了するアル

ゴリズムが望ましい．この要求を満たす解法が存在するか

どうかは，乱択や ID，十分なメモリ領域が利用できると

仮定しても明らかではない．準線形時間のランデブーを直

接的に目的とした研究は著者らの知る限り知られていない

が，Collinsらによる研究 [10]，Dasらによる研究 [15]，お

よび Andersonらによる研究 の研究においてある種のモデ

ル上でそれが達成可能であることが間接的に示されている．

Collinsらの研究においては，2エージェントがグラフ全体

の知識および自身の初期位置を知識として持つ状況におい

て，距離 d離れたエージェントのランデブーを O(d log2 n)

時間で決定的にランデブーを完了するほぼ最適なアルゴリ

ズムが提案されている．Dasらは，エージェントが各ラウ

ンドで相手との距離を検知ることができるというモデルを

仮定し，その上でO(∆(d+ log l))時間でランデブーを完了

するアルゴリズムを与えた．ここで，lは両エージェント

の IDの最小値（l = min(l1, l2)）であり，∆はグラフの最

大次数である．また下界として同様のモデルにおいてラン

デブーを達成するためには Ω(∆(d + log l/ log∆))ラウン

ドを必要とすることを示した． Andersonらの結果では，

完全グラフ上での 2エージェントのランデブーが期待時間

O(
√
n)で達成できることが示されている．この研究におい

て示されている手法は頂点集合のランダムサンプリングに

基づいており，エージェントのランダムウォークに基づく

サンプリングを組み合わせると，一般のグラフGに対する

O(τ(G)
√

n])期待時間のランデブーを達成することが可能

である (ここで，τ(G)は入力グラフG上のランダムウォー

クの混合時間を表す）．エキスパンダーグラフのような高

いコンダクタンス値を持つグラフでは τ(G)が O(log n)程

度で抑えられるが，例えば橋を持つようなグラフ（小さい

カットを持つグラフ）では τ(G) = Ω(
√
n)となりうるの

で，準線形時間でのランデブーを達成することができない．

1.1 研究結果

本研究では，我々はエージェントの初期位置が近接して

いる場合において，入力グラフ Gのトポロジに関する事

前知識を持たない場合における準線形時間ランデブー，す

なわち o(n)ラウンドでのランデブー可能性について考え

る．特に 2エージェントの初期配置距離が 1の場合におけ

る準線形ランデブー達成可能性を考える．計算モデルとし

ては，次のようなモデルを考える．エージェントは事前に

グラフの頂点数や最小次数，最大次数などの部分的な情報

を持つものとする．また，ある頂点 v上にエージェントが

存在するときその隣接頂点 N(v)の情報を観察することの

できるモデル（1ホップ視認性）を考える．また，各頂点

はエージェントにより情報を書き残すためのスペース（白

板）を備えるものとする．このモデルの上で，最小次数

δG = Ω(n)となるグラフにおいて，距離 1上の 2頂点に配

置されたエージェントによる準線形時間ランデブーを高確

率で達成するアルゴリズムを提案する．具体的には，この

前提のもとで，提案アルゴリズムは O(
√
n log n)時間で高

確率でランデブーを達成する．

1.2 関連研究

前述の通り，ランデブー問題は，アルゴリズムが決定性

かどうか，対象とするグラフクラス，エージェント動作の

一様性，システムの同期性など様々な要因によって可解性

が変動する．そのため，さまざまなモデル上で研究がおこ

なわれている．準線形時間のランデブーに関しての既存研

究に関しては前節で述べたので，ここではそれ以外の既存

研究，特に計算時間やメモリ使用量等の複雑性解析につ

いて検討しているものを中心に概観する．ランデブー問

題の包括的な解説に関しては教科書 [4], [5]やサーベイ論

文 [2], [21], [26]に詳しいので，参照されたい．

ランデブー問題の初期の研究の興味は対称性の破壊の可

能性についてであったため，特にリングネットワーク上で

のランデブー問題の可解性が各種モデルにおいて広く検討

されてきた [16], [19], [22]．この文脈においては計算複雑

性に関しての議論は必ずしも進んではいなかった，リング

に次いでよく検討されているトポロジのクラスとして木を

挙げることができる．木上のランデブーに関しては，計算

時間ならびにエージェントのメモリ使用量に関しての複雑

性に関しての議論が進んでいる．Babaら [7]は，エージェ

ントが O(n)ビットのメモリを備えているという仮定の下

で，線形時間 (すなわち O(n)時間)でランデブーを達成す

るアルゴリズムを示すとともに，それが必要メモリ量の

意味で最適であることを示している．Czyzowiczら [12]は

この結果を一般化して，kビットを使用するエージェント

Θ(n+ n2/k)時間でランデブーするアルゴリズムを示して

いる．木上のランデブーを最適なメモリ使用量 (O(log n)

ビット)で達成するアルゴリズムは Fraigniaudら [20]によ

り示されている．

一般のグラフにおけるランデブーの可解性については，文

献 [8], [11], [13], [17]などで検討されている．特に文献 [11]

では，一様なエージェントのランデブーに必要なメモリ量

の検討が行われている．結果として，Θ(log n)ビットが 2

エージェントの任意の匿名グラフにおいてランデブーを達

成するために必要なメモリ量であることを示した．最近で

はMillerら [25]が，ランデブーまでに必要な時間（ラウン

ド数）と，コスト（エージェントが移動する辺の総本数）

との間のトレードオフを解明している．またアドバイスと

呼ばれる，オラクルからの情報を用いることで高速にラン
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デブーを達成する研究 [18], [23], [24]なども知られている．

確率的な動作を許したランデブー問題は，しばしばラン

ダムウォークの理論の一部として検討されている．与えら

れたグラフ上でランダムウォークする 2つのトークンが同

じ頂点で出会うまでに必要な時間はそのグラフの合流時間

(meeting time）と呼ばれており，いくつかの研究結果が知

られている [9], [27]．一般のマルコフ連鎖の解析における

応用としてのランデブー問題は制御最適化の文脈において

多く研究されている [1], [3], [6], [14], [28], [29]．

2. 準備

2.1 モデルとエージェントの振る舞い

本稿では，n頂点の無向グラフ G = (V,E)上で 2エー

ジェントのランデブーを考える．グラフの各頂点は互い

に異なる識別子 {v1, v2, . . . , vn} を持つ．グラフ G の最

小次数を δG，最大次数を ∆G で表記する．また，ある

頂点 v の隣接頂点集合を N(v) と表記する．すなわち，

N(v) = {vi|(v, vi) ∈ E}とする.対象としているグラフが

明らかな場合，最小次数 δG，最大次数∆Gの添字は簡単の

ため省略される場合がある．

グラフ上のある 2頂点には確率的ランダムアクセス機械

としてモデル化される 2つのエージェント A,B が存在す

る．その 2エージェントは互いに異なる ID{A,B}を持ち，
初期状態から非対称的に異なる動作が可能である．エー

ジェントは内部状態として記憶領域M = {0, 1}∗ を持つ．
本稿が提案するモデルはエージェントの内部計算において

利用される記憶領域および計算能力に関して特に仮定を置

かないが，提案するすべてのアルゴリズムにおいて，内部

計算は nの多項式領域 (ビット数)を用いて，多項式時間

計算で実現することができる．

2つのエージェントは同一の頂点に存在するとき，互い

に相手の存在を検知することができる．また，任意のエー

ジェントはある頂点 v に存在するとき，自分が現在滞在

している頂点の識別子を知ることができるとともに，その

頂点に隣接している頂点の集合を（その識別子の集合とし

て）知ることができる．ここで，頂点 vの隣接ノードの集

合を N(v) = {w|(v, w) ∈ E}と表記する．また，頂点 vを

含めたものを N+(v) = N(v) ∪ {v}と表記する．各頂点に
は白板と呼ばれる永続的な記憶領域が備えられており，頂

点 vにいるエージェントは vの白板の内容に対して閲覧お

よび書き換えをすることができるものとする．形式的には

白板は n次元ベクトルWnで表現される．本稿で仮定する

モデルは白版のサイズに関して特に制限を置かないが，提

案するアルゴリズムはすべて O(1)ビットのサイズの白版

を用いて実現することができる．また，一部のアルゴリズ

ムに関しては白版を用いない（すなわち，サイズが 0ビッ

ト）で実現することが可能である．この 2つのモデルをそ

れぞれ白板付きモデル，白板なしモデルとして明示的に区

別する．

2つのエージェントは，離散単位時間 t = 0, 1, 2, . . . に

従って同期的に動作する（以降ラウンドと呼ぶ）．時刻 tに

おける状況 C は 5-組 C ∈ C = (V × M)2 × Wn である．

各ラウンドにおいて，アルゴリズム Aはエージェントの
メモリ及び滞在ノードで上でアクセス可能な情報 (現ノー

ドの識別子，隣接ノードの識別子，現ノード上の白版の情

報，現ノードにおける他エージェントの存在の有無）に基

づき，隣接頂点に移動するか，その頂点にとどまるかを計

算する．各ラウンドにおける移動は当該ラウンド中に必ず

目的地ノードへと到達できるものとし，辺上に留まってい

るような移動中の状態は考えないものとする．また，内部

計算において，エージェントは現在滞在しているノードの

白版の情報を改変することが可能である*2．

形式的にはアルゴリズムと実行は次のように定義される．

ΠV ,ΠW をそれぞれ V , W 上の確率分布すべてからなる集

合とする．アルゴリズムはこれらの確率分布を出力とする

関数A : M ×{A,B}×V × 2V ×W ×{0, 1}∗ → ΠV ×ΠW

である．入力はそれぞれエージェントのメモリ及び ID，

滞在ノード v，ノード v の隣接ノードの集合 N+(v)，

ランダムビットに対応している．出力される確率分布

(πV , πW ) ∈ ΠV × ΠW はそれぞれエージェントが次に訪

問するノードの確率分布，また現在の滞在ノードの白板上

に書き残される v に対して ∀v′ /∈ N+(v) Pr[πV (v′)] = 0

及び ∀v′ /∈ N+(v), ∀w ∈ W Pr[πW (v′, w)] = 0 を満た

すものとする．実行は状況 C の無限列 C0, C1, C2, . . .

である．状況 Ci = (vAi ,m
A
i , v

B
i ,mB

i , w1, . . . , wn) 及び

Ci+1 = (vAi+1,m
A
i+1, v

B
i+1,m

B
i+1, w

′
1, . . . , w

′
n)に対して次の

制約を満たすものとする．vAi+1 ∈ N+(vAi ),Pr[π(v
A
i+1)] >

0，vBi+1 ∈ N+(vBi ),Pr[πV (vBi+1)] > 0 であり，∀j(j ∈
V \ {vAi , vBi })wj = w′

j であり Pr[πW (vAi , w
′
vA
i
)] > 0 か

つ Pr[πW (vBi , w′
vA
i
)] > 0．

2.2 ランデブー問題

ランデブー問題とは，与えられたグラフGのある 2頂点

に配置されたエージェント同じ頂点に移動し停止する問題

として定義される．形式的には，あるアルゴリズムの実行

において，時刻 tにエージェントAおよびBが同一頂点に

滞在しているとき，その実行において時刻 tでランデブー

が達成されていると呼ぶ*3．以降エージェント A, B の初

*2 モデルを正確に定義するためには，同一ノードに滞在している 2
つ以上のエージェントが同時に同じ白版を書き換えた場合の振る
舞いについて規定する必要があるが，本研究で考える 2エージェ
ントのランデブー問題では，一般性を失うことなく 2 つのエー
ジェントが同一ノードに滞在しているときをアルゴリズムの終了
とみなすことができる．そのため，白版への同時並行的な書き込
みに関しては考えないこととする．

*3 同期システムにおける 2エージェントのランデブー問題では，一
般性を失うことなく，一度出会った 2エージェントがそれ以降動
作を停止する仮定してよい．すなわち，時刻 tにランデブーを達
成したエージェントは，それ以降の任意の時刻 t′ > tにおいても
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期位置を vA, vB と表記する．本研究では特に，エージェ

ントの初期位置に関して制約を置いたランデブー問題を考

える．

定義 1 (制限付きランデブー). グラフ G = (V,E)におい

て，頂点対の集合 I ⊆ V × V がエージェントの可能な初

期位置 (vA, vB)の集合として与えられたとする．組 (G, I)

をグラフ Gと制限初期位置 I で記述されるインスタンス

と呼ぶ．インスタンス (G, I)に対して，エージェントの初

期位置 (va, vb)として I 中の任意の要素を選びアルゴリズ

ム Aを実行することを考える．このとき，Aの実行にお
いて確率 p以上で時刻 tに 2エージェントがランデブーを

達成しているとき，Aはインスタンス (G, I)に対して確率

pおよび時間 tでランデブー問題を解くと呼ぶ．さらに，

P = {(G0, I0), (G1, I1), · · · } をインスタンスの集合とし，
ある関数 f : N → Nが存在し，アルゴリズム Aが P 中の
任意のインスタンス ((V,E), I) ∈ P に対して確率 pおよび

時間 f(|V |)でランデブーを達成するとき，Aはクラス P
に対して確率 pおよび実行時間 f(n)でランデブーを達成

するという．

本稿では初期位置の制限として，2エージェント間の距

離に関しての上限 dを仮定するケース，すなわち入力グラ

フ Gに対して IGd = {(vA, vB)| distG(vA, vB) ≤ d}を主に
考える．最大次数が∆以内，最小次数が δ以上であるよう

なすべてのグラフの集合を G(∆, δ)としたとき，インスタ

ンス集合 Pd = {(G, IGd ) | G ∈ G(∆, δ)}により制限された
ランデブー問題を (∆, δ, d)-ランデブー問題と呼ぶ．

本稿を通じて，何らかの事象が確率 1 − 1/nΘ(1) 以上で

成立することを単に高確率で成功すると言う．次節で提案

アルゴリズムは高確率でランデブーを達成する，すなわち

p ≥ 1− 1/nΘ(1) であることが保証される．

3. ランデブーアルゴリズム

3.1 概要

アルゴリズムの記述のために，2 つの頂点集合対

(X,Y )(X,Y ⊆ V ) に対する隣接頂点の密集度という性

質を定義する．頂点集合 X 内の各頂点の隣接頂点の和を

N(X) =
∪

i N(xi) で表す．また，N+(X) を N+(X) =∪
i N

+(xi)と定義する．

定義 2. 頂点集合の対X,Y ⊆ V とある定数 αとある整数

ν(1 ≤ ν ≤ n)に対して，対 (X,Y )が (α, ν)-密集している

とは，

|N(X) ∩N(Y )| ≥ α−1ν

が成立するときいう．

なお，X,Y がただ一つの要素 x, yからなる場合集合を表

す記号 {}を省略する．例えば，対を (X, y), (x, Y ), (x, y)

のように表記する．また，対 (X,Y )が (α, ν)-密集である

ランデブーを達成している

とき，X が Y と (α, ν)-密集するという．

本節を通じて，アルゴリズムはネットワーク全体の最低

次数 δ および log nの値を既知であると仮定している．本

稿を通して δ = Ω(n)を仮定しているため，実際には vA0 の

次数 |N(vA0 )|を δの近似値，またその対数値 log |N(vA0 |を
log nの近似値として用いることこの問題は解消できる（厳

密には，log n = β log |N(vA0 |としたときの β の値はアル

ゴリズムの成功確率に影響するが，ランデブーが失敗した

とき，log |N(vA0 |の 2倍を log nの近似値にして再度アル

ゴリズムを実行，それでも失敗した場合は 4倍の値を近似

値として実行，のように反復を繰り返すことで，高確率で

アルゴリズムを成功させることが可能である．また，δ の

近似値もまた ∆/δ = O(1)の誤差が生じうるが，こちらは

ランデブーが失敗したとき値を 1/2倍していくことで同様

に高確率でアルゴリズムを成功させることが可能である）．

よって，以降のアルゴリズムでは δ および log nの値を断

りなく用いる．また以降ある定数 γ により，δ = γnと表

す．δ = Ω(n)であることより γ = Θ(1)である．

提案アルゴリズムでは，高速なランデブーが可能になる

ようにエージェント Aは次の性質を持つ N+(vA0 )の部分

集合 S ⊆ N+(vA)を探し出す．

• 任意の y ∈ N(vA0 ) \Sに対して，対 (S, y)が (32, δ)-密

集している．つまり，vB0 は S 内に存在するか，S 外

だが (S, vB0 )が (32, δ)-密集となることが保証される．

頂点集合 S が上記条件を満たすとき，S は密集条件を満

たすと呼ぶ．エージェントAが密集条件を満たす頂点集合

S を構成できたとき，以下の議論により準線形時間でのラ

ンデブーを達成することがすることが可能になる．

• エージェントAはN(S)の頂点からいくつかを一様ラ

ンダムに選択して訪問し，エージェント B は N(vB0 )

からいくつかの頂点一様ランダムに選択して訪問する．

誕生日の逆理の解析と同様に，c = |N(S)∩N(vB0 )|と
すると，N(S) ∩N(vB0 )よりエージェント A，B がと

もに Θ(
√
c log n) 個の頂点をランダムに選択すると，

高確率である一つの頂点を両エージェントが訪問する

ことが保証される．エージェント Bは訪問先の頂点に

そ vB0 のノード IDの情報を書き残すことで，自身の

位置を相手エージェントに伝えることができる．最終

的には vB0 の情報を知ったエージェント Aは当該頂点

に移動して，そこでランデブーが達成できる．(S, vB0 )

が (32, δ)-密集であることより，エージェントA，Bの

ランダム選択は定数確率で N(Si) ∩ N(vB0 )内の頂点

を選択するため，c = Θ(δ) = Θ(n)であることと併せ

て，全体で Θ(
√
n log n)回のランダムな頂点選択をす

れば十分となる．1回のランダム選択は O(|S|)時間で
可能であるので，全体としてこのケースでランデブー

に要するラウンド O(|S|
√
n log n)ラウンドである．

部分集合 S は，初期値 S = {vA0 }の状態から始めて，順
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次頂点を追加することによって構成される．構成の途中に

おける，|S| = iであるときの S の内容を Si で表すとす

る．実際の動作として，エージェント Aは N(Si)への訪

問と Si への頂点の追加を繰り返し行う．つまり，Si が所

望の条件を満たしているかどうかにかかわらずN(Si)への

訪問を行い，ランデブーが達成されなかったとき Si が条

件を満たしていないと判断して Si へ頂点を追加する動作

を行う．頂点追加処理の概略は以下のとおりである．

• まず，エージェントAは各頂点 y ∈ N+(vA0 )\Siに対し

て対 (Si, y)が (8, δ)-密集かどうか判定するサブルーチ

ンを実行する．そして，(Si, y)が (8, δ)-密集とならない

任意の頂点 yをを Siに追加する．直観的には，この動

作の目的は N(Si)と共有する隣接頂点が少ない N(y)

を追加することで，N(Si+1)と
∪

v∈N+(vA
0 ) N

+(v)の

共有頂点数を効率的に増やすことである．

以上の 2 つの動作をまとめて 1 フェーズと呼ぶことに

する．S はいつか vB0 を含むため，このアルゴリズムが

停止することは明らかである．以降，t をアルゴリズム

が要するフェーズ数とし，xi をフェーズ iで S に追加さ

れる頂点とする．すなわち，S = {x1, x2, . . . , xt}であり，
Si = {x1, x2, . . . , xi}である．次節では，アルゴリズムの
詳細について述べる．

3.2 アルゴリズムの詳細

3.2.1 エージェント Bの動作

エージェント B は次の動作をランデブーが完了するま

で続ける．

( 1 ) 未訪問のN(vB0 )の頂点からランダムに頂点を選び，訪

問する

( 2 ) 訪問した頂点の白板に vB0 の値を書き残し，vB0 へと

戻る．

3.2.2 エージェントAのフェーズ iにおける動作:N(Si)

の訪問

エージェント Aは iフェーズ目において Si−1 に頂点を

一つ追加したあと，次の動作を Θ
(√

|N+(Si)| log n
)
回繰

り返す．

( 1 ) 未訪問の N+(Si)の頂点からランダムに頂点を選び，

訪問する

( 2 ) 訪問した頂点の白板を確認する．頂点の IDが書き込

まれていることを確認したとき，その頂点へと訪問し

停止する．そうでない場合は vA0 へと戻る．

上記繰り返しののち，Si+1の構成のため，追加する頂点を

選択する．

3.2.3 追加頂点の選択

フェーズ iにおいて，エージェントAは現在の Siに基づ

いて，vA0 の隣接部分集合N(vA0 ) \Siの中で Siと (8, δ)-密

集でない頂点 y ∈ N(vA0 ) \Siを検出する．そのような頂点

が，Siに追加する頂点の候補となる．この頂点を検出する

ためのエージェント Aは動作は次のようになる．まず，各

頂点 v ∈ V に対応するカウンタ C : V → Zを用意する．カ
ウンタの初期値は v ∈ N(vA0 )\Siは 0，それ以外は−1とす

る．そしてエージェントは次の動作を 640|N(Si)| log n/δ
回繰り返す．

( 1 ) エージェント Aは N(Si)の中から一様ランダムに頂

点 wを訪問する．

( 2 ) N+(w) ∩
(
N(vA0 ) \ Sj

)
内の全ての頂点のカウンタを

1インクリメントする．

( 3 ) vA0 に戻る

この動作によって得られたカウンタ Cとしきい値 40 log n

に対して，各頂点 y ∈ N(vA0 ) \ Si に対して C[y] ≤ 40 log n

となる頂点が所望の (8, δ)-密集でない頂点となる．よって，

エージェント Aはそのような yのうち任意の 1つを選び，

それを xi+1 として Si への追加を行う（Si+1 = Si ∪ {v}）．
(8, δ)-密集でない頂点が存在しないとき，そのほかの任意

の頂点を一つ選び，Si に追加する．xi+1 を追加する際に，

エージェント Aは頂点 xi+1 に訪問し，N(xi+1)を記憶す

る．xi+1 = vB0 である場合にランデブーを達成するために，

エージェント Aは 2ラウンドその頂点に留まる．

4. アルゴリズムの解析

このアルゴリズムが高確率で O(
√
n log n)時間でランデ

ブーを完了することを示す．このランデブーの高速性を示

すために，iフェーズ目における Si と δに対して，任意の

y ∈ N(vA0 ) \ Si が (32, δ)-密集である場合に高確率でラン

デブーを完了することを示す．

補題 3. ある iフェーズにおいて，Si と δに対して，任意

の y ∈ N(vA0 ) \ Si が (32, δ)-密集であると仮定する．この

とき，t0 時刻に開始した隣接訪問アルゴリズムは十分大き

な nに対して確率 1 − 1/n3 以上で時刻 t0 + O(
√
n log n)

においてランデブーを完了している．

Proof. まず，エージェントBが 64
√
δ logN 個の異なる頂

点に訪問したとき，N(Si)∩N(vB0 )内の異なるΘ(
√
δ log n)

個の頂点に訪問することを示す．各 j ∈ [1, 64
√
δ logN ]に

対して，エージェント B が j 番目以前のの訪問の時点で

すでに訪問している N(Si) ∩ N(vB0 ) 内の頂点数を kj で

表す．このとき，j 番目の訪問で N(Si) ∩ N(vB0 ) に訪問

する確率は |N(Si)∩N(vB
0 )|−kj

|N(vB
0 )| ≥ |N(Si)∩N(vB

0 )|−xj

∆ である．

よって 64
√
δ logN 回で訪問する異なる共有頂点数の期待

値は |N(Si)∩N(vB
0 )|−xj

∆ ·64
√
δ logN ≥ 2δ1.5 logN−642

√
δ logN

∆

となる．訪問する異なる頂点数を X と置くと，δ = γn，

∆ ≤ nを用いると Chernoff限界より，十分大きな nに対

して X ≤ (1/2)E[X] となる確率は十分に小さく (例えば

1/n4 以下に)なる．

次にエージェント A が 960
√
|N(Si)| logN 回の訪問

で Θ(δ/
√
n) 個の共有頂点に訪問することを示す．エー
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ジェント A が一回の訪問で共有頂点に訪問する確率

は |N(Si, v
B
0 )|/|N(Si)| ≥ δ/(32|N(Si)|) となる．よっ

て，共有頂点に訪問する回数を確率変数 Y と置くと，

960
√

|N(Si)| logN 回繰り返したとき，X の期待値は

E[X] = 30δ logN/
√

|N(Si)| ≥ 30δ logN/
√
n となる．

δ = Θ(n) と Chernoff 限界を用いると十分大きな n に

対して (1/2)E[X]となる確率は十分に小さくなる，例えば

1/n4 以下になる．

以上の 2つの事象が成立すると仮定する．このとき，エー

ジェント B が訪問した頂点にエージェント Aが一度も訪

問しない確率は(
1− X

|N(Si) ∩N(vB0 )|

)Y

≤ exp

(
30δ1.5 log2 N

∆
√
n

)
となり，十分大きな nに対してこれは 1/n4 より小さくな

る．N(Si)中の任意の頂点 vが与えられたとき，エージェ

ント Aが現在地より vに訪問するためには高々 |Si|+1回

の移動で十分なため，以上より，エージェント Aは時刻

t0 + 960|Si|
√
|N(Si)| logN = t0 +O(|Si|

√
n log n)におい

て確率 1− 1/n3 以上でランデブーを完了する．

次に，Siの構成法が少ないフェーズ数で密集条件を満たす

Sを構成することを示す．この証明のために，Siの構成にお

いて，高確率で Siと (8, δ)-密集でない頂点 y ∈ N(vA0 ) \Si

を検出することが可能であることを示す．直感的には，あ

る頂点 y′ ∈ N(vA0 ) \ Si が Si と (8, δ)-密集しているとき，

N(Si) の多くの頂点は y′ と隣接している．そのために，

Θ(|Si| log n/δ)回 N(Si)内の頂点に訪問したとき，y のカ

ウンタ値が多くインクリメントされることが期待できる．

一方，y ∈ N(vA0 ) \ Si が N(Si)のほとんどと隣接してい

ないとき，y のカウンタ値はほとんどインクリメントされ

ない．

補題 4. 確率 1 − 1/n4 以上で全ての対 (Si, y) (1 ≤ i ≤
N+(vA0 ), y ∈ N(vA0 ) \ Si) に対して，次の 2 つの命題が

ともに成立する：(1) (Si, y) が (8, δ)-密集であるとき，

C[y] ≥ 40 log nとなる． (2) (Si, y)が (32, δ)-密集でないと

き，C[y] ≤ 40 log nとなる．

Proof. 任意の y ∈ N(vA0 ) について考える．1 回の隣

接集合 N(Si) 内の頂点の訪問で，y のカウンタ値がイ

ンクリメントされる確率は |N(Si) ∩ N(y)|/N(Si) であ

る．また，これを 640|N(Si)| log n/δ 回繰り返したときの
カウンタ値の期待値を確率変数 X で表すと，期待値は

E[X] = 640|N(Si)∩N(y)| log n/δとなる．ここで，(Si, y)

が 8-密集であると仮定する，すなわち，|N(Si)∩N(y)| ≥ δ/8

であると仮定する．このとき，E[X] ≥ 80 log n が成立

する．Chernoff限界より，X が (1/2)E[X]より小さくな

る確率は Pr[X ≤ (1/2)E[X]] ≤ e−(80 logn)/8 ≤ 1/n10 と

なる．次に，(Si, y) が 32-密集でないと仮定する，すな

わち，|N(Si) ∩ N(y)| ≤ δ/32 であると仮定する．この

場合，E[X] ≤ 20 log n が成立する．Chernoff 限界より，

X が 2E[X] より大きくなる確率は，Pr[X ≥ 2E[X]] ≤
e−20 logn/3 ≤ 1/n6 となる．

以上の議論を N(vA0 ) \ Si の全ての頂点及び i ∈ [1, n]に

対して適用する．任意の iに対して |N(vA0 ) \ Si| ≤ nが成

立する．よって，高々 n2個の和集合上界を取ることで，補

題の言明が 1 − 1/n4 以上の確率で成立することが示され

る．

上記補題の言明が高確率で正しく動作すると仮定したと

き，所望の Si が高確率で高速に構成できることを示すこ

とができる．このとき，任意の Si, δ に対して (32, δ)-密集

とならない頂点が存在しない場合，Siは密集条件を満たし

ていることになり，高速なランデブーが可能になる．

補題 5. 補題 4の命題が確率 1− 1/n4で成立すると仮定す

る．このとき，少なくとも t = 8n/(7δ) = Θ(1)について，

St は密集条件を満たす

Proof. 補題 4の成功性の保証をもとに，t ≥ 8n/(7δ)であ

る場合に (32, δ)-密集となる対 (St, y)(y ∈ N(vA0 \St))が存

在しないことを示す．これは，t = 8n/(7δ)である場合に，

N(Si)が全ての頂点 nを取り尽くすことによって示す．

任意の i ∈ [1, t − 1]に対して，xi+1 が追加されたとき，

頂点 xi+1 と集合 {x1, . . . , xi}の間で，∣∣∣∣∣∣
i∪

j=1

N+(xj) ∩N(xi+1)

∣∣∣∣∣∣ ≤ δ/8

が成立する．よって，新たに少なくとも δ − δ/8 = (7/8)δ

個の異なる頂点が N(Si)に追加される．

これが全ての i ∈ [1, t− 1]に対して適用できる．よって∣∣∣∣∣
t∪

i=1

N+(xi)

∣∣∣∣∣ ≥ δ +
7

8
(t− 1)δ ≥ 7

8
tδ

が成立．また，自明な上界として |
∪t

i=1 N(xi)| ≤ nが成

立．これらより，

7

8
tδ ≤ n

t ≤ 8

7
· n
δ

が成立する．この不等式より，|St| = 8n/(7δ)となったと

きN(Si) = nが成立し，Siと 32-希薄となる頂点 yが存在

しないことが示された．

最後に，提案アルゴリズムが高確率で O(
√
n log n)時間

でランデブーを完了することを示す．

定理 6. 提案アルゴリズムは確率 1でランデブーを完了し，

高確率で O(
√
n log n)時間でランデブーを完了する．

Proof. 両エージェントが確率 1でランデブーを完了する
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ことは，アルゴリズムの構造からエージェント Aが最終

的に N(vA0 )の全ての頂点に訪問することから明らかであ

る．よって，証明すべきはランデブーを達成するために必

要な時間が高確率で O(
√
n log n)ラウンドとなることであ

る．補題 4の命題は確率 1 − 1/n4 以上で成立する．この

とき，補題 5よりO(1)個の頂点を集合 Sに追加したとき，

任意の頂点 y ∈ N(vA0 ) \ S に対して対 (S, y)が (32, δ)-密

集となる．よって補題 3より，確率 1 − 1/n3 以上でエー

ジェントはランデブーを完了する．全体の実行時間は，各

フェーズの実行時間が O(t
√
n log n)時間であることから，

O(t2
√
n log n)ラウンドとなり，高確率で t = O(1)である

ことより O(
√
n log n)ラウンドとなる．

5. まとめと今後の課題

本稿では，最小次数が δ = Ω(n)となるような任意のグ

ラフ上で距離 1上に配置された 2エージェントが高確率

で O(
√
n log n)時間でランデブーを完了するアルゴリズム

を提案し，解析を行った．今後の課題として，最小次数

δ = o(n)の場合も含めた，一般のケースにおける準線形時

間ランデブーの可能性，および初期距離 2以上の場合にお

ける可能性についての検討が挙げられる．
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