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メニーコアプロセッサにおける多軸分割を用いた3次元FFT

の性能評価

青木 聖陽1 今村 俊幸2 横川 三津夫1 廣田 悠輔2

概要：3次元 FFTは流体シミュレーションで用いられるアルゴリズムであり，高解像度のシミュレーショ
ンの実行のためには高い並列計算性能が求められる．一般的に分散メモリ並列計算環境下で多次元 FFT

を実施するためには，分割された軸方向に関するデータを連続もしくは同じプロセス上に保持し直さなく
てはならない．3次元 FFTの場合，1軸分割 (Slub)，2軸分割 (Pencil)，3軸分割 (Cube)の空間分割が存
在し，分割法によって通信コストが変化する．プロセス数が大きくなるにつれて全体の計算に対する通信
にかかる時間の占める割合が大きくなるため，最適なデータの分割法を選択することが求められる．本稿
では，通信コストのモデルから，1軸分割，2軸分割および通信方法の異なる 2種類の 3軸分割について通
信コストを求め，どの分割方法が最適となるかを求める．また，分割方法の異なる 3次元 FFTの京コン
ピュータと Oakforest-PACSを用いてその性能を評価する．

Aoki Masaaki1 Imamura Toshiyuki2 Yokokawa Mitsuo1 Hirota Yusuke2

1. はじめに

3次元 FFTは流体シミュレーションで用いられるアルゴ

リズムであり，高い並列計算性能が求められる．2016年に

は石原らが京を用いて格子サイズ 12, 2883 の非圧縮性乱流

のフーリエスペクトル法を用いた直接数値シミュレーショ

ン (DNS)を行っている [2]．本研究では，ポスト京におい

て格子サイズ 16, 3843 での乱流 DNSを目標とし，スペク

トル法で用いられる 3次元 FFTの性能改善を図りたい．

分散メモリを用いて 3次元 FFTの計算を行う場合，高い

並列性を保持するためデータを複数次元方向について分割

する．3次元 FFTは各次元方向についての 1次元 FFTに

よって計算されるが，1プロセス内に 1次元 FFTに必要な

データを集めるためにプロセス間の全対全通信が必要にな

る．データの分割法によってこの通信コストは変化する．

プロセス数が大きくなるにつれて全体の計算に対する通信

にかかる時間の占める割合が大きくなるため，最適なデー

タの分割法を選択することが求められる．また，ポスト京

にはメニーコアプロセッサが搭載されるため，メニーコア

向けの最適化についても考慮する必要がある．
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本稿では，オープンソースの FFT プログラムである

FFTE[6]の C言語移植版 FFTE-Cを用いて分割方法と通

信の方法が異なる多軸分割の 3次元 FFTを実装した．各

多軸分割 FFT について，Oakforest-PACS と京を用いて

性能を測定し，それぞれの計算機の通信コストのモデル

から妥当性の評価を行う．本稿の構成は以下の通りであ

る．2章では，3次元 FFTの多軸分割のアルゴリズムに

ついて述べる．3章では，ネットワークトポロジーごとの

MPI Alltoallの通信コストについて述べる．4章では，多

軸分割 FFTの通信コストについて述べる．5章では，実装

した多軸分割 3次元 FFTの性能評価を行った結果を示す．

6章はまとめの章とする．

2. 3次元FFTの多軸分割

2.1 3次元 FFT

FFTは離散フーリエ変換 (Discrete Fourier Transform;

DFT)を高速に計算するアルゴリズムである [1]．データ長

を nとしたとき，DFTは以下で定義される．

yk =

n−1∑
j=0

xjω
jk
n , for k = 0, . . . , n− 1 (1)

ここで，ωn = e−
2πi
n ，i =

√
−1 である．また，3次元 FFT

は各次元方向についての 1次元 FFTによって計算され，

以下で定義される．
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Y (β1, β2, β3)

=

nx−1∑
α1=0

ny−1∑
α2=0

nz−1∑
α3=0

ωβ1α1
n1

ωβ2α2
n2

ωβ3α3
n3

X(α1, α2, α3) (2)

FFTの計算は，キャッシュを有効に利用することが性能

向上において重要であると知られている．よって，1次元

FFTの計算に用いるデータがメモリ上に連続に配置され

るようにデータ再分散を行う．本稿では，3つの軸の方向

についての FFTの計算が終了した時点で 3次元 FFTの計

算が終了したとみなし，変換前のデータの並びと一致させ

るための操作は FFTの計算に含まないものとする．

一般的に分散メモリ並列計算環境下で多次元 FFTを実

施するためには，分割された軸方向に関するデータを連続

もしくは同じプロセス上に保持し直さなくてはならない．

この操作はデータ再分散とも呼ばれており，複数プロセス

間での集団的通信を行う必要がある．プロセスの並びが空

間グリッドに対して規則的であるとき，データ再分散は

All-to-All Personalized Communication，MPIで定義する

ところの MPI_Alltoallで実現できる (以下 All-to-Allと

記述する)．

3次元 FFTの場合，1軸分割 (Slub)，2軸分割 (Pencil)，

3軸分割 (Cube)の空間分割とともに一つもしくは複数の

分割軸に所属するプロセスでの All-to-All操作による再分

散を行う．

2.2 1軸分割（Slub分解）

1軸分割は，1次元方向にのみデータを分割する最も単

純な分割方法であり，FFTW[7]などいくつかの FFTライ

ブラリで採用されている．入力データの分割方向を z軸方

向としたときの 1軸分割の FFTにおける転置操作の概要

を図 1に示す．

z軸方向にデータを分割した場合，y軸方向のデータ連続

化はプロセス内での転置操作のみで行えるため，必要な通

信は 1回のみとなる．1軸分割は通信の回数も少なく実装

が容易であるが，分割する次元方向のデータ数以上の並列

化を行えず，高い並列性が得られない．よって，より高い

並列性を得るためには，複数次元方向の分割が必要となる．

2.3 2軸分割（Pencil分解）

2次元方向にデータを分割する 2軸分割は，2次元方向の

データ数までの並列化を行うことができ，1軸分割より高

い並列性を持つ．この分割方法は FFTE[6]や 2decomp[8]

などの FFTライブラリで採用されている．入力データの

分割方向を y軸および z軸方向としたときの 2軸分割の

FFTにおける転置操作の概要を図 2に示す．

入力データの形状は nx × ny × nz とし，y軸方向および

z軸方向の分割数はそれぞれ py, pz とする．ただし，nx は

py で，ny は py および pz で，nz は pz で割り切れるもの

図 1 1 軸分割の FFT における転置操作の概要

Fig. 1 Overview of transposition operations in 1D decomposi-

tion FFT

図 2 2 軸分割の FFT における転置操作の概要

Fig. 2 Overview of transposition operations in 2D decomposi-

tion FFT

とする．alltoall yは py プロセス間の通信，alltoall zは pz

プロセス間の通信となる．

2.4 3軸分割（Cube分解）

3次元方向にデータを分割する 3軸分割は，FFTの並列

性は 2軸分割と変わらないが，2軸分割よりも 1回の通信

に関わるプロセス数が減少する．今回は，単純な実装の 5

回の通信を行う 1d Alltoall方式と，Jungらの手法 [3]を
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図 3 1d Alltoall 方式 3 軸分割の FFT における転置操作の概要

Fig. 3 Overview of transposition operations in 1d Alltoall

scheme 3D decomposition FFT

採用し通信を 3回に減らした 2d Alltoall方式の 2通りの 3

軸分割を実装した．1d Alltoall方式 3軸分割の FFTにお

ける転置操作の概要を図 3に示す．

入力データの形状は nx × ny × nz とし，x軸方向，y軸

方向および z軸方向の分割数はそれぞれ px, py, pz とする．

ただし，nxは pxで，nyは py ×pz で，nz は px×pz および

py × pz で割り切れるものとする．alltoall xは pxプロセス

間の通信，alltoall yは py プロセス間の通信，alltoall zは

pz プロセス間の通信となる．

同様に，2d Alltoall方式 3軸分割の FFTにおける転置

操作の概要を図 4に示す．

入力データの形状および各軸方向の分割数は 1d Alltoall

方式と同様とする．ただし，nx, ny, nz はそれぞれ px ×
py, py × pz, px × pz で割り切れるものとする．

3. 通信コストモデル

All-to-All 通信のコストモデルはネットワークトポロ

ジーと関連することが古くから知られている [4][5]．ま

ず，個々のプロセスが長さ m のメッセージ Mq
i , (i =

0, · · · , p − 1, q はプロセス ID)を保持し，pプロセスで構

成されるグループでの All-to-All通信の通信コストモデル

を考える．「京」コンピュータに採用されているMPIでは

特別なアルゴリズムが採用されている場合があるが，今研

究では Guptaの本 [4]で紹介されている標準的なアルゴリ

ズムを仮定して議論を進める．

3.1 All-to-All on Ring

「京」コンピュータなどの高次元トーラスネットワーク

のある一次元要素を取り出すとき，リング構成をしている．

リングにおける All-to-Allの性能コストは他のケースに対

するベースとなる．初期状態として，プロセス qにおいて

(Mq
0 , · · · ,M

q
p−1)のように各メッセージにラベル付けをす

る．各メッセージはデータ長 mであり，各プロセス上に

はプロセス数と同数の p個メッセージが格納されていると

する．

( 1 ) まず，プロセス qにおいて p個のメッセージから下添

え字が q のものを除いた p− 1個のメッセージを通信

バッファに格納する．

( 2 ) 個々のプロセスは上位プロセスの向きにシフト通信を

行う．

( 3 ) 受信バッファーの中から下添え字が qのメッセージを

取り出す．

( 4 ) 通信バッファの要素がなくなるまで 2,3,4を繰り返す．

この一連のアルゴリズムでは，第 iステップで P − i個の

メッセージを隣プロセスに送信することから，通信コスト

は以下のように定まる．

図 4 2d Alltoall 方式 3 軸分割の FFT における転置操作の概要

Fig. 4 Overview of transposition operations in 2d Alltoall

scheme 3D decomposition FFT
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TRing =

p−1∑
i=1

(α+ βm(p− i)) (3)

= (α+ βmp/2)(p− 1) (4)

ここで，αは通信起動コスト (所謂レイテンシ)，β はデー

タ長あたりの転送時間 (通信速度の逆数)となる．

3.2 All-to-All on Torus/Mesh

２次元のトーラスネットワーク上ではリングにおける

All-to-Allのアルゴリズムを列方向，行方向に 2回実施す

ることで All-to-Allを実現できる．したがって

TTorus = 2
∑√

p−1
i=1 (α+ βm(p−√

pi)) (5)

= 2(α+ βmp/2)(
√
p− 1) (6)

また同様に 3D-Torusでは

T3D-Torus = 3(α+ βmp/2)( 3
√
p− 1) (7)

と見積もることができる．これらのアルゴリズムでは列・

行の方向に接続されたネットワークスイッチの何れかの一

方向のみが使用されるが，「京」コンピュータに搭載されて

いる Tofuネットワークでは同時に複数方向の通信が可能

であるため，上記アルゴリズムより優れた方法が実装され

ている．

3.3 その他のネットワークトポロジー

All-to-Allは pairwiseアルゴリズムで送受信をすること

で実現可能であり，仮にすべての送受信プロセスのリンク

間で衝突や干渉がないリッチなネットワーク環境を仮定す

ると，p− 1回の pairwiseの 1対 1通信が必要となること

から

T̃ ≈ (α0 + αp) + βmp (8)

と見積もることができる．上記式は理想的な状況を想定し

ているため，ここでは All-to-Allのコスト下限と考える．

以下多軸分割におけるデータ再分散においてチルダをつけ

コスト下限式とする．

4. 多軸分割プロセスグループにおけるデータ
再分散コスト推定

4.1 1軸分割アルゴリズムのコスト

1 軸分割アルゴリズムでは P プロセス，総データ数

N = nxnynz の 3 次元データを扱う． 3
√
P × 3

√
P × 3

√
P

の 3D-Torus 上でのメッセージサイズ m = N/P 2 での

All-to-Allであるので，

T1D ≈ 3α
3
√
P + (3/2)βNP−2/3 (9)

T̃1D ≈ (α0 + αP ) + βNP−1 (10)

と見積もられる．

4.2 2軸分割アルゴリズムのコスト

2 軸分割アルゴリズムでは個々のプロセスは P =

py × pz ≈
√
P ×

√
P の 2 次元プロセスグリッドに割り

当てられ，ネットワークは 3D-torus( 3
√
P × 3

√
P × 3

√
P )を

2次元トーラスにマップしたものを想定する．今,
√
P 個の

1次元並びのプロセスが 4
√
P × 4

√
P の Torusにマップされ

るとする．*1第一ステップでは，py プロセスが
√
py ×

√
py

の Torus上でメッセージサイズ N/(pzp
2
y)の All-to-Allを

実施，第二ステップでは pz プロセスによるメッセージサ

イズ N/(pyp
2
z)の All-to-Allを実施するので，

T2D ≈ 2(α+ β(N/pzp
2
y)py/2)

√
py

(11)
+2(α+ β(N/pyp

2
z)pz/2)

√
pz

= 2α(
√
py +

√
pz)

(12)
+βN(1/pzp

1/2
y + 1/pyp

1/2
z )

≈ 4α
4
√
P + 2βNP−3/4 (13)

T̃2D ≈ (2α0 + α(py + pz)) + 2β(N/pypz) (14)

≈ 2(α0 + α
√
P ) + 2βNP−1 (15)

ただし，
√
P のプロセスが 2D-Torusにマップされても，内

部で Ringとして扱われた場合には，最悪以下のような評

価になることも考えられる．

T ′
2D = 2α

√
P + βNP−1/2 (16)

4.3 3軸分割+1d Alltoall方式のコスト

3 軸分割+1d Alltoall 方式では個々のプロセスは P =

px × py × pz ≈ 3
√
P × 3

√
P × 3

√
P の 3次元プロセスグリッ

ドに割り当てられ，ネットワークは 3D-torusを素直に 3次

元にマップしたものを想定する．各ステップで，p∗個のプ

ロセスによるメッセージサイズ N/(pxpypzp∗)の Ring上

の All-to-Allを実施しているゆえに，

T3D+1d ≈ 2(α+ β(N/p2xpypz)px/2)px

+2(α+ β(N/pxp
2
ypz)py/2)py (17)

+(α+ β(N/pxpyp
2
z)pz/2)pz

= α(2px + 2py + pz)
(18)

+βN(1/pypz + 1/pzpx + 1/2pxpy)

≈ 5α
3
√
P + (5/2)βNP−2/3 (19)

T̃3D+1d ≈ (5α0 + α(2px + 2py + pz))
(20)

+5β(N/pxpypz)

≈ 5(α0 + α
3
√
P ) + 5βNP−1 (21)

4.4 3軸分割+2d Alltoall方式のコスト

3 軸分割+2d Alltoall 方式は, 第二ステップにおいて

*1 6
√
P × 6

√
P × 6

√
P にマップされることもありうるが，「京」のマッ

ピングでは２次元が自然であることから，本研究では 4
√
P × 4

√
P

で議論を進める．
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表 1 多軸分割 FFT における All-to-All のコスト

Table 1 All-to-All cost for multidimensional decomposition

FFT

Lower limit Upper limit

T1D (α0 + αP ) + βNP−1 3α 3
√
P + (3/2)βNP−2/3

T2D 2(α0 + α
√
P ) + 2βNP−1 4α 4

√
P + 2βNP−3/4

2α
√
P + βNP−1/2

T3D+1d 5(α0 + α 3
√
P ) + 5βNP−1 5α 3

√
P + (5/2)βNP−2/3

T3D+2d 3α0 + α(2 3
√
P + P 2/3) 4α 3

√
P + 2βNP−2/3

+3βNP−1

px × py の 2D-Torus 上でメッセージサイズ N/(pxpy)
2pz

の All-to-Allを行うので,

T3D+2d ≈ (α+ β(N/p2xpypz)px/2)px

+2(α+ β(N/p2xp
2
ypz)pxpy/2)

√
pxpy (22)

+(α+ β(N/pxpyp
2
z)pz/2)pz

= α(px + 2
√
pxpy + pz)

(23)
+βN(1/2pypz + 1/

√
pxpypz + 1/2pxpy)

≈ 4α
3
√
P + 2βNP−2/3 (24)

T̃3D+2d ≈ (3α0 + α(px + pxpy + pz))

= α(2px + 2py + pz)
(25)

+3β(N/pxpypz)

≈ (3α0 + α(2
3
√
P + P 2/3)) + 3βNP−1 (26)

4.5 多軸分割All-to-Allまとめ

ここまでに様々な軸分割 FFTに必要な All-to-Allのコ

ストを評価してきた．それらは通信コスト下限上限として

表 1のようにまとめることができる．評価式からは明確に

上下限で最良な分割方式を 1つに定められないが，上限と

下限との入れ子関係から問題サイズやプロセス数に応じて

適切な分割方法の候補を絞り込むことは可能である．図 5

は下限式のレイテンシ項による各手法の順序と上限式の漸

近項 (βに係る項)で比較した順序関係を区間で入れ子関係

にし図示したものである．上下限の入れ子関係からは 2軸

分割が比較的少ないコストの可能性を示唆するが，3軸分

割+2d Alltoallも高い性能を出す可能性を残している．

5. 実装と性能評価

5.1 FFTE-C

本稿では，1次元FFTに高橋によって作成されたオープン

ソースの FFTプログラムである FFTE[6]の C言語移植版

(FFTE-C)を用いる．C言語に移植するに当たり，長さ nの

複素数データを配列 aに格納する場合，a[2k], 0 ≤ k ≤ n−1

に実数部，a[2k + 1], 0 ≤ k ≤ n− 1に虚数部を格納するも

のとした．FFTE-Cは，基数 2，3，4，5，8の FFTを用

いてデータ長 2p3q5r の複素数データに対する FFTおよび

逆 FFTを計算する．

図 5 下限式のレイテンシ項と上限式の漸近項の関係

Fig. 5 Relationship between the latency term of the lower limit

formula and the asymptotic term of the upper limit for-

mula

表 2 京コンピュータの仕様

表 3 Specification of K computer

CPU SPARC64 TM VIII fx

Cores 8

Operating frequency 2.0 GHz

L1 cache (each core) Instruction cache : 32KB/2way

Data cache : 32KB/2way

L2 cache 6MB/12way

Node Chip (LSI) 1

Performance 128 GFLOPS

Memory 16GB

Memory throughput 46GB/s (8 cores)

Rack Performance 12.3TFLOPS

今回は，3次元の複素数データに対する 3次元 FFTを実

装し，AVX-512によるベクトル化および MPI+OpenMP

によるハイブリッド並列化を行った．AVX-512によるベ

クトル化は ivdepプラグマを用いたコンパイルによる自動

ベクトル化である．

5.2 実行環境

本稿では，京コンピュータと Oakforest-PACS を用い

て性能評価を行った．京コンピュータの使用を表 3 に，

Oakforest-PACSの仕様を表 4に，Oakforest-PACSで用

いられる KNLの仕様を表 5に示す．

クラスターモードは Quadrant，メモリモードは Flatを

選択する．コンパイラは Intelコンパイラ (mpiicc，Version

18.0.1.163 Build 20171018)としコンパイラオプションは

-O3 -qopenmp -fma -axMIC-AVX512を使用した．

5.3 京コンピュータにおける性能

京コンピュータを用いて，2軸分割，3軸分割+1d Alltoall

方式および 3 軸分割+2d Alltoall 方式の 3 種類の 3 次元
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表 4 Oakforest-PACS の仕様

Table 4 Specification of Oakforest-PACS.

Total peak performance 25.004 PFlops

Number of nodes 8208

Node Product Fujitsu PRIMERGY

CX1640 M1

Peak performance 3.0464 TFlops

CPU Intel R⃝
Xeon Phi TM 7250

Interconnect Product Intel R⃝Omni-Path

Link speed 100 Gbps

Topology Full-bisection Fat Tree

表 5 Intel Xeon Phi 7250 の仕様

Table 5 Specification of Intel Xeon Phi 7250.

Cores 68

Operating frequency 1.4 GHz

L1 cache (each core) Instruction cache : 32KB

Data cache : 32KB

L2 cache 34MB

Memory 96GB(DDR4)

16GB(MCDRAM)

FFTについて，All-to-All，データ再分散，1次元 FFTの

各区間の実行時間の計測を行った．変換するデータの長

さは 1283, 2563, 5123 とし，使用するノード数を 128から

(1283 は 64から)1024まで変化させる．その結果をそれぞ

れ図 6，図 7，図 8に示す．

5.4 Oakforest-PACSにおける性能

Oakforest-PACS を 用 い て ，2 軸 分 割 ，3 軸 分 割

+1d Alltoall 方式および 3 軸分割+2d Alltoall 方式の 3

種類の 3次元 FFTについて，演算性能を測定した．変換

するデータの長さは 5123 とし，使用するノード数を 1か

ら 1024まで変化させる．その結果を図 9に示す．3次元

FFTの FLOPSは，1次元 FFTが基数 2のみの利用を想

定し，問題サイズが nx × ny × nz，実行時間が tのとき，

5nxnynzlog2(nxnynz)/tで算出する．

図 6 京におけるデータ長 1283 の 3 次元 FFT の実行時間

Fig. 6 Execution time of 3D FFT with 1283 grid on K com-

puter

図 7 京におけるデータ長 2563 の 3 次元 FFT の実行時間

Fig. 7 Execution time of 3D FFT with 2563 grid on K com-

puter

図 8 京におけるデータ長 5123 の 3 次元 FFT の実行時間

Fig. 8 Execution time of 3D FFT with 5123 grid on K com-

puter

図 9 Oakforest-PACS における 3 次元 FFT の演算性能

Fig. 9 Performance of 3D FFT on Oakforest-PACS

また，Oakforest-PACSのMPI Alltoall1回の実行時間の

計測を行った．使用するノード数は 2ノードから 32ノー

ドまでとし，データ長を 2の累乗数で変化させる．その結

果を図 10に示す．

プロセス数 p = 2, 4, . . . , 32の場合について，3章で述べ

た Ring, 3D mesh/torus, 理想的 pairwise通信のモデルの

α, β を線形回帰による推定を行った．推定の結果として，

Oakforest-PACSの通信モデルとして理想的な pairwise通

信がもっとも近いモデルであった．これは，通信に関わる
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図 10 Oakforest-PACS における MPI Alltoall の実行時間

Fig. 10 Execution time of MPI Alltoall on Oakforest-PACS

プロセス数が少なかったからであると考えられる．

6. おわりに

本稿では，1軸分割，2軸分割と通信方法が異なる 2種

類の 3軸分割 (1d Alltoall方式と 2d Alltoall方式)の 3次

元 FFTについて，3D-Torusにおける All-to-Allのモデル

をコスト上限，理想的な pairwise 通信のモデルをコスト

下限としてそれぞれの軸分割の All-to-Allのコストを求め

た．結果として，2軸分割が比較的少ないコストの可能性

を示唆したが，2d Alltoall方式の 3軸分割も高い性能を出

す可能性が残されていることが分かった．そして，2軸分

割と 2種類の通信方法の 3軸分割の 3次元 FFTを，1次

元 FFTに FFTEの C言語移植版 FFTE-Cを用いて実装

し，京コンピュータと Oakforest-PACSを用いてその性能

を測定した．また，Oakforest-PACS上でMPI Alltoall関

数の実行時間を測定し，Oakforest-PACSの通信モデルの

推定を行った．結果として，ノード数が 32までの場合で

は理想的な pairwise通信モデルがもっとも近い通信モデル

であることが分かった．
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