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非対称行列用共役残差法に基づく積型反復解法

阿 部 邦 美† 曽我部 知広††

藤 野 清 次††† 張 紹 良††

我々は 非対称行列用共役残差法の残差多項式の係数の計算方法を積型反復解法に取り入れること
によって新たな積型反復解法を提案する．すなわち，残差，近似解を生成するための漸化式は従来の
積型反復解法と同一のものを用い，従来の双共役勾配法の残差多項式の係数の代わりに非対称行列用
共役残差法の残差多項式の係数を用いてアルゴリズムを更新する．数値実験では，非対称行列用 CR
法に基づく積型反復解法が従来の積型反復解法よりも有効であることを示す．

A Product-type Krylov Subspace Method Based on Conjugate
Residual Method for Nonsymmetric Coefficient Matrices

Kuniyoshi Abe,† Tomohiro Sogabe,†† Seiji Fujino†††

and Shao-Liang Zhang††

We propose a product-type Krylov subspace method based on the conjugate residual (CR)
method for nonsymmetric coefficient matrices. The recurrence formulas for updating an ap-
proximation and a residual vector are the same as those of the original product-type Krylov
subspace method, while the recurrence coefficients αk and βk are determined so as to compute
the coefficients of the residual polynomial of CR for nonsymmetric coefficient matrices. Nu-
merical experiments show that our proposed product-type Krylov subspace method is more
effective than the original.

1. は じ め に

n × n の行列 A を係数行列に持ち，n 次ベクトル

b を右辺項に持つ線形方程式

Ax = b

を近似的に解く Krylov 空間法は，導出のプロセス

の違いによっていくつかに分類される．その 1 つは，

Petrov-Galerkinアプローチ6) と呼ばれる方法で，残

差が Krylov部分空間と直交する条件に基づいて導出

するものである．その代表が，Bi-Conjugate Gradi-

ent method（双共役勾配法，BiCG法）5) である．ま

た，その積型版として Conjugate Gradient Squared

method（自乗共役勾配法，CGS法）15)，Bi-Conjugate
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Gradient STABilized method（BiCGSTAB法）17)，

Generalized Product-type method based on BiCG

（GPBiCG法）18),19) などが開発されてきた．積型版

の残差は，BiCG法の残差と，その残差の収束性を高

めるように構築された加速多項式1) との積で表され

る18),19)．一方，残差最小化アプローチ6)と呼ばれる，

Krylov部分空間上で残差ノルムを最小化することに

よって導出される方法がある．特に，残差最小化アプ

ローチに基づく対称行列のための解法として Conju-

gate Residual method（共役残差法，CR法）4) が知

られている．さらに，近年，CR法を非対称行列用に

拡張した Bi-Conjugate Residual method（双共役残

差法，BiCR法）12) が提案されている．BiCR法の残

差や近似解を更新する漸化式は BiCG法と同じである

が，残差多項式の係数の計算方法は異なる．

従来の経験から，BiCG法の残差は振動しながら収

束する一方，CR法などの残差最小化アプローチに基

づく解法の残差は振動することなく単調減少していく

ことが知られている．また，BiCR法の残差は，BiCG

法と同程度の反復回数か，または少ない反復回数で収

束するという報告がある12)．それゆえ，積型反復解法
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の残差を構成する BiCG 法を BiCR 法に置き換える

ことが有効であると考えられる．すなわち，残差や近

似解を更新する漸化式は従来の積型反復解法と同じ漸

化式で更新し，BiCG法の残差多項式の係数を BiCR

法の残差多項式の係数に置き換える．すると，加速多

項式によって加速されたBiCR法，すなわちBiCR法

に基づく積型反復解法は BiCG 法に基づく積型反復

解法よりも少ない反復回数で収束することが期待でき

る．そこで，BiCG法に基づく積型反復解法よりも有

効な解法の開発を目指して，BiCR法に基づく積型反

復解法を提案する．

一方，文献 14)でもBiCG法から従来の積型反復解

法を導くのと同じ手順で BiCR法に基づく積型反復解

法が導出されている．しかし，その導出手順は，我々

の導出手順とは異なるため，本論文で提案するアルゴ

リズムは，文献 13)，14)で述べられているアルゴリ

ズムと一見よく似ているが，初期シャドゥ残差ベクト

ルの扱いや演算量の点で異なる．

そこで，本論文では，BiCR法の残差多項式の係数

の決定法を積型反復解法に取り入れることによって非

対称行列用 CR法に基づく積型反復解法を提案する．

すなわち，残差，近似解を生成するための漸化式は従

来の積型反復解法と同一のものを用い，従来の BiCG

法の残差多項式の係数の代わりに BiCR法の残差多項

式の係数を用いてアルゴリズムを更新する．ここで，

BiCR法の残差多項式の係数を従来の積型反復解法の

アルゴリズムで現れる補助ベクトルによって書き変え

れば，BiCR法の残差多項式の係数を積型反復解法に

取り入れることができる．さらに，数値実験では，非

対称行列用 CR法に基づく積型反復解法が従来の積型

反復解法よりも有効であることを示す．

本論文 2 章では，積型反復解法の構造について記

述する．3 章では，BiCR法のアルゴリズムとその性

質について述べる．4 章では，従来の積型反復解法に

BiCR法の残差多項式の係数の計算方法を取り入れる

ことによって非対称行列用 CR法に基づく積型反復解

法を導出する．5 章では，数値実験を通して従来の積

型反復解法と提案する積型反復解法との収束性を比較

し，後者の有効性を検証する．そして，最後にまとめ

を行う．

2. 積型反復解法の構造

BiCG法の残差ベクトル rBCG
k は

rBCG
k = Rk(A)r0

と表せる．残差多項式 Rk(A) は，BiCG法の 2つの

パラメータ αk，βk から定められており，Lanczos多

項式と呼ばれる次の三項漸化式を満足する16)．

R0(λ) = 1, R1(λ) = 1 − α0λ,

Rk+1(λ) =

(
1 + αk

βk−1

αk−1
− αkλ

)
Rk(λ)

− αk
βk−1

αk−1
Rk−1(λ), k = 1, 2, . . . .

(1)

BiCG法の残差列を rBCG
0 , rBCG

1 , · · · , rBCG
k , · · · と記

すとき，k 次の多項式 Sk(λ)を用いて Sk(A)rBCG
k が

新たな残差ベクトルとなるように，BiCG法の収束性

を加速したのが積型反復解法18),19)である．すなわち，

一般に積型反復解法の残差は，Sk(A)rBCG
k と定めら

れる．ただし，多項式 Sk(λ) は次のような三項漸化

式を満たす．

S0(λ) = 1, S1(λ) = 1 − ζ0λ,

Sk+1(λ) = (1 + ηk − ζkλ)Sk(λ)

− ηkSk−1(λ), k = 1, 2, . . . . (2)

すでに多くの積型反復解法が提案されているが，こ

こでは，そのうち代表的な CGS法，BiCGSTAB法，

GPBiCG法を対象にする．パラメータ ζk，ηk を

ζk = αk, ηk =
αk−1

βk−1
αk

とすれば，加速多項式は Sk(λ) = Rk(λ)となり，CGS

法の残差ベクトル rCGS
k が

rCGS
k = Rk(A)rBCG

k

と表される．また，加速多項式を Sk(λ) = Qk(λ) と

すれば BiCGSTAB 法の残差ベクトル rSTA
k となり，

次のように書ける．

rSTA
k = Qk(A)rBCG

k .

ただし，加速多項式 Qk(λ)は，式 (2)において ηk = 0

とした式である．また，パラメータ ζk は，残差ベク

トル rSTA
k+1 = (1 − ζkA)Qk(A)rBCG

k+1 の 2ノルムを最

小にするように決められる．さらに，加速多項式を

Sk(λ) = Hk(λ) と書くとき，GPBiCG法の残差ベク

トル rGPB
k となり，

rGPB
k = Hk(A)rBCG

k

と表される．パラメータ ζk，ηk は，残差ベクトル

rGPB
k+1 = {(1 + ηk − ζkA)Hk(A)− ηkHk−1(A)}rBCG

k+1

の 2ノルムを最小にするように決められる．

このように，CGS法，BiCGSTAB法，GPBiCG法

において，残差ベクトルを構成する BiCG法 rBCG
k =

Rk(A)r0 は，理論上はすべて等しい．ゆえに，積型

反復解法における BiCG 法のパラメータ αk，βk だ

けを BiCR法のパラメータ αk，βk に置き換えれば，

BiCR法に基づく積型反復解法が構築できる．そこで，

後述の 4 章では，rBCG
k を BiCR 法の残差多項式に
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置き換えることを試みる．

3. 非対称行列用共役残差法

本章では，BiCR法のアルゴリズム，およびアルゴ

リズムで生成されるベクトル列の性質について述べる．

BiCR法のアルゴリズムは，BiCG法と同じ漸化式

で残差ベクトル，近似解を更新し，次のように表され

る12)．

BiCR法のアルゴリズム

Let x0 be an initial guess, and put r0 = b −
Ax0. Let r∗

0 be an arbitrary vector, e.g., r∗
0

= r0. Set β−1 = 0.

For k = 0, 1, . . . until ‖rk+1‖2/‖r0‖2 < εTOL

do :

begin

pk = rk + βk−1pk−1 p∗
k = r∗

k + βk−1p
∗
k−1

Apk = Ark + βk−1Apk−1

αk =
(Ark, r∗

k)

(Apk, ATp∗
k)

xk+1 = xk + αkpk

rk+1 = rk − αkApk r∗
k+1 = r∗

k − αkATp∗
k

βk =
(Ark+1, r

∗
k+1)

(Ark, r∗
k)

end

このとき，BiCR 法の残差ベクトル rk は BiCG 法

と同様で，式 (1)を満たして次のように表すことがで

きる．

rk = Rk(A)r0.

また，ベクトル pk も多項式 Pk(A) を用いて

pk = Pk(A)r0

と表される．ただし，多項式 Rk(A)，および Pk(A)

は次のような関係を満たす．

Rk+1(A) = Rk(A) − αkAPk(A),

Pk+1(A) = Rk+1(A) + βkPk(A).

同様に，BiCR法によって生成されるベクトル r∗
k，p∗

k

は

r∗
k = Rk(AT)r∗

0, p∗
k = Pk(AT)r∗

0

と表すことができる．

次に，生成されるベクトル列が満たす性質を述べ

る．ATA の重みつき Lanczos Biorthogonalization

原理7)～9)によって生成される基底をベクトル pk，p∗
k

とおいて BiCR法を導出できる．したがって，ベクト

ル pk，p∗
k は次のような性質を満たす

12)．

(Api, A
Tp∗

j ) = 0, (i �= j). (3)

また，数学的帰納法，および式 (3)を用いて次のよう

な性質を示すことができる．

(rk, ATp∗
i ) = 0, (i < k). (4)

さらに，文献 12)で示されているように，性質（3），

（4）を用いれば，次のようなベクトル列 rk，r∗
k の直

交性を示すことができる．

(rk, ATr∗
i ) = 0, (i < k). (5)

そして，式 (3) – (5) によって BiCR 法の残差多項式

の係数 αk，βk を求めることができる．

4. 非対称行列用共役残差法に基づく積型反復
解法

本章では，非対称行列用 CR法に基づく積型反復解

法のアルゴリズムで使用される係数 αk，βk の計算方

法を決定し，それらのアルゴリズムを提案する．

BiCR法によって生成された残差ベクトル rk の収

束性を加速多項式 Sk(A) によって加速するのが非対

称行列用 CR 法に基づく積型反復解法である．ゆえ

に，非対称行列用 CR法に基づく積型反復解法の残差

rpro
k は次のように定義することができる．

rpro
k := Sk(A)rk = Sk(A)Rk(A)r0. (6)

また，積型反復解法のアルゴリズムでは，ベクトル

pk と加速多項式 Sk(A) との積は次のように定義され

ている18),19)．

ppro
k := Sk(A)pk = Sk(A)Pk(A)r0. (7)

次に，非対称行列用 CR法に基づく積型反復解法に

おける係数 αk，βk の計算方法を決める．まず，次の

ような内積 ρk を考える．

ρk := (ASk(A)Rk(A)r0, r
∗
0)

= (ARk(A)r0, Sk(AT)r∗
0)

= (ARk(A)r0, (−1)kΠk−1
i=0 ζi(A

T)kr∗
0 + q1).

ただし，q1 ∈ Kk−1(A
T, r∗

0) で，Kk−1(A
T, r∗

0) は

k−1 次のKrylov部分空間を表す．ここで，BiCR法

のアルゴリズムで生成されるベクトル列は式 (5)を満た

す．すなわち，ARk(A)r0 が (AT)ir∗
0（i < k）と直交

する．さらに，Rk(AT) = (−1)kΠk−1
i=0 αi(A

T)kr∗
0+q2

と表せる．ただし，q2 ∈ Kk−1(A
T, r∗

0)．したがって，

ρk = (ARk(A)r0,
(−1)kΠk−1

i=0 ζi

(−1)kΠk−1
i=0 αi

Rk(AT)r∗
0)

=
Πk−1

i=0 ζi

Πk−1
i=0 αi

(ARk(A)r0, Rk(AT)r∗
0)

となるので，BiCR法のパラメータ βk は ρk を用い

て次のように計算することができる．

βk =
(Ark+1, r

∗
k+1)

(Ark, r∗
k)

=
(ARk+1(A)r0, Rk+1(A

T)r∗
0)

(ARk(A)r0, Rk(AT)r∗
0)
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=
αk

ζk

ρk+1

ρk
.

ゆえに，非対称行列用 CR法に基づく積型反復解法の

パラメータ βk は式 (6)で定義されたベクトル rpro
k を

用いて

βk =
αk

ζk

(ASk+1(A)Rk+1(A)r0, r
∗
0)

(ASk(A)Rk(A)r0, r∗
0)

=
αk

ζk

(Arpro
k+1, r

∗
0)

(Arpro
k , r∗

0)
(8)

と表される．そして，式 (8)を用いて積型反復解法の

アルゴリズムを更新すると，反復 1回あたりの行列・

ベクトル積の計算量が増える．そこで，計算量を増や

さないため，実際のアルゴリズムのパラメータ βk は

次のように計算する．

βk =
αk

ζk

(rpro
k+1, A

Tr∗
0)

(rpro
k , ATr∗

0)
. (9)

ただし，CGS法の場合，加速多項式の係数は ζk = αk

であるから，パラメータ βk は次のように計算される．

βk =
(rpro

k+1, A
Tr∗

0)

(rpro
k , ATr∗

0)
. (10)

また，BiCR法のパラメータ αk は

αk =
(Ark, r∗

k)

(Apk, ATp∗
k)

と計算されるので，文献 9)における積型反復解法のパ

ラメータ αk を導く方法に倣えば，非対称行列用 CR

法に基づく積型反復解法のパラメータ αk は式 (6)，

(7)で定義されたベクトル rpro
k ，ppro

k を用いて次のよ

うに計算することができる．

αk =
(ARk(A)r0, Rk(AT)r∗

0)

(APk(A)r0, ATPk(AT)r∗
0)

=
(ARk(A)r0, Rk(AT)r∗

0)

(APk(A)r0, ATRk(AT)r∗
0)

=
(ARk(A)r0, Sk(AT)r∗

0)

(APk(A)r0, ATSk(AT)r∗
0)

=
(ASk(A)Rk(A)r0, r

∗
0)

(ASk(A)Pk(A)r0, ATr∗
0)

=
(Arpro

k , r∗
0)

(Appro
k , ATr∗

0)
.

そして，反復 1回あたりの行列・ベクトル積の計算量

を増やさないため，実際にはアルゴリズムでパラメー

タ αk は次のように計算する．

αk =
(rpro

k , ATr∗
0)

(Appro
k , ATr∗

0)
. (11)

したがって，式 (9) – (11)，および CGS 法，

BiCGSTAB法，GPBiCG法の近似解，残差ベクトル

を更新する漸化式15),17)～19)を用いれば，非対称行列用

CR法に基づく CGS法，BiCGSTAB法，GPBiCG

法のアルゴリズムとなる．文献 14)と同様，それらのア

ルゴリズムを Conjugate Residual Squared method

（CRS法），BiCR STABilized method（BiCRSTAB

法），Generalized Product-type method based on

BiCR（GPBiCR法）と名付け，それらのアルゴリズ

ムは次のようにまとめられる．

CRS法のアルゴリズム

Let x0 be an initial guess, and put r0 = b −
Ax0. Let r∗

0 be an arbitrary vector, e.g., r∗
0

= r0. Set β−1 = 0.

For k = 0, 1, . . . until ‖rk+1‖2/‖r0‖2 < εTOL

do :

begin

uk = rk + βk−1qk−1

pk = uk + βk−1(qk−1 + βk−1pk−1)

αk =
(rk, ATr∗

0)

(Apk, ATr∗
0)

qk = uk − αkApk

xk+1 = xk + αk(uk + qk)

rk+1 = rk − αkA(uk + qk)

βk =
(rk+1, A

Tr∗
0)

(rk, ATr∗
0)

end

BiCRSTAB法のアルゴリズム
Let x0 be an initial guess, and put r0 = b −
Ax0. Let r∗

0 be an arbitrary vector, e.g., r∗
0

= r0. Set β−1 = 0.

For k = 0, 1, . . . until ‖rk+1‖2/‖r0‖2 < εTOL

do :

begin

pk = rk + βk−1(pk−1 − ζk−1Apk−1)

αk =
(rk, ATr∗

0)

(Apk, ATr∗
0)

sk = rk − αkApk

ζk =
(Ask, sk)

(Ask, Ask)

xk+1 = xk + αkpk + ζksk

rk+1 = sk − ζkAsk

βk =
αk

ζk

(rk+1, A
Tr∗

0)

(rk, ATr∗
0)

end

GPBiCR法のアルゴリズム

Let x0 be an initial guess, and put r0 = b −
Ax0. Let r∗

0 be an arbitrary vector, e.g., r∗
0

= r0. Set t−1 = w−1 = 0, β−1 = 0.

For k = 0, 1, . . . until ‖rk+1‖2/‖r0‖2 < εTOL
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表 1 それぞれの解法の反復 1 回あたりの計算量
Table 1 Computational costs of several iterative methods

per iteration.

M-v products Inner add or scaling

CGS 2 2 12

CRS 2 2 12

BiCGSTAB 2 4 12

BiCRSTAB 2 4 12

GPBiCG 2 7 27

GPBiCR 2 7 27

do :

begin

pk = rk + βk−1(pk−1 − uk−1)

αk =
(rk, ATr∗

0)

(Apk, ATr∗
0)

yk = tk−1 − rk − αkwk−1 + αkApk

tk = rk − αkApk

ζk =
(yk, yk)(Atk, tk) − (yk, tk)(Atk, yk)

(Atk, Atk)(yk, yk) − (yk, Atk)(Atk, yk)

ηk =
(Atk, Atk)(yk, tk) − (yk, Atk)(Atk, tk)

(Atk, Atk)(yk, yk) − (yk, Atk)(Atk, yk)

(if k = 0, then ζ0 =
(At0, t0)

(At0, At0)
, η0 = 0)

uk = ζkApk + ηk(tk−1 − rk + βk−1uk−1)

zk = ζkrk + ηkzk−1 − αkuk

xk+1 = xk + αkpk + zk

rk+1 = tk − ηkyk − ζkAtk

βk =
αk

ζk

(rk+1, A
Tr∗

0)

(rk, ATr∗
0)

wk = Atk + βkApk

end

アルゴリズムの反復 1 回あたりの演算量は表 1 の

ようにまとめられる．表 1 から，CGS法と CRS法，

BiCGSTAB 法と BiCRSTAB 法，および GPBiCG

法と GPBiCR法は，それぞれ同じ演算量であること

が分かる．ここで，M-vは行列ベクトル積，Innerは

内積，add or scaling はベクトルどうしの和，また

はベクトルのスカラー倍の回数を意味する．

5. 数 値 実 験

本章では，非対称行列を係数に持つ線形方程式を

用いた数値実験を通して CRS 法，BiCRSTAB 法，

GPBiCR法の収束性を検証する．

5.1，5.2 節の数値実験は，PC-AT 互換機（Pen-

tium Xeon 3.06GHz）において富士通 Fortranコン

パイラ version 4（コンパイルオプションなし），ま

た 5.3 節の数値実験は，IBM eServer p5（POWER5

1.9GHz）において IBM XL Fortranコンパイラ ver-

F=1

A=0.5

A=10
A=2

ケース 1 (case 1)

F=5

A=20

A=0.2
A=1

ケース 2 (case 2)

図 1 式 (12) の係数
Fig. 1 The coefficients for Eq. (12).

sion 9.1（コンパイルオプションは-O3 -qarch=pwr5

-qtune=pwr5 -qhot）の倍精度浮動小数点演算によっ

て実行された．また，収束判定条件は εTOL = 10−12

を採用した．

5.1 数 値 例 1

正方形領域 Ω = (0, 1)× (0, 1) において次の偏微分

方程式の離散近似解を求める17)．

−(A(x, y)ux)x − (A(x, y)uy)y

+2 exp(2(x2 + y2))ux = F (x, y). (12)

境界条件は，Dirichlet条件

u|x=0 = 1, u|x=1 = 1, u|y=0 = 1, u|y=1 = 0

を課す17)．ただし，式 (12)の関数 A(x, y)，F (x, y)

の値を図 1 に示すような 2種類の分布（ケース 1，2

（case 1，2））に変化させた．また，関数 F (x, y) は

点線で囲まれた領域の外では 0とする．

式 (12)の境界値問題に対して全体領域を x，y 両方

向に 101（= M +1）等分して，x，y ともに等間隔で

離散近似して得られた大きさ M2 ×M2 の正方行列を

係数に持つ線形方程式を従来のCGS法，BiCGSTAB

法，GPBiCG 法，および CRS 法，BiCRSTAB 法，

GPBiCR 法によって解く．ただし，初期解ベクトル

は乱数，初期シャドゥ残差ベクトルは r∗
0 = r0 を採

用した．

収束するまでに各解法が要した反復回数（Itera-

tions），計算時間（Time（second）），および収束し

た時点の真の相対残差ノルム log10(‖ b − Axk ‖2 /

‖ b − Ax0 ‖2)（True res.）を表 2 に示す．さらに，

関数 A(x, y) の値が図 1 のケース 2の場合の CGS法

と CRS 法，BiCGSTAB 法と BiCRSTAB 法，およ

び GPBiCG法と GPBiCR法とを比較した収束履歴

を図 2，図 3 に示す．ただし，グラフの縦軸は相対

残差ノルム log10(||rk||2/||r0||2)，横軸は反復回数で
ある．

［結果］

表 2，および図 2，図 3 から次のようなことを述べ
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図 2 図 1 ケース 2 の分布を利用した場合の CGS 法と CRS 法（左図），および
BiCGSTAB 法と BiCRSTAB 法（右図）の収束履歴

Fig. 2 Convergence history of CGS, CRS (on the left) and BiCGSTAB, BiCRSTAB

(on the right) when using the coefficients of the case 2 of Fig. 1.

表 2 各解法の反復回数，計算時間，真の相対残差ノルム（上から
図 1 の左図，右図の係数を用いた結果）

Table 2 Number of iterations, computation time and ex-

plicitly computed relative residual norm when us-

ing the coefficients of the case 1 (on upper table)

and the case 2 (on lower table) of Fig. 1.

case 1 of Fig. 1 Iterations Time True res.

CGS 1257 1.24 −10.5

CRS 1206 1.28 −12.0

BiCGSTAB 1227 1.11 −12.0

BiCRSTAB 1129 1.03 −12.0

GPBiCG 1102 1.73 −12.2

GPBiCR 1085 1.72 −12.0

case 2 of Fig. 1 Iterations Time True res.

CGS 1337 1.34 −12.0

CRS 1265 1.33 −12.0

BiCGSTAB 1408 1.32 −12.1

BiCRSTAB 1280 1.22 −12.0

GPBiCG 1284 1.98 −12.3

GPBiCR 1202 1.92 −12.1

ることができる．CGS法と CRS法の反復回数，計算

時間を比較するとき，CRS法の反復回数は CGS法の

最大 94%に減少し，計算時間はほぼ同じであった．ま

た，BiCGSTAB法と BiCRSTAB法の反復回数，計

算時間を比較するとき，およそ 92%に減少した．さら

に，GPBiCG法とGPBiCR法の反復回数，計算時間

を比較するとき，GPBiCR法の反復回数はGPBiCG

法の最大 93%に減少し，計算時間はほぼ同じであった．

各解法で求められた近似解は，およそ要求された精度

であった．以上，提案した 3つの解法は反復回数の点

で効果があった．

一般に，Generalized Minimal RESidual method

（一般化最小残差法，GMRES法）11) の結果を掲載す

ると反復解法のユーザの参考になるので，GMRES法

を 20，50，100回でリスタートするGMRES(20)法，

図 3 図 1 ケース 2 の分布を利用した場合の GPBiCG 法と
GPBiCR 法の収束履歴

Fig. 3 Convergence history of GPBiCG and GPBiCR

when using the coefficients of the case 2 of Fig. 1.

GMRES(50)法，GMRES(100)法の適用について検

討した．その結果，3,000回の反復で収束しなかった．

5.2 数 値 例 2

正方形領域 Ω = (0, 1) × (0, 1) で全周 Dirichlet境

界条件（u|∂u = 0）を課した次の偏微分方程式の離散

近似解を求める10)．

−uxx − uyy + γ(xux + yuy) + βu = f(x, y).

(13)

右辺項は，解 x̂ = (1, · · · , 1) を与えて右辺ベクトル

を b = Ax̂ と計算する．式 (13)の境界値問題に対し

て全体領域を x，y 両方向に 101（= M + 1）等分し

て，x，y 方向ともに等間隔で離散近似して得られた

大きさ M2 ×M2 の正方行列を係数に持つ線形方程式

を従来の CGS法，BiCGSTAB法，GPBiCG法，お

よび CRS法，BiCRSTAB法，GPBiCR法によって

解く．ただし，初期解ベクトルは乱数，初期シャドゥ

残差ベクトルは r∗
0 = r0 を採用した．

式 (13)のパラメータ (γ, β)を (50,−30)，(50,−50)，
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図 4 (γ, β) = (50,−50) の場合の CGS 法と CRS 法（左図），および BiCGSTAB 法と
BiCRSTAB 法（右図）の収束履歴

Fig. 4 Convergence history of CGS, CRS (on the left) and BiCGSTAB,

BiCRSTAB (on the right) for (γ, β) = (50,−50).

(100,−30)，(100,−50) と変化させ，収束するまで

に各解法が要した反復回数（Iterations），計算時間

（Time（second）），および収束した時点の真の相対

残差ノルム log10(‖ b − Axk ‖2 / ‖ b − Ax0 ‖2)

（True res.）を表 3に示す．また，(γ, β) = (50,−50)，

(100,−50) の 2 つの場合の収束履歴を図 4，図 5，

図 6 に示す．ただし，グラフの縦軸は相対残差ノルム

log10(||rk||2/||r0||2)，横軸は反復回数である．
［結果］

表 3，および図 4～図 6から次のようなことを述べる

ことができる．CGS法とCRS法の反復回数，計算時間

を比較するとき，CRS法の反復回数は CGS法の最大

69%，計算時間は最大 75%に減少した．BiCGSTAB

法と BiCRSTAB法の反復回数，計算時間を比較する

とき，BiCRSTAB法の反復回数は BiCGSTAB法の

最大 54%，計算時間は最大 54%に減少にした．さら

に，GPBiCG法とGPBiCR法の反復回数，計算時間

を比較するとき，GPBiCR法の反復回数はGPBiCG

法の最大 66%，計算時間は最大 67%に減少した．各

解法で求められた近似解は，およそ要求された精度で

あった．以上，提案した 3つの解法は従来の解法と比

べて反復回数，計算時間の両者で効果があった．

5.1 節と同様，本数値例においても，GMRES(20)

法，GMRES(50)法，GMRES(100)法を適用した．そ

の結果，GMRES(20)法，GMRES(50)法は 3,000回

の反復で収束しなかった．また，GMRES(100)法の所

要反復回数，および計算時間は，パラメータ (γ, β) を

(50,−30)，(50,−50)，(100,−30)，(100,−50)とした

場合，順に 1,097回，3.01 sec.，1,290回，3.50 sec.，

953回，2.56 sec.，1,248回，3.50 sec.であった．ただ

し，GMRES(100)法のメモリ使用量は非対称行列用

CR法に基づく積型反復解法の 10倍以上となる．

表 3 各解法の反復回数，計算時間，真の相対残差ノルム（上から
順に (50,−30)，(50,−50)，(100,−30)，(100,−50)）

Table 3 Number of iterations, computation time and ex-

plicitly computed relative residual norm (dis-

played in order of (50,−30), (50,−50), (100,−30)

and (100,−50)).

(50,−30) Iterations Time True res.

CGS 203 0.207 −12.0

CRS 201 0.218 −12.4

BiCGSTAB 245 0.226 −12.5

BiCRSTAB 230 0.214 −12.2

GPBiCG 306 0.464 −12.2

GPBiCR 237 0.359 −12.0

(50,−50) Iterations Time True res.

CGS 314 0.320 −10.3

CRS 217 0.242 −12.4

BiCGSTAB 427 0.395 −12.3

BiCRSTAB 231 0.214 −12.0

GPBiCG 312 0.492 −12.0

GPBiCR 231 0.371 −12.0

(100,−30) Iterations Time True res.

CGS 242 0.257 −11.7

CRS 238 0.257 −12.0

BiCGSTAB 437 0.398 −12.3

BiCRSTAB 295 0.277 −13.2

GPBiCG 343 0.535 −12.2

GPBiCR 281 0.453 −12.6

(100,−50) Iterations Time True res.

CGS 259 0.265 −11.6

CRS 227 0.253 −12.0

BiCGSTAB 386 0.355 −12.0

BiCRSTAB 302 0.300 −12.0

GPBiCG 444 0.695 −12.9

GPBiCR 297 0.468 −12.4

5.3 数 値 例 3

文献 14) では，Harwell-Boeing collection，NEP

collection，SPARSKIT collection，Tim Davis’s col-
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図 5 (γ, β) = (50,−50) の場合の GPBiCG 法と GPBiCR 法（左図），および
(γ, β) = (100,−50) の場合の CGS 法と CRS 法（右図）の収束履歴

Fig. 5 Convergence history of GPBiCG, GPBiCR for (γ, β) = (50,−50) (on the

left) and CGS, CRS for (γ, β) = (100,−50) (on the right).

図 6 (γ, β) = (100,−50) の場合の BiCGSTAB 法と BiCRSTAB 法（左図），および
GPBiCG 法と GPBiCR 法（右図）の収束履歴

Fig. 6 Convergence history of BiCGSTAB, BiCRSTAB (on the left) and

GPBiCG, GPBiCR (on the right) for (γ, β) = (100,−50).

表 4 係数行列の特徴
Table 4 Characteristic of coefficient matrices.

Matrix N NNZ Ave. NNZ

ADD20 2395 17319 7.23

ADD32 4960 23884 4.82

CAVITY05 1182 32747 27.71

CDDE1 961 4681 4.87

DW2048 2048 10114 4.94

MEMPLUS 17758 126150 7.10

lection 2),3)に掲載されているうちの 14種類の問題が

取り上げられている．我々は，上記のデータベースに登

録されている右辺項の書式で小数部の桁数が 15桁以上

（たとえばD22.16）であるADD20，ADD32（電気回

路設計），CAVITY05（有限要素モデリング），CDDE1

（流体力学），DW2048（電気工学），MEMPLUS（内

部記憶装置回路）を取り上げる．それらの問題の係数

行列は表 4 に述べられた特徴を持つ．ただし，表 4 に

おけるNは係数行列の次元，NNZは非零要素数，Ave.

NNZは 1行あたりの平均非零要素数を示す．表 4 に

述べられた行列を係数に持つ線形方程式を従来のCGS

法，BiCGSTAB 法，GPBiCG 法，および CRS 法，

BiCRSTAB法，GPBiCR法によって解く．初期近似

解ベクトルは x0 = 0，初期シャドゥ残差ベクトル r∗
0

は乱数を採用した．

収束するまでに各解法が要した反復回数（Itera-

tions），計算時間（Time（second）），および収束し

た時点の真の相対残差ノルム log10(‖ b − Axk ‖2 /

‖ b − Ax0 ‖2)（True res.）を表 5 に示す．ただし，

表 5 で時間が 0.00になっているのは，その処理時間

が非常に短く，あらかじめシステム側で用意された時

間計測関数 gettimeofday ルーチンの計測可能な最

小時間に達しなかったためである．

［結果］

表 5 から次のようなことを述べることができる．

CGS 法と CRS 法の反復回数，計算時間を比較す

るとき，CRS 法の反復回数は CGS 法の最大 76%，

計算時間は最大 67%に減少した．BiCGSTAB 法と
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表 5 各解法の反復回数，計算時間，真の相対残差ノルム（上から順
に ADD20，ADD32，CAVITY05，CDDE1，DW2048，
MEMPLUS）

Table 5 Number of iterations, computation time and ex-

plicitly computed relative residual norm (dis-

played in order of ADD20, ADD32, CAVITY05,

CDDE1, DW2048, MEMPLUS).

ADD20 Iterations Time True res.

CGS 374 0.06 −8.8

CRS 319 0.05 −10.0

BiCGSTAB 649 0.11 −12.1

BiCRSTAB 698 0.12 −11.9

GPBiCG 507 0.10 −11.0

GPBiCR 440 0.09 −11.9

ADD32 Iterations Time True res.

CGS 75 0.03 −12.0

CRS 69 0.02 −12.9

BiCGSTAB 67 0.02 −12.0

BiCRSTAB 73 0.02 −12.1

GPBiCG 64 0.02 −12.1

GPBiCR 67 0.03 −12.3

CAVITY05 Iterations Time True res.

CGS 723 0.13 −8.9

CRS 552 0.10 −10.9

BiCGSTAB 979 0.17 −12.0

BiCRSTAB 973 0.18 −12.0

GPBiCG 958 0.19 −11.8

GPBiCR 1092 0.21 −10.6

CDDE1 Iterations Time True res.

CGS 150 0.00 −9.6

CRS 127 0.01 −11.5

BiCGSTAB 116 0.00 −12.2

BiCRSTAB 120 0.00 −13.3

GPBiCG 121 0.00 −12.1

GPBiCR 129 0.01 −12.1

DW2048 Iterations Time True res.

CGS 1448 0.18 −11.6

CRS 1390 0.18 −12.1

BiCGSTAB 2708 0.35 −12.1

BiCRSTAB 2190 0.29 −12.0

GPBiCG 1859 0.37 −12.0

GPBiCR 1936 0.40 −12.0

MEMPLUS Iterations Time True res.

CGS 918 1.21 −4.8

CRS 999 1.32 −11.8

BiCGSTAB 2217 2.94 −12.1

BiCRSTAB 1644 2.19 −12.0

GPBiCG 1390 2.22 −11.7

GPBiCR 1355 2.20 −11.9

BiCRSTAB 法の反復回数，計算時間を比較すると

き，BiCRSTAB法の反復回数は BiCGSTAB法の最

大 74%，計算時間は最大 74%に減少した．さらに，

GPBiCG法とGPBiCR法の反復回数，計算時間を比

較するとき，GPBiCR 法の反復回数は GPBiCG 法

の最大 88%，計算時間は最大 90%に減少した．一方

で，CRS法が CGS法の反復回数，または計算時間の

点で優っていたのは ADD20，ADD32，CAVITY05，

CDDE1，DW2048 の 5 つの問題に対してであり，

BiCRSTAB法がBiCGSTAB法の反復回数，または計

算時間の点で優っていたのは CAVITY05，DW2048，

MEMPLUS の 3 つの問題に対してであった．また

GPBiCR 法が GPBiCG 法の反復回数，または計算

時間の点で優っていたのは ADD20，MEMPLUSの

2つの問題についてであった．さらに，CRS法で求め

られた近似解の精度は，CGS法より良いか，同程度

であった．BiCRSTAB法，GPBiCR法で求められた

近似解の精度は，BiCGSTAB法，GPBiCG法と同程

度であった．以上，提案した 3つの解法のうち CRS

法は，従来の CGS 法と比べて反復回数，計算時間，

近似解の精度の点で顕著な効果があったといえる．ま

た，BiCRSTAB法，GPBiCR法は，取り上げたいく

つかの問題の反復回数，計算時間に関して，従来より

効果があったといえる．

6. ま と め

BiCR法の残差多項式の係数の計算方法を積型反復

解法に取り入れることによって非対称行列用 CR 法

に基づく積型反復解法を提案した．すなわち，残差，

近似解ベクトルを更新するための漸化式は従来の積型

反復解法と同一のものを用い，残差多項式の係数 αk，

βk の計算方法を改良した．その結果，数値実験では，

非対称行列用 CR 法に基づく積型反復解法は従来の

CGS法，BiCGSTAB法，GPBiCG法と比べて有効

であった．

さらに，本論文で導出したアルゴリズムは，文献 13)，

14)で発表されたアルゴリズムとはその導出手順と最終

的なアルゴリズムが異なるため，その収束性も自ずと

異なると思われる．そこで，文献 14)で取り上げられ

た多数の疎行列の中から，6種類の行列を選び出して数

値実験を行った結果，CRS法だけでなく BiCRSTAB

法，GPBiCR法も有効な場合があることが分かった．

ただし，文献 14) において GPBiCR 法は GPBiCG

法よりも良い収束性が得られなかったことを考慮する

と，今後，他の問題に対する数値実験を積み重ね，同

様の結論が得られることを調べる必要がある．

謝辞 数値実験の補足に協力いただいた九州大学工

学部電気情報工学科 4年尾上勇介氏に感謝する．
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