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1 序論
深層ボルツマンマシン (deep Boltzmann machine; DBM) [1]は，
制限ボルツマンマシン (restricted Boltzmann machine; RBM) [2]を
多層に積み重ねて構成される確率的深層学習モデルである．

DBM を利用するにあたり困難な問題として，DBM に含まれ
る変数の期待値の計算がある．変数の期待値は，変数の数が増加
するにつれ計算量が指数的に増加するため，実際には近似計算が
必要とされる場面がほとんどである．本研究では，統計力学分野
の近似法の一つである平均場近似 [3]を用い，DBMの変数の期
待値を計算する 3つのアルゴリズムを導出する．さらに，3つの
アルゴリズムの性能を数学的見地，数値的見地からそれぞれ比較
する．

2 深層ボルツマンマシン

V H1 H2

図 1: 本研究で扱う DBM．2 つの完全 2 部グラフからなり，層
V –H1 は Gaussian-Gaussian RBM，層 H1–H2 は Gaussian-
Bernoulli RBMであるとみなすことができる．

本研究では，DBM を図 1 に示すような確率的深層学習モデ
ルであると定義する．DBM は 3 つの層を持ち，可視層 V は可
視変数 v = {vi ∈ (−∞,+∞) | i ∈ V }，中間層 H1 は隠れ変
数 h(1) = {h(1)

j ∈ (−∞,+∞) | j ∈ H1}，隠れ層 H2 は隠れ変数
h(2) = {h(2)

k ∈ {−1,+1} | k ∈ H2}からそれぞれ構成される層で
ある．可視変数は入出力データと直接関連付けられる変数であ
り，隠れ変数は入出力データとは関連しないシステムの内部変数
として扱われる．

DBMのエネルギー関数を次のように定義する．
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ここで，θ = {b, c(1), c(2),w(1),w(2),σ2, s2} はモデルパラメー
タである．b，c(1)，c(2) は可視変数 v，隠れ変数 h(1)，隠れ変数
h(2) に対するバイアスをそれぞれ表し，w(1) は可視変数 v と隠
れ変数 h(1) の間の相互作用を，w(2) は隠れ変数 h(1) と隠れ変数
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h(2) の間の相互作用をそれぞれ表している．σ2 は可視変数 v の
分散に関連するパラメータであり，s2 は隠れ変数 h(1) の分散に
関連するパラメータである．
式 (1)のエネルギー関数を用いて，DBMは

P (v,h(1),h(2) | θ) = 1

Z(θ)
e−E(v,h(1),h(2)|θ) (2)

の形で定義される．Z(θ)は分配関数である．
式 (2)の DBMの各変数の期待値は，次のように表される．
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式 (3)–(5)の厳密計算には O(eM )の計算量が必要であり，システ
ム実装の際は現実的な時間内で計算を行うために近似計算を行
う必要がある．ここで，各層に含まれる変数の個数を |V | = M，
|H1| = αM，|H2| = βM としており，α > 0，β > 0である．

3 平均場近似アルゴリズム
隠れ層と可視層の 2層で構成される RBMに対して平均場近似
を行う場合，その周辺分布に対して平均場近似を適用すると高い
精度で近似を行うことができる [4]．本節では [4] の方針を採用
し，DBMに対する 3つの平均場近似アルゴリズムを導出する．
確率分布 P (x)の平均場近似分布は，P (x)に含まれる全ての
変数が統計的に独立であるとする平均場仮定を付加したテスト分
布 T (x)と P (x)の間の Kullback-Leibler divergence (KLD)と呼ば
れる量

K =
∑
x

T (x) ln
T (x)

P (x)

を最小化することで得られる．KLDが小さいほど近似精度が高
い平均場近似分布であるといえる．

I. DBMの全変数に対する平均場近似
式 (2)の DBMに含まれる全ての変数が統計的に独立であると

する平均場仮定を付加したテスト分布

TI(v,h
(1),h(2))

= Q(v) U (1)(h(1)) U (2)(h(2))

=
( ∏

i∈V

qi(vi)
)( ∏

j∈H1

u(1)

j (h(1)

j )
)( ∏

k∈H2

u(2)

k (h(2)

k )
)

と式 (2)との間の KLDを最小化すると，平均場近似分布
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を得る．ここで，
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であり，N (x | µ, σ)は平均 µ，分散 σ2 のガウス分布を表す．ま
た，ν♭ は式 (7)の近似分布における可視変数 v の期待値を，m♭

は式 (8) の近似分布における隠れ変数 h(1) の期待値を表してい
る．

II. DBMの隠れ変数 h(1) と隠れ変数 h(2) に対する平均場近似
確率の乗法定理を用い，式 (2)の DBMを P (v,h(1),h(2) | θ) =

P (v | h(1),h(2), θ)P (h(1),h(2) | θ)と表すことができる．周辺分布
P (h(1),h(2) | θ)の隠れ変数 h(1), h(2) に平均場仮定を付加したテ
スト分布

TII(v,h
(1),h(2)) = P (v | h(1),h(2), θ) U (1)(h(1)) U (2)(h(2))

と式 (2)との間の KLDを最小化すると，平均場近似分布

T ♮
II(v,h

(1),h(2)) = P (v | h(1),h(2), θ) U (1)

II (h(1)) U (2)

II (h(2)) (9)

を得る．ここで，
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であり，m♮は式 (10)の近似分布における隠れ変数 h(1)の期待値
を表している．

III. DBMの隠れ変数 h(2) に対する平均場近似
前項と同様に，確率の乗法定理を用いると，式 (2)の DBMを

P (v,h(1),h(2) | θ) = P (v,h(1) | h(2), θ)P (h(2) | θ) のように表す
ことができる．周辺分布 P (h(2))の隠れ変数 h(2) のみに平均場仮
定を付加したテスト分布

TIII(v,h
(1),h(2)) = P (v,h(1) | h(2), θ) U (2)(h(2))

と式 (2)の間の KLDを最小化すると，平均場近似分布
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であり，B(2) は P (h(2))における隠れ変数 h(2) のバイアスを，Ω

は隠れ変数 h(2) 同士の相互作用を表す．また，M ♯ は式 (12)の
近似分布における隠れ変数 h(2) の期待値を表している．

4 アルゴリズムの比較
数学的比較

KLDに関する定理 [4]を拡張し，次の系を導く．

系 アルゴリズム I，II，IIIで得られる式 (6)，(9)，(11)の
平均場近似分布と式 (2)の間の KLDをそれぞれ
KI,KII,KIII とする．KI,KII,KIII に対して，不等式

KI ≥ KII ≥ KIII (13)

が常に成り立つ．
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図 2: 各アルゴリズムで得る平均場近似分布と式 (2)の DBMの間
の KLDの値．

不等式 (13)は，式 (11)，式 (9)，式 (6)の順に近似精度が優れ
ていることを示している．すなわち，DBMに対して可能な限り
の周辺化を行っているアルゴリズム IIIが，3つの中では最も高精
度な近似手法であるといえる．

数値的比較
式 (2) の各変数の個数を |V | = |H1| = |H2| = 10 と

する．図 2 (a) は相互作用 w(1),w(2) をそれぞれガウス乱
数 N (0, SD2),N (0, 0.12) から生成した場合の，図 2 (b) は
N (0, 0.12),N (0, SD2) から生成した場合の各アルゴリズムの
KLD の値を示している．その他のモデルパラメータについて，
b, c(1), c(2) は N (0, 0.12)から生成しており，σ2

i = s2j = 1として
いる．グラフ中の “Type I”はKIの値を，“Type II”はKIIの値を，
“Type III”はKIIIの値をそれぞれ表す．図 2 (a)，図 2 (b)の結果は
どちらも数学的比較における不等式 (13) を満たしており，アル
ゴリズム IIIで得られる式 (11)の平均場近似分布が最も近似精度
の高い方法であることが確認できる．

5 結論
本研究では，3つの層を持つ DBMに対する高精度な平均場近
似アルゴリズムを導出した．近似の対象とする変数の数を周辺化
によって可能な限り少なくすることで，近似性能の向上を実現す
ることができた．本研究で取り扱った DBMは，実際のシステム
への応用には適用範囲が限られる．そのため，より汎用的なモデ
ルに対する高性能な近似手法の開発が今後の課題の一つである．
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